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Переднє слово до учнів

Øàíîâí³ äðóç³! Ви розгорнули підручник з геометрі¿, науки, яка споконвіку 
вражала лþдськиé розум своєþ доверøеністþ. З давніõ-давен геометрія 
вважалася непереверøеноþ øколоþ мудрості, вивчення яко¿ розвивало é øлі-
ôувало мислення. Ïереказуþть, ùо над вõодом до Àкадемі¿, яку заснував 
видатниé давньогрецькиé ôілосоô Ïлатон, áуло вирізьáлено напис: «Не заõодь, 
не оáізнаниé з геометрієþ!». 

За ùо ж так цінувалася ця наука? — За те, ùо розвивала мистецтво аргу-
ментаці¿, а аргументація áула основоþ того нового демократичного суспільства, 
яким так пиøалися греки і яке вони всіляко протиставляли сõідним деспотіям. 
Символічно, ùо серед сімоõ сво¿õ легендарниõ мудреців-законодавців, котриõ 
греки вважали сво¿ми дуõовними учителями, на перøому місці вони завжди 
називали ім’я Фалеса, якиé, власне, законодавцем і не áув. Фалес áув ученим 
і, як стверджуþть легенди, довів лиøе декілька простиõ геометричниõ істин. 
Однак цим він продемонстрував здатність лþдського розуму відøукувати 
оá’єктивну істину, і цеé постулат став основоþ заõідно¿ цивілізаці¿.

Îтже, навчаючись геометрії, ви навчатиметеся мистецтвó аргóмен-
тації, яêе є базовою цінністю сóчасного демоêратичного сóспільства.

Ïереміùаþчись «маøиноþ часу» далі, потрапляємо у ХVІІ ст. Виникло нове 
природознавство: Галілеé, Êеплер, Декарт, Ïаскаль, Ньþтон… Давня геометрія 
не тільки не стала осторонь новиõ тенденціé, а é перетворилася на теоретичну 
основу експериментально¿ науки, залиøаþчись водночас основоþ раціона-
лістично¿ ôілосоôі¿. Своєрідне відоáраження ціє¿ ново¿ тенденці¿ знаõодимо 
у мандраõ казкового Гуллівера, героя роману Джонатана Свіôта. Ïриáувøи на 
літаþчиé острів Ëапуту, Гуллівер наéáільøе здивувався тому, ùо все життя 
éого меøканців оáерталося довкола геометрі¿. Навіть ¿õня áуденна мова рясніла 
геометричними термінами. Та якáи Гуллівер áув наøим сучасником, то такого 
подиву, маáуть, у нього не áуло á. Геометричними термінами тепер пронизані 
не тільки природничі і теõнічні науки, а é гуманітарні, мистецтвознавство, 
мова ùоденного спілкування. Ось лиøе наéпоøиреніøі слова, які поáутуþть 
у наøому мовленні é запозичені з геометрі¿: аксіома, паралелі, плоùина, 
вектор, сôера, координати, ôокус, полþс, сектор, вимір, áагатовимірність, си-
метрія тоùо. Ïевна річ, аáи правильно розуміти і вживати ці слова, потріáно 
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знати ¿õніé первісниé геометричниé зміст. «Êнига природи», — як влучно 
сказав ¥алілеé, «написана мовоþ геометрі¿». 

Îтже, навчаючись геометрії, ви прилóчатиметеся до надбань світової 
êóльтóри, ставатимете оáізнаними é компетентними у тиõ питанняõ, в якиõ 
áез цього відчували á сеáе немовáи приáульцями із варварськиõ епоõ.

І ось ми… у ХХІ ст. Êомп’þтерна граôіка і дизаéн, заõмарні арõітектурні 
споруди, моáільниé зв’язок, GPS-навігація, проникнення у глиáини космосу 
і матері¿… Геометричні іде¿ і принципи лежать в основі і циõ надáань. Вивчаþчи 
геометріþ, ви в цьому не раз переконаєтеся.

Îтже, і з праêтичної точêи зорó геометрія необхідна.

Навчання мистецтву аргументаці¿, прилучення до надáань світово¿ куль-
тури і практичні застосування геометрі¿ — це ті основні завдання, які став-
ляться у цьому підручнику. Вони невіддільні одне від одного, як невіддільні, 
рівнозначні і взаємодоповнþþчі Віра, Надія і Ëþáов у õристиянськіé моралі.

Ïогортаéте підручник, і ви навіть за ілþстративним матеріалом помітите, 
ùо кожному із циõ завдань відведено належне місце.

Êрім цього, по всьому тексту ви помітите низку розпізнавальниõ знаків, 
кожен з якиõ має своє символічне значення:

На уроки вас запроøуватиме наø øкільниé дзвоник, перев’язаниé жов-
то-áлакитноþ стрічкоþ.

Руáрику вправ і задач усþди супроводжуватиме áогиня мудрості Àôіна. 
Виáрано рельєôне зоáраження Àôіни з геометричними атриáутами — кут-
ником, циркулем, лініéкоþ і сôероþ, створене Філіппом-Роланом Роландом 
для заõідного ôасаду паризького Ëувра.

Задачі і вправи розміùені в кінці кожного параграôів за порядком наро-
стання ¿õньо¿ складності. Наéпростіøі з ниõ (у тому числі é усні вправи) 
позначені світлим кружечком, а складніøі — темним. Ó кінці кожного роз-
ділу подані типові завдання для контрольниõ роáіт (у двоõ варіантаõ). Óчні, 
які ознаéомляться з ними заздалегідь, áудуть застраõовані від неприємниõ 
«сþрпризів» на контрольніé.
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Чимало задач у підручнику вміùено з розв’язаннями. Відповідна руáри-
ка «Розв’язуємо разом» позначена красномовноþ світлиноþ з учителем 
і ученицеþ, які разом виріøуþть задачу. На поданиõ у тексті прикладаõ 
демонструþться застосування встановлениõ теоретичниõ ôактів, а в окремиõ 
випадкаõ — і корисні нові відомості та загальні підõоди до розв’язування гео-
метричниõ задач.

Ó підручнику є матеріал «Для тиõ, õто õоче знати áільøе». Він розраõова-
ниé на учнів, які вже зараз, не чекаþчи старøиõ класів, õочуть дізнаватися 
про математику áільøе. Ці тексти супроводжуþться портретами геніальниõ 
математиків Ìиõаéла Остроградського і Соôі¿ Êовалевсько¿. Їõніé життєвиé 
øляõ переконливо свідчить, ùо математика однаково доступна як чолові-
кам, так і жінкам, і ùо успіõи в науці не залежать від місця народження: 
Остроградськиé народився на õуторі, а Êовалевська — у столиці.

Êрім навчального матеріалу, підручник містить спеціальну руáрику 
«Сторінки історі¿». Ї¿ супроводжує муза історі¿ Êліо зі знаменито¿ картини 
Генріõа Семирадського «Ïарнас» (картина прикраøає завісу Ëьвівського 
оперного театру). Ìуза тримає книгу é перо, а промовистим поруõом ліво¿ 
руки немовáи запроøує озирнутися назад. Ознаéомлення з поданими у ціé 
руáриці відомостями розøирить ваø кругозір, допоможе зáагнути важли-
ві внутріøні мотиви розвитку математики. À це, у своþ чергу, сприятиме 
глиáøому розуміннþ науки.

Ó кінці кожного розділу подається зведениé перелік усього вивченого теоре-
тичного матеріалу, а в руáриці «Ïеревір сеáе» — питання для самоконтролþ. 
Цþ руáрику супроводжує зоáраження міôічно¿ птаøки-Сôінкса з погруддям 
жінки і тулуáом лева, яка, за переказами, пропускала далі лиøе тиõ подо-
рожніõ, õто правильно відповів на ¿¿ запитання.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàé
äàâí³øиõ, íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Зірка геометрії. 
Фрагмент композиції Ігоря Макаревича та Олени Єлагіної

«Геометрія космосу» (2008 р.)

Зображені у цій композиції креслярські прилади — лінійка, транспортир і косинець — допомагати-
муть нам фіксувати ті основні фігури на площині та їхні властивості, які слугують основою геометрії.



Розділ І
Елементарні геометричні 
фігури та їхні властивості

  Вступ

 «Ìислþ — отже, існуþ» — так коротко оõаракте-
ризував сутність лþдського áуття знаменитиé ôран-
цузькиé ôілосоô і математик XVII ст. Рене Декарт. 
Цим він стверджував, ùо справжнє життя лþдини 
невід’ємне від мислення і неможливе áез нього. 

Ìислення áагатогранне, як áагатогранниé світ 
довкола нас. Зокрема, оскільки ми живемо у просторі, 
то повинні вміти мислити просторовими оáразами. 
Осоáливо, якùо прагнемо не тільки пристосовуватися 
до умов, а é пізнавати, удосконалþвати світ.

Ïросторові оáрази інакøе називаþть ùе формами 
аáо геометричними фігурами. Наука про геоме-
тричні ôігури називається геометрією.

Зародки геометрі¿ виникли дуже давно, ùе 
коли головними просторовими ôормами, з якими 
лþдині доводилося мати справу, áули øляõи та 
ділянки землі. Звідси é назва «геометрія», ùо 
в перекладі з грецько¿ якраз і означає «вимірþ-
вання землі». Ïроте з часом до ціє¿ первісно¿ 
геометрі¿ долучалися нові ôорми. З удосконаленням 
áудівництва геометричні ôорми здіéмалися вгору, з 

Рене Декарт.  
Портрет голландського 

художника Франса Хальса. 
Париж, Лувр.

Урок 
1
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успіõами астрономі¿ — поøирþвалися на космічні 
простори, з розвитком ôізики занурþвалися углиá 
матері¿.

Ïридивіться до áудь-яко¿ арõітектурно¿ споруди і ви 
поáачите, як гармоніéно поєднуþться у ніé численні 
ліні¿ та інøі деталі — відрізки, дуги, кути, трикутники, 
прямокутники, круги, паралелепіпеди, призми тоùо. 
Отже, у вас уже є певниé інструментаріé для осми-
сленого сприéняття просторово¿ конструкці¿. Àле чи 
зможете ви пояснити, як виáрані та взаємопов’язані 
ці деталі, як розраõовані ¿õні розміри? Те саме можна 
спитати стосовно плану ваøого мікрораéону, парку, 
спортивного чи торговельного комплексу.

  À як знаõодять відстані до недоступниõ оá’єктів, 
як визначили розміри Землі та інøиõ планет, як ство-
рþþть геограôічні та астрономічні карти?

Нареøті, як ôункціонує комп’þтерна граôіка — 
цеé невичерпниé сучасниé ресурс для проектування 
é зоáраження геометричниõ ôігур?

Розуміння циõ речеé потреáує значно глиáøого 
вивчення геометрі¿. Ìало закріпити в пам’яті назви 

Фрагмент архітектури 
готичного храму

Ансамбль Маріїнського 
палацу в Києві

Архітектурний проект, побудований засобами 3D комп’ютерної графіки



9§1. Площина. Точки і прямі

геометричниõ ôігур та навчитися ¿õ розпізнавати, на-
віть, зоáражати. Ïотріáно ùе é уявляти, як встанов-
лþþться зв’язки між різними ¿õніми складовими і як 
на основі циõ зв’язків ôігури конструþþться. Це так 
само, як для вправного володіння мовоþ недостатньо 
лиøе певного словникового запасу, а потріáне зна-
ння граматики та синтаксису, аáо як для музично¿ 
творчості недостатньо лиøе нотно¿ грамоти é наáору 
«акордів», а неоáõідне знання основ композиці¿.

Для втілення циõ ідеé вивчення геометрі¿ потріáно 
розпочати з детального вивчення наéпростіøиõ 
геометричниõ ôігур, аáи потім можна áуло крок за 
кроком переõодити до складніøиõ ôігур і відкривати 
те, як ці складніøі конструþþться з наéпростіøиõ.

До наéпростіøиõ геометричниõ ôігур належать 
точки, прямі і плоùини, а також відрізки, промені 
і кути. Ці ôігури é áудуть предметом вивчення 
у цьому розділі.

 §1. Площина. точки і прямі

Площину ми áудемо уявляти у вигляді великого 
аркуøа аáо класно¿ доøки, які можна як завгодно 
продовжити у áудь-якому напрямку. Вважатимемо, 
ùо всі геометричні ôігури розміùені на плоùині. 
Ïлоùина — латинськоþ «планум». Тому ту частину 
геометрі¿, в якіé вивчаþться ôігури на плоùині, нази-
ваþть планіметрією. Стереометрія, тоáто геометрія 
у просторі, вивчається у старøіé øколі.

Наéелементарніøими ôігурами вважаþться точ
ки. Бóдь-яêа інøа фігóра сêладена з точоê. 

Óважається, ùо точка не має розмірів, õоч на 
рисункаõ точки зоáражуþться невеликими кружеч-
ками. Знаменитиé давньогрецькиé учениé Евклід, 
якиé написав перøиé підручник з геометрі¿, називав 
точкоþ «те, ùо не має частин». Точки можна уявляти 
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як сліди на аркуøі від тонко загостреного олівця. На 
площині існóє безліч точоê.

Точки зазвичаé позначаþться великими літерами 
латинського алôавіту. На рис. 1.1 зоáражено деяку 
ôігуру і позначено декілька ¿¿ точок A, B, C, D, E, K, M.

Ще однієþ з наéпростіøиõ ôігур є пряма лі-
нія, аáо просто пряма. Óявлення про пряму дає 
лінія, проведена під лініéку (рис. 1.2). Однієþ з 
наéголовніøиõ властивостеé прямо¿ є те, ùо пряма 
цілком визначається двома сво¿ми точками:

чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи 
ïðÿìó, ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.

Цþ властивість називаþть властивістю прове-
ден ня або побóдови прямої. 

На властивості проведення прямо¿ засновується 
простиé практичниé спосіá для перевірки правильності 
лініéки. Якùо через дві точки провести під лініéку дві 
ліні¿, по-різному розміùуþчи лініéку, як показано на 
рис. 1.3, і ці ліні¿ не зіллþться, то лініéка неправильна. 

Властивість проведення прямо¿ передáачає, ùо 
пряма не має ніяко¿ товùини, áо інакøе кожна 
товùина визначала á своþ лініþ, яка проõодить через 
ті самі точки. Тим часом така пряма має áути єдиноþ.

Ïрямі позначаþть аáо двома великими літерами, 
якими позначені які-неáудь дві точки прямо¿, аáо одні-
єþ малоþ латинськоþ літероþ. На рис. 1.4 зоáражено 
дві прямі — пряму AB (¿¿ можна також позначити 
як ВА) і пряму l.

Як і плоùина, пряма вважається неоáмеженоþ, 
õоча на рисунку, звісно, зоáражується лиøе певна 
оáмежена частина прямо¿. Як і на плоùині, на 
êожній прямій існóє безліч точоê. 

Якùо якась точка лежить на пряміé, то кажуть 
також, ùо ця точка належить пряміé, аáо ùо пряма 
проõодить через цþ точку. На рис. 1.5 зоáражено 
дві точки А і В, які належать пряміé l, а також дві 
точки P і Q, які не належать ¿é.
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Із властивості проведення прямо¿ випливає, ùо дві 
різні прямі можуть мати ùонаéáільøе одну спільну 
точку. Справді, якáи вони мали дві спільні точки, то 
зáігалися á, оскільки через дві точки можна провести 
лиøе одну пряму.

Ïро дві прямі, які маþть одну спільну точку, 
кажуть, ùо вони перетинаються у ціé точці. На 
рис. 1.6 зоáражено дві прямі m і n, які перетина-
þться у точці Р.

Якùо прямі не маþть жодно¿ спільно¿ точки, 
то вони називаþться паралельними (в дослівному 
перекладі з грецько¿ — «éдуть поруч»). На рис. 1.7 
зоáражено паралельні прямі a і b. Скільки á не 
продовжувати зоáраження паралельниõ прямиõ, вони 
ніколи не перетнуться.

Óявлення про плоùину дає не тільки аркуø паперу 
аáо класна доøка. Ïлоùину може представляти áудь-
яка інøа рівна поверõня, наприклад, стола, стелі, 
стіни, підлоги, спортивного маéданчика, навіть просто 
рівно¿ відкрито¿ місцевості.

Так само é точки можуть представлятися не 
тільки слідами від олівця, а é інøими реальними 
оá’єктами, розмірами якиõ можна знеõтувати. Звісно, 
тоді проведення прямиõ виглядатиме по-інøому. На 
цьому ґрунтуþться практичні застосування геометрі¿. 

Наприклад, під час розáивки газонів, доріжок, ôун-
даменту під заáудову тоùо точки ôіксуþть кілками, 
а прямі проводять за допомогоþ мотузок (øнура) 
(рис. 1.8). Àналогічно чинять малярі (рис. 1.9), на-
пинаþчи øнур, змаùениé смолоþ аáо креéдоþ, між 
точками, через які потріáно провести пряму, а потім 
відпускаþчи éого. Ó кожному із такиõ застосувань 
виõодить така соáі «мотузяна» геометрія. 

Ïринципово інакøе діþть геодезисти. Вони ôік-
суþть точки довгими палицями — віõами, а прямі 
«провіøуþть» за допомогоþ візуванням. À саме: 
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визначивøи пряму двома віõами А і В, інøі віõи С, 
D, … ставлять між ними так, ùоáи при спостереженні 
із-за віõи А вони закривали віõу В (рис. 1.10, а). За 
допомогоþ візування проводять і топограôічні зéомки 
для складання планів місцевості аáо «прив’язки» до 
місцевості нового оá’єкта для áудівництва (рис. 1.10, á). 
Таку геометріþ умовно можна назвати «променевоþ», 
оскільки роль прямиõ у ніé відіграþть зорові промені.

Те, ùо «мотузяна» геометрія зáігається із «про-
ме невоþ» — радøе ùаслива випадковість, ніж 
неоáõідність. Неважко уявити соáі такі ôізичні умови, 
при якиõ цього не áуло á. Наприклад, такого не áуло 
á на планеті Ìаленького Ïринца з відомо¿ повісті 
Àнтуана де Сент-Екзþпері (рис. 1.11). Ця планета 
áула дуже маленькоþ, а тому øнур, напнутиé між 
двома ¿¿ точками, відõилявся á від зорового променя 
між ними. Те само стосується é наøо¿ планети Земля, 
якùо áрати ¿¿ у великиõ масøтаáаõ. 
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Для великиõ земниõ масøтаáів існує інøа гео-
метрія — сферична, яка суттєво відрізняється від гео-
метрі¿ на плоùині, тоáто від планіметрі¿. Відмінність 
проявляється уже у властивості проведення прямо¿: 
на сôері можливе таке розміùення двоõ точок, при 
якому через ниõ можна провести áезліч сôеричниõ 
прямиõ. Ви легко зáагнете це, подививøись на глоáус 
і на éого меридіани, які перетинаþться на Ïівнічному 
і на Ïівденному полþсаõ (рис. 1.12).

Вивчаþчи геометріþ на плоùині, ми é далі не раз 
проводитимемо порівняння ¿¿ з геометрієþ на сôері. 
Сôеричну геометріþ започаткували античні астроно-
ми. Для ниõ зручно áуло вважати, ùо неáесні світи-
ла розміùуþться на неáесніé сôері. В астрономі¿ ця 
модель зоряного неáа застосовується é досі. В епоõу 
Великиõ геограôічниõ відкриттів та Відродження, 
сôерична геометрія давніõ астрономів «спустилася» 
з неáесно¿ сôери на земниé глоáус і в такиé спосіá 
стала поруч із прадавньоþ плоùинноþ геометрієþ. 
Яскравим відоáраженням цього нового світогляду 
стали геометричні та астрономічні атриáути у живо-
писниõ та граôічниõ твораõ тіє¿ епоõи.

Вправи і задачі

 1°. Побудуйте з допомогою лінійки пряму і позначте на ній три точки А, В, С. 
Випишіть усі можливі позначення для цієї прямої.

 2°. На рис. 1.13 зображено дві прямі a і b та сім точок.
  1) Як ще можна позначити ці прямі? 
  2) Назвіть точки, які належать прямій à, але не 

належать прямій b.
  3) Назвіть точки, які належать прямій b, але не 

належать прямій a.
  4) Назвіть точки, які належать кожній із прямих.
  5) Назвіть точки, які не належать жодній із прямих.

Жан Леблон. Геометрія.  
Гравюра (1636 р.)

Мартен де Вос. Геометрія.  
Гравюра. Бл. 1600 р.
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 3°. Позначте в зошиті дві точки А і В та проведіть через них пряму. Позначте 
потім дві точки K, L, які належать цій прямій, і дві точки M, N, які не належать 
їй. Що можна стверджувати про взаємне розміщення прямих:

  а) АВ і KL;  б) АВ і KM;  в) KN і BA?
 4°. Проведіть дві прямі, що перетинаються. Позначте ці прямі і точку їхнього 

перетину. Скільки спільних точок можуть мати дві прямі?
 5°. На рис. 1.14 зображено три прямі. Назвіть ці прямі. Які з них перетинаються?
 6°. Побудуйте таке розміщення чотирьох точок А, В, С, 

D, щоб точки А, В, С належали одній прямій і точки 
В, С, D належали одній прямій.

 7. Чи можуть три прямі перетинатися в одній точці? Як 
взагалі можуть розміщуватися три прямі, щоб кожні 
дві з них перетиналися? Зробіть відповідні рисунки.

 8. Проведіть пряму, а потім ще три прямі, які її 
перетинають. Які можливі харак терні випадки 
взаємного розміщення усіх цих прямих?

 9. На рис. 1.15 відображено спосіб перевірки якості 
обробки рейки за допомогою візування. Як би ви 
його пояснили?

 10. Прямі l і m перетинаються в точці О, М — якась 
точка прямої m. Чи може точка М належати прямій l?

 11. Скільком прямим може належати одна взята точка; 
дві взяті точки; три взяті точки; п’ять узятих точок?

 12. На рис. 1.16 відображений один із так званих 
обманів зору (зорову ілюзію): лінії АВ і СD ви-
даються вигнутими, хоча насправді вони прямі. 
Виконайте цей рисунок у зошиті і перевірте, чи 
викликатиме він такий самий обман зору.

  13•. Позначте в зошиті дві точки А і В. Скільки прямих 
можна провести через точку А? Скільки — через 
точку В? Скільки — через обидві точки А і В? Чи 
можете ви обґрунтувати свої твердження?

 14•. Позначте в зошиті чотири точки А, В, С, D так, як 
показано на рис. 1.17, а потім через кожні дві з 
них проведіть пряму. Скільки всього прямих буде 
проведено? Чи завжди чотири точки визначати-
муть таку кількість прямих? Розгляньте можливі 
випадки.

 15•. а) Проведіть такі чотири прямі à, b, c, d, щоби прямі 
a, b, c проходили через одну точку і прямі b, c, d 
проходили через одну точку.

  б) Будь-які дві із чотирьох прямих перетинаються. 
Скільки може бути точок перетину? Зобразіть усі 
можливі випадки.
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15§2. Відрізки, промені та півплощини

 §2. Відрізки, промені та півплощини

Друга головна властивість прямо¿, поряд із 
властивістþ поáудови (проведення), стосується роз-
мі ùення точок на ніé.

Ïодивіться на рис. 1.18. На пряміé l позначено 
три точки А, В, С, причому одна, і тільки одна з ниõ, 
а саме, точка С, лежить між двома інøими — між 
точками А і В. Таке справджується для áудь-якиõ 
трьоõ точок прямо¿:

³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëå
æиòь ì³æ äâîìà ³íøиìи.

Цþ властивість називаþть основною властиві-
стю розміщення точоê на прямій. 

Якùо точка С лежить між точками А і В (див. 
рис. 1.18), то кажуть також, ùо точки А і В лежать 
по різні áоки від точки С, аáо ùо точки С і В лежать 
з одного боêó від точки А, а точки А і С — з одного 
боêó від точки В.

Як і властивість проведення прямо¿, властивість 
розміùення точок на пряміé теж не виконувалася 
á у геометрі¿ на планеті Ìаленького Ïринца (див. 
рис. 1.11). Справді, про кожну з трьоõ точок А, В, 
С, розміùениõ на ліні¿, яка на поверõні кулі відіграє 
роль прямо¿, наприклад, на екваторі (рис. 1.19), 
можна сказати, ùо вона лежить між двома інøими.

Використовуþчи властивість розміùення точок на 
пряміé, можна означити перøі ôігури, які у цьому 
сенсі є поõідними від основниõ ôігур, тоáто від точок 
і прямиõ. Це — відрізки і промені. 

Îзначити аáо дати означення ôігури — це опи-
сати властивості ціє¿ ôігури, які даþть змогу (спо-
сіá) вирізняти ¿¿ з-поміж інøиõ ôігур аáо проводити 
поáудову.

Візьмемо на пряміé а дві точки А і В (рис. 1.20). 
Ними визначається сукупність точок М ціє¿ прямо¿, 

Ðèñ. 1.18

A BÑ l

A

B C

Ðèñ. 1.19

Ðèñ. 1.20

A BM a

Уроки 
2–3



16 Розділ І. Елементарні геометричні фігури та їхні властивості

які лежать між точками А і В. Óсі ці точки утворþ-
þть відрізок.

означення.
В³äð³çêîì називається частина прямої, що 
складається з усіх точок цієї прямої, які ле
жать між двома її точками, разом із цими 
точками. Ці точки називаються ê³íцÿìи 
відрізка, а всі решта точок називаються âíó
òð³øí³ìи òîчêàìи відрізка.

Ïозначення відрізків утворþþться з позначень 
¿õніõ кінців. Інколи відрізки позначаþть і однієþ 
малоþ літероþ.

На рис. 1.20 зоáражено відрізок АВ прямо¿ а, 
А і В — éого кінці, М — внутріøня точка.

Візьмемо тепер на пряміé три точки А, Î, В; неõаé 
точка Î лежить між точками А і В (рис. 1.21). Цими 
точками визначаться дві сукупності: 1) сукупність точок 
Х прямо¿, які відносно точки Î лежать з того самого 
áоку, ùо é точка А; 2) сукупність точок Y прямо¿, 
які відносно точки Î лежать з того самого áоку, 
ùо é точка В. Такі сукупності точок називаþться 
променями аáо півпрямими.

означення.
Пðîìåíåì (або ï³âïðÿìîю) називається 
частина прямої, що складається з усіх 
точок цієї прямої, які лежать з одного боку 
від деякої її точки, разом із цією точкою. 
Ця точка називаються початком променя, 
а всі решта точок називаються внутрішніми 
точками променя.

Ïозначаþть промені двома великими літерами, з 
якиõ перøа вказує на початок променя, а друга — 
на яку-неáудь внутріøнþ éого точку. Часто промені 
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позначаþть і однієþ малоþ літероþ — так само, як 
прямі.

На рис. 1.21 точка Î служить початком для двоõ 
променів: ÎА (éого можна позначити і як OX) та ÎВ 
(éого можна позначити і як OY).

Ó назві «промінь» відоáражена цілком певна 
сõожість між геометричним і світловим аáо зоровим 
променями: усі ці промені маþть початок, але не 
маþть кінця, і є прямолініéними.

На пряміé існує два різні промені, ùо маþть 
спільниé початок, тоáто цим початком пряма ніáи 
розáивається на дві половини. Звідси é назва 
«півпряма» для кожно¿ з ниõ. 

означення.
Два різні промені однієї прямої зі спільним 
початком називаються äîïîâíÿëьíиìи (або 
âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи). 

Отже, áудь-яка точка прямо¿ розáиває ¿¿ на два 
взаємно доповняльні промені.

Щось сõоже відáувається з плоùиноþ, коли на 
ніé провести пряму: пряма розáиває плоùину на дві 
півплоùини.

Ïодивіться на рис. 1.22. На ньому точки А і В 
лежать з одного áоку від прямо¿ l, а точка С — з ін-
øого. Відповідно, відрізок АВ, ùо сполучає точки А 
і В, не перетинає прямо¿ l, а відрізки СА і СВ, ùо 
сполучаþть точку С з точками А і В, перетинаþть ¿¿. 

Інакøе це ôормулþþть так: точки А і В лежать 
в одніé півплоùині з граничноþ прямоþ l, а точки 
А і С та В і С — у різниõ півплоùинаõ.

Отже, маємо таку основнó властивість роз мі-
щення точоê відносно прямої на площині:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³âïëî
щиíи, щî ìàюòь ñï³ëьíó ãðàíичíó ïðÿìó.

Ðèñ. 1.22
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Знову ж таки, незважаþчи на «очевидність», ця 
властивість теж украé важлива для планіметрі¿. 
Щоправда, на підтвердження цього ми вже не мо-
же мо навести приклад геометрі¿ на планеті Ìалень-
кого Ïринца: як показує рис. 1.23 (порівняé éого 
з рис. 1.22), на поверõні кулі ця властивість теж 
виконується. À от на кільцеподіáніé планеті, яку 
гіпотетично можна уявити утвореноþ, наприклад, 
унаслідок згуùення кілець Сатурна (рис. 1.24), вона 
уже не виконувалася á. Справді, «пряма» l, яка про-
õодить по зовніøньому оáводу кільця, не розáиває 
éого поверõнþ на дві частини: з точки А у точку В 
можна переéти через внутріøніé áік.

Отже, якùо ми õочемо відмежуватися від геометріé 
такиõ світів, а розáудовувати геометріþ свого світу, 
то неодмінно маємо зважати на зазначену основну 
властивість розміùення точок на плоùині.

розв’язуємо разом

Задача. 
Неõаé А, В, С — довільні три точки на плоùині, 
ùо не лежать на одніé пряміé (рис. 1.25). Неõаé 
пряма l перетинає відрізки АВ і АС у внутріøніõ 
точкаõ. Оáґрунтувати, ùо тоді пряма l не може 
перетинати відрізка ВС.

A

C
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Розв’язання. Звернімо увагу на півплоùини, на 
які пряма l розáиває плоùину. Оскільки відрізок АВ 
перетинає пряму l, то точки А і В лежать у різниõ 
півплоùинаõ. Так само у різниõ півплоùинаõ лежать 
точки А і С. Тоді виõодить, ùо точки В і С лежать 
в одніé півплоùині — у тіé, яка не містить точки А. 
Якùо ж кінці відрізка ВС лежать в одніé півплоùині, 
то сам цеé відрізок не перетинає гранично¿ прямо¿ l. 
Оáґрунтування заверøене.  

Вправи і задачі

 16. На прямій позначено точки M, P, N, Q (рис. 1.26). 
Які із цих точок лежать між точками: 

  а) М і Q;  б) М і N;  в) Р і Q;   
г) N і Q? 

  Чи є серед цих чотирьох точок такі три, які лежать 
з одного боку від четвертої. Назвіть такі пари точок, 
які лежать по різні боки від точки Р.

 17°. Проведіть пряму і позначте на ній дві точки А і В. Потім позначте кілька точок, 
які:

  1) належать відрізку АВ;
  2) належать променю АВ, але не належать відрізку АВ;
  3) належать променю ВА, але не належать променю ВА;
  4) не належать ні променю АВ, ні променю ВА.
 18°. На прямій l точки L і M лежать по різні боки від точки К. Чи може точка M 

лежати між точками К і L? Як розміщені точки К і М відносно точки L?
 19°. Точки Е і F лежать на прямій по один бік від точки D. Яка із цих точок, і чому, 

не може лежати між двома іншими?
 20°. На прямій точка С лежить між точками А і В. Чи є 

взаємно доповняльними  такі промені: а) АВ і ВА; 
б) АВ і СВ; в) ВА і ВС; г) СА і СВ; ґ) ВА і СВ?

 21. Які із зображених на рис. 1.27 променів a, b, c, d, e 
перетинають відрізок АВ?

 22. На прямій позначено три точки Х, Y і Z, причому 
точки Х і Z лежать по один бік від точки Y, а точки 

Ðèñ. 1.25
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Y і Z — по один бік від точки Х. Котра із цих трьох точок лежить між двома 
іншими?

 23. Точка М лежить на промені LN, а точка L — на промені NM. Котра із трьох 
точок L, M, N лежить між двома іншими?

 24. Чи можуть два промені однієї прямої не бути взаємно доповняльними?
 25. Чи можуть два промені мати єдину спільну точку і при цьому не бути взаємно 

доповняльними?
 26. Обґрунтуйте, що коли точка Х належить відрізку АВ, то вона належить і про-

меню АВ. Чи істинне обернене твердження: якщо точка Х належить променю 
АВ, то вона обов’язково належить і відрізку АВ?

 27. Дано пряму і три точки L, M, N, що не лежать на цій прямій. Відомо, що 
відрізок LM перетинає пряму, а відрізок LN не перетинає її. Чи перетинає 
пряму відрізок MN? Обґрунтуйте свою відповідь.

 28. Проведіть пряму і позначте дві точки в одній півплощині відносно цієї прямої 
і три точки в іншій. Проведіть ті відрізки з кінцями у позначених точках, які 
перетинають проведену пряму. Скільки вийшло відрізків? Чи залежить ця 
відповідь від конкретного розміщення точок?

 29. Проведено пряму і позначено чотири точки А, В, С, D, що не лежать на ній. 
Чи перетинатиме відрізок АD пряму, якщо:

  а) АВ, ВС і СD перетинають пряму;
  б) відрізки АС і ВС перетинають пряму, а відрізок ВD не перетинає;
  в) відрізки АВ і СD перетинають пряму, а відрізок ВС не перетинає;
  г) відрізки  АВ і СD не перетинають пряму, а відрізок ВС перетинає;
  ґ) відрізки АВ, ВС і СD не перетинають пряму;
  д) відрізки АС, ВС і ВD перетинають пряму?
  Кожний випадок проілюструйте рисунком.
 30•. Перелічіть і зобразіть на рисунках усі можливі випадки взаємного розміщення 

двох променів на одній прямій.
 31•. Скільки всього відрізків визначається чотирма точками, позначеними на одній 

прямій?
 32•. На прямій позначено три точки А, В, С. Скільки різних позначень для проме-

нів можна утворити за допомогою літер А, В, С? Скільки серед відповідних 
їм променів буде різних? Як зміниться відповідь на друге запитання, якщо 
точки А, В, С не лежатимуть на одній прямій?

 33•. Точки А, В, С, D не лежать на одній прямій. Відомо, що пряма АВ перетинає 
відрізок СD, а пряма СD перетинає відрізок АВ. Обґрунтуйте, що відрізки АВ 
і СD перетинаються.

 34•. Відомо, що відрізки АВ і СD перетинаються. Обґрунтуйте, що тоді відрізки 
АС і ВD за жодних умов не можуть перетинатись. 
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 §3. Вимірювання і відкладання відрізків

Видатниé учениé-õімік і метролог Д.І. Ìенделєєв 
лþáив повторþвати, ùо справжня наука починається 
тоді, коли починаþть вимірþвати.

Вимірþвання у геометрі¿ розпочинається з вимі-
рþвання довжин відрізків. 

Якùо розглядати цþ проáлему з вузькопрактично¿ 
точки зору, то ¿¿ виріøення спряжене з двома 
неаáиякими трудноùами. Ïерøа трудність поля-
гає у запровадженні єдиного масøтаáу (еталона 
довжини), а друга — у заáезпеченні належно¿ 
точності самого вимірþвання. Деùо про це можна 
дові датися з історичного нарису, вміùеного у кінці 
цього параграôа. Однак у теоретичніé геометрі¿ 
від циõ суто практичниõ аспектів аáстрагуþться, 
вважаþчи, ùо єдиниé масøтаá (наприклад, метр, 
дециметр, сантиметр тоùо) уже запроваджениé і ùо 
можливе аáсолþтно точне вимірþвання, навіть якùо 
для цього потріáні не тільки десяті, а é соті, тисячні 
і так далі частини основного еталона. 

Одним із наéпоøиреніøиõ інструментів для вимі-
рþвання довжин є лініéка з нанесеноþ на ¿¿ краé 
сантиметровоþ і міліметровоþ øкалоþ. Незважаþчи 
на простоту, лініéка дає змогу наочно проілþструвати 
ті властивості вимірþвання та відкладання відрізків, 
які для геометрі¿ є основними. 

На рис. 1.28, а) відоáражено вимірþвання 
відрізків АВ і АС, довжини якиõ менøі від 
довжини лініéки: АВ = 5 см; АС = 7 см 2 мм = 
= 7,2 см.

На рис. 1.28, á) відоáражено вимірþ-
вання відрізка АВ, довжина якого áільøа 
за довжину лініéки. Цеé відрізок розáива-
ється на два відрізки АМ і МВ, потім дов-
жина кожно¿ частини вимірþється окремо, 

Д.І. Менделєєв у мантії 
професора Единбурзького 

університету. 
Портрет Іллі Рєпіна.
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а результати підсумовуþться: АВ = АМ + МВ = 
= 10 см + 2 см = 12 см.

Отже, маємо таку основнó властивість вимі рю-
вання відрізêів:

êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðà
æà ºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà 
äîð³âíюº ñóì³ äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçби
âàºòьñÿ бóäьÿêîю ñâîºю âíóòð³øíьîю òîчêîю.

Довжину відрізка називаþть також відстанню 
між éого кінцями. На рис. 1.28, а) відстань між точ-
ками А і С дорівнþє 7,2 см, а на рис. 1.28, á) відстань 
між точками А і В дорівнþє 12 см.

означення. 
Якщо відрізки мають однакову дов жину, то 
вони називаються ð³âíиìи. 

На рис. 1.29 зоáражено два рівниõ відрізки АВ 
і СD; кожен із ниõ має довжину 3 см. 

Рівність відрізків записується з допомогоþ 
звичаéного знака рівності, наприклад: АВ = СD. 

На рисункаõ рівні відрізки приéнято позначати 
однаковоþ кількістþ рисочок.

означення.
Точка, яка ділить відрізок на дві рівні час
тини, називається ñåðåäиíîю â³äð³çêà.

На рис. 1.30 відрізки АМ і МВ рівні між соáоþ, 
отже, точка М — середина відрізка АВ.

Ó геометрі¿, а також і в практиці, часто доводиться 
відкладати відрізки, які маþть певну довжину.

На рис. 1.31 на промені l від éого початку Î за 
допомогоþ лініéки відкладено відрізок ÎА завдовжки 
4,5 см.

Відрізки можна відкладати é за допомогоþ 
інøиõ засоáів, наприклад, використовуþчи лініéку 
і циркуль: спочатку з використанням лініéки 
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ôіксується відповідниé розõил циркуля (рис. 1.32, а), 
а потім цеé розõил «переноситься» на промінь 
(рис. 1.32, á). Звісно, від спосоáу відкладання резуль-
тат не залежить.

Отже, справджується така основна властивість 
відкладання відрізків:

на бóдь-яêомó промені від його початêó можна 
відêласти відрізоê бóдь-яêої заданої довжини, і при -
томó — тільêи один.

Відзначимо два важливиõ наслідки з основниõ 
властивостеé вимірþвання і відкладання відрізків.

1. Неõаé маємо два рівниõ відрізки АВ і СD 
(рис. 1.33). Рівність циõ відрізків означає, ùо вста-
новлено ¿õні довжини і вони виявилися рівними. 
Візьмемо тоді промінь l з початком С, якиé містить 
відрізок СD. Відрізок СD áуде відкладеним на цьому 
промені. Якùо ж ми відкладемо від точки С ùе é 
відрізок АВ, то дістанемо тоé самиé відрізок СD, 
оскільки відрізок з такоþ довжиноþ можна відкласти 
лиøе один. Ó результаті відрізок АВ немовáи 
суміститься з відрізком СD.

Отже, ÿêщî â³äð³çêи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà 
ñó ì³ñ òи òи.

2. Неõаé тепер маємо два нерівниõ відрізки 
АВ і СD, причому довжина відрізка СD áільøа за 
довжину відрізка АВ (рис. 1.34). Якùо ми так само, 
як у попередньому випадку, відкладемо на промені 
СD відрізок СВ ′, рівниé за довжиноþ відрізку АВ, 
то точка В ′ неодмінно áуде внутріøньоþ точкоþ 
відрізка СD. Справді, зáігатися з точкоþ D вона не 
може, áо для цього відрізки АВ і СD маþть áути 
рівними. Якáи ж вона розмістилася ззовні відрізка 
СD, то тоді відрізок СВ ′ дорівнþвав áи сумі відрізків 
СD і DВ ′ і тому мав áи довжину, áільøу за довжину 
відрізка СD, а тому é за довжину відрізка АВ, ùо 
неможливо.
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Отже, ÿêщî íåð³âí³ â³äð³çêи â³äêëàñòи íà 
îäíîìó é òîìó ñàìîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó, 
òî â³äð³çîê ç ìåíøîю äîâæиíîю бóäå чàñòиíîю 
â³äð³çêà ç б³ëь øîю äîâæиíîю.

Відповідно до цього, якùо довжина відрізка СD 
áільøа за довжину відрізка АВ, то кажуть, ùо é сам 
відрізок СD áільøиé за відрізок АВ, і записуþть: 
СD > АВ. Тоді ж відрізок АВ уважається менøим від 
відрізка СD, і це записується так: АВ < CD.

розв’язуємо разом

Задача. 
Чи можуть точки А, В, С лежати на одніé пряміé, 
якùо АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см?

Розв’язання. Якùо три точки Х, Y, Z лежать на 
одніé пряміé, то одна, і тільки одна, з ниõ лежить між 
двома інøими. Неõаé точка Y лежить між точками 
X і Z (рис. 1.35). Це означає, ùо точка Y належить 
відрізку XZ. Тоді, за властивістþ вимірþвання 
відрізків, 
	 XZ = XY + YZ.

Отже, XZ — наéдовøиé із трьоõ відрізків XY, YZ 
і XZ, які попарно сполучаþть три точки X, Y, Z, і він 
дорівнþє сумі двоõ інøиõ відрізків.

Ó наøому випадку наéдовøим є відрізок АС = 10 см, 
однак він не дорівнþє сумі двоõ інøиõ відрізків, 
оскільки АВ + ВС = 5 + 7 = 12 (см). Отже, точки 
А, В, С не можуть лежати на одніé пряміé.

Ðèñ. 1.35
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Вправи і задачі

 35°. Виміряйте і запишіть результати вимірювання для 
усіх відрізків, зображених на рис. 1.36.

 36°. Проведіть у зошиті промінь з початком у точці О, 
а потім відкладіть на цьому промені відрізки ОА = 
= 6 см і ОВ = 2,8 см. Чому дорівнює довжина від-
різка ВА? Визначте її двома способами.

 37°. Проведіть промінь АX, відкладіть на ньому відрізок 
АВ завдовжки 4 см і за допомогою лінійки знайдіть 
його середину С. Потім побудуйте такий відрізок АD, щоб точка В була його 
серединою. Чому дорівнюють довжини відрізків АС і АD?

 38°. На прямій точка N лежить між точками L і M. Який з відрізків з кінцями у цих 
точках, має найбільшу довжину?

 39°. Порівняйте на око довжини відрізків  АВ і СD на рис. 1.37 та АВ і ВС на 
рис. 1.38, а потім перевірте свої враження вимірюванням.

 40°. Точка С належить відрізку АВ (рис. 1.39). Визначте довжину відрізка:
  а) АВ, якщо АС = 4,5 см, СВ = 2,7 см;
  б) АС, якщо СВ = 3,6 см, АВ = 9,3 см;
  в) СВ, якщо АС = 5,1 см, АВ = 8 см.
 41°. На прямій по різні боки від точки О відкладені відрізки ОА = 3 см і ОВ = 5 см. 

Чому дорівнює відстань між точками А і В?
 42°. Точка О розміщена між точками А і В і віддалена від них на відстанях 2,4 см 

і 3,6 см. Чому дорівнює відстань між точками А і В?
 43. Рівні відрізки АВ і ВС розміщені на одній прямій. Котра із точок А, В, С лежить 

між двома іншими?
 44. Точки А, В, С лежать на одній прямій і відрізок ВС більший за відрізок ВА. 

Яка із цих трьох точок може лежати між двома іншими?

Ðèñ. 1.36
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 45. Чи можуть точки L, M, N лежати на одній прямій, якщо:
  а) LM = 3 см, LN = 7 см, MN = 9 см;
  б) LM = 3 см, LN = 6 см, MN = 9 см?
  Якщо можуть, то зобразіть це на рисунку.
 46. Точки С ділить відрізок АВ завдовжки 28 см на частини, різниця яких дорівнює 

6 см. Визначте довжини відрізків АС і СВ.
 47. Довжина відрізка дорівнює 28 см. На яких відстанях від кінців відрізка роз-

міщені точки, які ділять його у відношенні 3 : 4?
 48. Точка С — середина відрізка АВ, а точка D — середина відрізка АС. Визначте 

довжину відрізка АВ, якщо ВD = 8 см.
 49. Точки В і С належать відрізку АD, що має довжину 12 см. Відомо, що АВ = 6 см, 

а СD = 8 см. Визначте довжину відрізка ВС.
 50•. Точки А, В, С лежать на одній прямій. Визначте довжину відрізка ВС, якщо 

АВ = 3,3 см, АС = 4,7 см. Скільки розв’язків має ця задача?
 51•. Точка В належить променю ОА, причому ОВ = 10 см, АВ = 4 см. Визначте 

довжину відрізка ОА. Розгляньте два випадки.
 52•. На промені з початком О позначені точки А, В, С так, що ОА = 5 см, АВ = 6 см, 

ВС = 3 см. Визначте можливу відстань між точками О і С.
 53•. Точки А, В, С, D лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 13 см, ВС = 8 см, 

СD = 6 см. Визначте найбільшу і найменшу з можливих відстаней між точками 
А і D.

 54•. Точка ділить відрізок на дві частини, відстань між серединами яких дорівнює 
5 см. Чому дорівнює довжина відрізка?

 55•. Точка С належить відрізку АВ. Обґрунтуйте, що відстань між серединами 
відрізків АС і СВ не залежить від розміщення точки С. Чому вона дорівнює, 
якщо довжина відрізка АВ дорівнює 16 см?  

 56•. Відрізки АВ і СD лежать на одній прямій і мають спільну середину. Обґрун-
туйте, що тоді відрізки АС і ВD — рівні. Чи можна стверджувати, навпаки, 
що коли відрізки АВ і СD лежать на одній прямій, а відрізки АС і ВD рівні, то 
відрізки АВ і СD мають спільну середину?
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Ñ  ò  î  ð  ³  í  ê  è    ³  ñ  ò  î  ð  ³  ¿ 

як вимірювали довжини у різні часи

Сучасна лþдина зазвичаé не задумується над 
тим, ùо ті численні áлага цивілізаці¿, якими вона 
користується, заáезпечені невтомноþ працеþ всього 
лþдства упродовж віків. Характерним прикладом 
є вимірþвання довжин і відстанеé. Хто тепер не 
знає, ùо довжини, які сумірні з ростом лþдини, 
ви мі рþþть у сантиметраõ, áільøі — у дециметраõ 
і метраõ, великі відстані — у кі лометраõ, а маленькі 
проміжки — у міліметраõ? Хто не знає, ùо між цими 
одиницями існуþть дуже прості співвідноøення, які 
виражаþться множенням чи діленням на степінь числа 
10? Нареøті, õто не знає, ùо для проведення самиõ 
вимірþвань використовуþться прості прилади — 
лініéки, стрічки, складні метри, рулетки тоùо? І кожна 
лþдина, в якіé áи частині світу не проживала, узявøи 
один із такиõ приладів, може легко перевірити вказані 
áудь-де розміри аáо закласти потріáні розміри у 
виріá, якиé зáирається виготовляти. Àле так áуло не 
завжди. Більøу частину своє¿ історі¿ лþдство не мало 
загальноприéнятиõ мір.

1. Перші еталони — в людині
Ïерøими мірами довжини, природно, служили 

частини лþдського тіла — наéчастіøе рук і ніг.
Ще давні єгиптяни, вавилоняни та інøі народи 

застосовували таку міру, як ліêоть, ùо дорівнþвала 
відстані від ліктя до кінця розпрямленого середнього 
пальця руки. Ëіктями, зокрема, дуже зручно вимі-
рþвати мотузки та відрізи тканини. Ïовниé оáерт 
тканини довкола ліктя називався подвійним ліêтем. 
Ця міра теж застосовувалася у áагатьоõ народів.

Ëікоть не мав стало¿ величини. Ó різниõ державаõ 
і в різні часи застосовувалися різні лікті. Навіть в 
одніé державі в один час могли існувати різні лікті. 

Міра лікоть
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Наéдовøим зазвичаé áув царськиé лікоть, якиé 
застосовувався при зáорі податі.

Ó руськіé державі міра, аналогічна ліктþ, називалася 
арøином. Відомиé росіéськиé історик і письменник 
Ì.Ì. Êарамзін (1766−1826) уважав, ùо ця назва 
áула запозичена внаслідок торгівлі зі сõідними наро-
дами. Зокрема, у персів лікоть називався «арøі». 
Недоáросовісні купці часто по-своєму тлумачили цþ 
міру. Звідси áере свіé початок відомиé вислів «міряти 
на свіé арøин», ùо означає «по-своєму підõодити до 
справи, пильнувати сво¿ інтереси».

Дріáніøими від ліктя та арøина мірами довжини 
áули: долоня (наприклад, в þде¿в, áританців), êóлаê 
(в араáів) і п’ядь (у давніõ русичів).

Долоня — це øирина кисті руки. Ó класичніé анг-
ліéсь кіé літературі часто зустрічаþться оповіді про 
вимірþвання висоти конеé саме долонями.

Ìала п’ядь — це відстань від кінця великого пальця 
до кінця вказівного, а велика п’ядь — відстань від кінця 
великого пальця до кінця мізинця при наéáільøому 
можливому ¿õньому розведенні. Ï’яді зустрічаþться 
уже в актаõ XIV ст. Вважалося, ùо в арøині містяться 
4 п’яді. Тому п’ядь часто називалася також чверткоþ. 
З п’яддþ пов’язаниé крилатиé вислів: «Берегти кожну 
п’ядь рідно¿ землі».

Ще дріáніøоþ міроþ довжини áув палець (наприк-
лад, у вавилонян) і дюйм (в англо-саксонськиõ наро дів). 
Цілком природно, ùо долоня дорівнþвала 4 пальцям.

Дþéм початково вважався рівним довжині суглоáа 
великого пальця. Ïро це говорить і сама назва: 
слово duim голландськоþ мовоþ якраз і означає 
«великиé палець».

На початку XVII ст. указом росіéського царя Ïетра І 
áула встановлена відповідність між традиціéними 
росіéськими і новими англіéськими мірами — «заради 
краùо¿ узгодженості з європеéськими народами 
у трактатаõ і контрактаõ». Відповідно до цього указу, 
1 арøин прирівнþвався до 28 англіéськиõ дþéмів.

Іùе з часів Êи¿всько¿ Русі на укра¿нськиõ земляõ 
застосовувалася така міра довжини, як сажень. Ïро 

Міра долоня

Міра палець



29§3. Вимірювання і відкладання відрізків

це, зокрема, свідчить і Нестор-літописець. Слово 
«сажень» мало первісну ôорму «сяжень». Тому 
éмовірно, ùо воно поõодило від дієслова «сягати».

Розрізняли маховий сажень, ùо дорівнþвав 
роз маõу рук, і êосий сажень, рівниé відстані від 
п’яти право¿ ноги до кінців пальців витягнуто¿ вгору 
ліво¿ руки. Звичаéно, косиé сажень áув áільøим від 
маõового. Тому про кремезниõ чоловіків (зокрема, 
про казковиõ геро¿в) казали, ùо вони маþть «косиé 
сажень у плечаõ». Інколи таке порівняння можна 
почути é нині.

Ó XVII ст. áуло узаконено, ùо міра 1 сажень становить 
3 арøини, ùо на ниніøніé вимір дорівнþє 2,13 м. 
Зокрема, в «Соáорному укладі» 1649 року сказано: 
«À сажень, ùоá міряти землþ чи ùось інøе, — роáити 
на три арøини, а áільøе аáо менøе трьоõ арøинів 
сажнів не роáити». На відміну від косого та маõового 
сажнів, цеé новиé сажень називався царсьêим аáо 
êазенним.

Наéпоøиреніøоþ з мір, пов’язаниõ з ногоþ 
лþдини, є фóт. Він дорівнþє середніé довжині 
ступні доросло¿ лþдини (англіéське foot якраз і означає 
«нога», «ступня»). Ця міра теж застосовувалася у 
різниõ народів. В Àнглі¿ ôут áув узаконениé разом 
із дþéмом у XIV ст. королем Едвардом ІІ: 1 ôут 
вважався рівним 12 дþéмам, ùо на ниніøніé вимір 
становить 30,48 см. Французькиé королівськиé 
ôут (якиé теж поділявся на 12 дþéмів і áув у Франці¿ 
основноþ міроþ довжини аж до введення метра), 
мав довжину 32,5 см.

Не менø цікаве поõодження основно¿ міри довжини 
в англо-саксонськиõ народів — ярда. Ця міра 
áула узаконена англіéським королем Генріõом І ùе у 
1101 році. Згідно з легендоþ, 1 ярд — це відстань від 
кінчика носа цього короля до кінця середнього пальця 
éого витягнуто¿ руки. Щоправда, за інøоþ версієþ 
прооáразом ярда став меч Генріõа І. 1 ярд уважається 
рівним 3 ôутам. На даниé час — це приáлизно 91 см.

Міра фут

Міра ярд
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2. Еталон — ячмінна зернина
Ó 1324 р. англіéськиé король Едвард ІІ уточнив 

величину дþéма. Згідно з королівським указом, 1 дþéм 
дорівнþвав «довжині трьоõ ячмінниõ зернин, узятиõ 
із середньо¿ частини колоска і прикладениõ одне до 
одного сво¿ми кінцями». À в англіéському поáуті ùе é 
досі залиøилася мірка «ячмінне зерня», ùо дорівнþє 
третині дþéма. Цікаво згадати, ùо улþáлена дітьми 
Дþéмовочка — малесенька дівчинка з одноéменно¿ 
казки Àндерсена, яка могла жити у квітці і мала зріст 
1 дþéм, народилася саме з ячмінно¿ зернини.

Ó XVI ст. відомиé тогочасниé учениé Христоô 
Êлавіé (1537−1612) запропонував уточнити розміри 
ôута за допомогоþ тиõ самиõ ячмінниõ зернин. 
Ïоловину ôута, за Êлавієм, мали визначати 64 
зернини, прикладені одна до одно¿ упоперек. Це давало 
змогу дуже просто відтворþвати довжину еталона 
у áудь-якому місці, оскільки товùина ячмінниõ 
зернин дуже стаáільна (значно стаáільніøа від ¿õньо¿ 
довжини, яку застосовували для визначення дþéма), 
а велика кількість узятиõ зернин практично повністþ 
згладжувала індивідуальні відõилення від середньо¿ 
величини. До того ж, число 64 є степенем двіéки. À 
це давало змогу простим діленням навпіл діставати 
менøі долі ôута.

3. ×ас як відстань
Ïринципово інøі спосоáи застосовувалися 

для встановлення одиниць вимірþвання великиõ 
відстанеé. Вони пов’язувалися з ураõуванням часу 
на ¿õнє подолання. Наприклад, такоþ áула міра 
довжини стадій. Óважається, ùо ця міра виникла у 
Давньому Вавилоні. Достеменно відомо, ùо стадіями 
вимірþвали відстані давні греки. Зокрема, від цього 
слова утворилося сучасне слово «стадіон».

За переказами, стадіé дорівнþвав відстані, яку 
доросла лþдина проõодить розміреним кроком за 
проміжок часу від появи перøого сонячного променя 
при сõоді сонця до того моменту, коли весь сонячниé 
диск повністþ зіéде над горизонтом. Оскільки доáре 

Õристоф Êлавіé  
(Êлавіé Øлþссель)  

(1537–1612) — італійський 
математик німецького 

походження. Íайбільøе 
відомий як керівник проекту 
з уведення Григоріанського 
календаря, яким увесь світ 

користується й понині.
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відомо, ùо сõід сонця триває 2 õв, то, враõовуþчи 
середнþ øвидкість піøоõода, легко діéти висновку, 
ùо величина стадія переáувала в межаõ від 160 до 
195 метрів.

Відомо, ùо вавилоняни ділили свіé стадіé на 360 
ліктів. À оскільки лікоть у ниõ приáлизно дорівнþвав 
54 см, то звідси неважко вивести, ùо довжина 
вавилонського стадія становила приáлизно 194 м.

На основі аналогічниõ міркувань з’ясовано, ùо 
римськиé стадіé мав довжину 185 м, а грецькиé 
олімпіéськиé — 192 м.

Давньовавилонська лініéка (бл. 2000 р. до н. е.). Оскільки ця лінійка є фрагментом напівзруйнованої 
статуї царя Гудея, то можна вважати, що нею визначалася половина давньовавилонського царського 
ліктя. Лінійка поділена на 16 рівних частин, із яких друга у свою чергу поділена на 6, четверта — 

на 5 рівних частин, øоста — на 4, восьма — на 3, а дев’ята — на 2 рівні частини.

Ідея з використанням часовиõ проміжків для 
встановлення міри довжини дістала несподіваниé 
роз виток у XVII ст. Ó результаті ôізичниõ екс пери-
ментів з маятником (важливим елементом маятни-
кового годинника, якиé якраз тоді áув винаéдениé) 
з’я су валося, ùо період коливання маятника зале-
жить від éого довжини. На основі цього самим 
винаõідником маятникового годинника голландським 
математиком і меõаніком Христіаном Гþéгенсом 
(1629−1695) у 1664 році áуло запропоновано за 
одиницþ вимірþвання відстанеé довжину такого 
маятника, період коливання якого становить 
1 секунду. À польськиé природодослідник Тіт Бурратіні 
(1615−1682) у 1675 році запропонував і назву для ціє¿ 
ново¿ одиниці — метр, утворивøи ¿¿ від грецького слова 
«метрео», тоáто «вимірþþ».

Ïроте невдовзі несподівано з’ясувалося, ùо пе-
ріод коливання маятника залежить не тільки від 
éого довжини, а é від геограôічно¿ øироти місця, де 
проводиться вимірþвання. Зокрема, поáлизу екватора 
і в середніõ øиротаõ ці величини суттєво відрізняþться 

Христіан Гюйґенс
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одна від одно¿. Виявивøи цеé недолік, помітили é інøиé, 
а саме, ùо при реалізаці¿ ціє¿ іде¿ одиниця вимірþвання 
довжини «прив’язувалася» до одиниці вимірþвання часу. 
À це в теоретичному аспекті значно гірøе, ніж аáи 
ці величини визна чалися незалежно одна від одно¿. Тому, 
незважаþчи на оригінальність іде¿, від не¿ відмовилися, 
залиøивøи лиøе на маéáутнє назву «метр» для одиниці 
вимірþвання довжин.

4. Óніверсальним мірилом оголошено 
Çемлю

Ó 1670 році ôранцузькиé дослідник Ìутон висунув 
ùе áільø заõоплþþчу ідеþ — пов’язати одиницþ 
вимірþвання довжин з розмірами всіє¿ матінки-Землі, 
точніøе, з довжиноþ ¿¿ меридіана. Àле для реалізаці¿ 
ціє¿ сміливо¿, а по суті глиáоко ôілосоôсько¿ та 
гуманістично¿ іде¿, потріáні áули осоáливі суспільно-
політичні умови. Вони з’явилися лиøе через сотнþ літ 
у зв’язку з револþціéними подіями у Франці¿ наприкінці 
XVIII ст. Ëиøе револþціéниé руõ, якиé оõопив 
тоді цþ кра¿ну, дав змогу організувати відповідні 
великомасøтаáні вимірþвання, а наéголовніøе — 
стимулþвав переõід на нову систему мір. В усіõ інøиõ 
консервативніøиõ кра¿наõ цеé переõід затягнувся 
áільøе, як на століття, а в деякиõ не реалізованиé 
пов ноþ міроþ é досі.

Характерним у цьому зв’язку є звернення ôран-
цузь кого уряду до населення 1790 р. В ньому, зокрема, 
мовилося:

«Як можуть друзі рівності миритися з розма¿ттям 
і незручністþ мір, які зáерігаþть ùе пам’ять про 
ганеáне ôеодальне раáство..., у тоé час, як вони клялися 
зниùити саму назву тирані¿, якоþ á вона не áула?.. Для 
створення істинно ôілосоôсько¿ системи мір, яка áула 
á достоéноþ віку просвітництва, не можна взяти 
нічого, ùо не ґрунтувалося á на твердиõ підвалинаõ, 
ùо не пов’язано наéтісніøим чином з предметами 
незмінними, нічого, ùо в подальøому могло á залежати 
від лþдеé і від подіé. Ïотріáно звернутися до само¿ 
природи і взяти основу системи мір із ¿¿ надр ...».
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5. Як же зміряли Çемлю?
Ó áерезні 1791 року Національні зáори Фран ці¿ 

затвердили пропозиціþ Àкадемі¿ наук, ùо виõодила від 
наéвидатніøиõ тогочасниõ учениõ Ëапласа, Ëагранжа, 
Ìонжа, Ëавуазьє та ін., — про спорядження спеціально¿ 
експедиці¿ для вимірþвання земного меридіана. Було 
виріøено виміряти довжину паризького меридіана 
між двома містами, розміùеними на ньому, — 
Дþнкерком (приморським містом на півночі Франці¿) 
і Барселоноþ (іспанським містом на áерезі 
Середземного моря). Знаþчи геограôічні øироти циõ 
міст, потім áуло легко оáчислити é довжину всього 
меридіана. Винятково сприятливоþ оáставиноþ áуло 
те, ùо оáидва виáрані міста знаõодилися на рівні 
моря, оскільки це суттєво спроùувало вимірþвання 
é підвиùувало ¿õнþ точність. Êерівниками експедиці¿ 
áуло призначено академіків Æана Батіста Деламáра 
(1749 − 1822) і Ï’єра Ìеøена (1744 − 1804).

Вимірþвальні роáоти експедиці¿ та відповідні 
роз раõунки тривали декілька років. На відстані 
áлизь ко 1 000 км між Дþнкерком і Барселоноþ за 
допомогоþ провіøування áуло поáудовано é виміряно 
115 трикутників, розміùениõ уздовж меридіана. Øукана 
величина áула знаéдена оáчисленням і суму  ванням 
довжин відрізків меридіана, розмі ùениõ усередині 
кожного трикутника. Для цього застосовувалися 
співвідноøення, які існуþть між кутами і сторонами 
трикутника (ви вивчатимете ¿õ у 9 класі). З осоáливоþ 
точністþ вимірþвалася лиøе одна сторона краéнього 
трикутника — так звана áаза. À в усіõ реøти 
трикутникаõ за допомогоþ кутомірниõ приладів вимі-
рþ валися лиøе кути — ùо значно простіøе, ніж 
вимірþвання відстанеé. За допомогоþ ôормул, які 
пов’язуþть сторони é кути трикутника, крок за кроком, 
починаþчи від перøого трикутника, оáчислþвалися 
сторони всіõ інøиõ трикутників, а потім і відрізки 
меридіана, розміùені всередині ниõ.

Встановивøи довжину паризького меридіана 
у стариõ ôранцузькиõ міраõ (туазаõ і ôутаõ; 1 туаз 
дорівнþвав 6 ôутам), áуло виріøено за основу ново¿ 

Ñхема вимірювання 
довжини паризького 

меридіана
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міри — метра — взяти 1
40 000 000

 від знаéдено¿ 

величини. Ó стариõ ôранцузькиõ міраõ це становило 

3 ôути і 11,44 ліні¿ (1 лінія = 1
12

 ôута).

6. Еталон створено
Ïерøиé еталон метра áуло виготовлено у 1799 році. 

Àле навіть у Франці¿ повниé переõід на нову систему 
вимірþвання відáувся лиøе у 1840 р. À міжнародноþ 
міроþ метр став у 1872 р. після відповідного ріøення 
спеціально скликано¿ в Ïарижі міжнародно¿ конôеренці¿. 
Тоді ж áуло затверджено міжнародниé еталон метра, 
ùо áув виготовлениé зі сплаву платини (90%) та іридіþ 
(10%). Еталон має ôорму стержня завдовжки 102 см із 
двома мітками на відстаняõ 1 см від кінців. Відстань 
між цими мітками якраз і уосоáлþє довжину 1 м. 
Ïоперечниé переріз еталона нагадує літеру Х. Саме така 
ôорма заáезпечує éому наéáільøу міцність при 
наé менøіé вазі (останнє дуже важливо, оскільки 
платина, яка домінує в сплаві, дорожча навіть за золото).

 §4. Кути та їхнє вимірювання

Êоли у поáуті говорять про кут, наприклад, у кім-
наті, на маéданчику, на ділянці, між вулицями тоùо, 
то маþть на увазі ôігуру, утворену двома відрізками-
сторонами. На рис. 1.40 дужкоþ позначениé один 
із кутів у парку. Ó геометрі¿ теж використовується 
сõоже поняття про кут, коли, наприклад, говорять 
про кути трикутника. Однак у застосування геометрі¿, 
наприклад, при складанні планів місцевості з допо-
могоþ візування, доводиться розглядати і кути з як 
завгодно продовженими сторонами, тоáто утвореними 
променями. Ïромені містять у соáі é відрізки, однак 
жоден відрізок не вмістить променя. Тому аáи можна 
áуло користуватися як одним, так і інøим уявленням 
про кут, приéмається таке éого означення.

Міжнародний талон метра

Ðèñ. 1.40

Урок 
5
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означення . 
Кóòîì називається фігура, що складається 
з двох променів, які мають спільний початок. 
При цьому кожен із променів називається 
ñòîðîíîю кута, а їхній спільний початок — 
âåðøиíîю кута.

На рис. 1.41 зоáражениé кут з верøиноþ Î 
і сто ронами ÎА, ÎВ, які також позначені як a і b. 
Ïозначити цеé кут можна одним із такиõ спосоáів: 
∠Î, ∠АÎВ, ∠аb або ∠(ab). Ïри цьому позна-
чення у ôормі ∠Î застосовується лиøе у тому 
разі, коли при верøині Î не розглядаþться інøі 
кути. Звернемо також увагу, ùо в позначенні ∠АÎВ 
верøина êóта розміщóється між точêами, взя-
тими на сторонах.

Інколи для спроùення рисунків кути позначаþть 
циôрами. Наприклад, на рис. 1.42 при верøині Î 
зоáражено три кути: ∠1, ∠2 і ∠3.

означення.
Якщо сторони кута є взаємно доповняльними 
променями, тобто утворюють пряму, то такий 
кут називається ðîçãîðíóòиì. 

На рис. 1.43 зоáражено розгорнутиé кут Î зі 
сторонами а і b. Фактично — це пряма, з виокрем-
леноþ на ніé точкоþ, ùо вважається верøиноþ 
розгорнутого кута.

означення. 
Êажуть, ùо промінь з початком у вершині 
нерозгорнутого кута проходить між його 
ñòîðîíàìи, якщо він перетинає якийнебудь 
відрізок з кінцями на сторонах кута. 

На рис. 1.44 зоáражено промінь с, якиé лежить 
між сторонами а і b нерозгорнутого кута Î: він 
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перетинає відрізок АВ з кінцями на сторонаõ кута 
у точці С.

Для розгорнутого кута вважається, ùо áудь-якиé 
промінь с, якиé виõодить з верøини кута Î, лежить 
між éого сторонами а і b (рис. 1.45).

Êажуть, ùо промінь, якиé проõодить між 
сторонами кута, розбиває його на два êóти. На 
рис. 1.44 і 1.45 промінь с розáиває кут ∠аb на два 
кути: ∠ас і ∠сb.

Точки усіõ променів, які проõодять між сторонами 
нерозгорнутого кута, називаþться внутріøніми точ-
ками цього кута. Óсі інøі точки плоùини називаþться 
зовніøніми. На рис. 1.46 синім кольором позначені 
внутріøні точки нерозгорнутиõ кутів А і В, 
жовтим — зовніøні. 

Для розгорнутого кута О внутріøніми вважаþться 
всі точки одніє¿ з півплоùин, граничну пряму яко¿ 
утворþþть сторони кута, а зовніøніми — точки інøо¿ 
півплоùини (рис. 1.47).

Отже, áудь-якиé кут розáиває плоùину на дві 
частини. Та частина, яка містить сторони кута і всі 
внутріøні точки кута, називається опóêлим плосêим 
êóтом, а та, ùо містить сторони кута і всі зовніøні 
точки, — óвігнóтим плосêим êóтом.

Ó трикутникаõ, які вивчатимуться далі, усі плоскі 
кути опуклі (рис. 1.48), однак уже в чотирикутникаõ, 
які вивчатимуться у 8 класі, можуть áути é увігнуті 
кути (рис. 1.49).

Ó навчальніé і креслярськіé практиці кути вимі-
рþþть за допомогоþ транспортира (рис. 1.50). Ó гео-
дезичниõ та астрономічниõ вимірþванняõ застосо-
вуþться інøі інструменти — астроляáі¿, октанти, 
секстанти, áусолі, теодоліти. Однак основоþ ¿õньо¿ 
конструкці¿, як і в транспортирі, є круг аáо частина 
круга, з нанесеноþ на краþ øкалоþ. Детальніøе про 
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це розповідається в історичному нарисі, вміùеному 
в кінці параграôа. 

Основноþ одиницеþ для вимірþвання кутів є гра-
дус (gradus — латинськоþ мовоþ «крок»). Градуси 
позначаþться з допомогоþ кружечка °, якиé запису-
ється зверõу справа áіля відповідного числа. 

Êутом з градусноþ міроþ 1° уважається 1
180

 

частина розгорнутого кута. Ця одиниця значно 
давніøа від метричниõ одиниць, ùо зараз вико ристо-
вуþться для вимірþвання відрізків і відстанеé: ¿¿ 
застосовували ùе античні астрономи, тимчасом, як 
метричні одиниці наáули поøирення лиøе з 2-¿ 
половини ХІХ ст. 

Дріáніøими одиницями для вимірþвання кутів є 
мінута (minuta — дослівно «менøа») і секунда (se-
cunda — дослівно «друга», тоáто друга менøа 
одиниця). Одна мінута (позначається 1′) дорівнþє 
1
60

 частині градуса, а одна секунда (позначається 

1′′) дорівнþє 1
60

 частині мінути, тоáто 1
3600

 частині 

градуса. Ó надточниõ астрономічниõ вимірþванняõ 
застосовуþться навіть терці¿ (tertia — означає 
«третя»). Одна терція (позначається 1′′′) дорівнþє 
1
60

 частині секунди. Вимірþвання з такоþ величезноþ 

точністþ здіéснþється øляõом візування з викорис-
танням телескопів і дуже точниõ меõанізмів для 
¿õнього наведення.

Величина кута в градусаõ та частинаõ градуса 
називається градóсною мірою кута.

Якùо, наприклад, кут А має градусну міру 60°, то 
це записуþть так: ∠А = 60°.

Назва приладу «транспортир» поõодить від 
латинського слова transportare, ùо означає «перено-
сити». Отже, спочатку цеé прилад слугував не тільки 
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для вимірþвання, а é для перенесення (відкладання) 
кутів. 

Відповідно до цього, основними властивостями 
вимірþвання та відкладання кутів уважаþть такі:

êîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî 
âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé 
êóò äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº 
ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ 
бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî 
ñòîðîíàìи;

â³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó äàíó ï³âïëîщиíó 
ìîæíà â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю 
ì³ðîю, ìåíøîю â³ä 180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На рис. 1.50 показано спосіá вимірþвання з допо-
могоþ транспортира кута ∠ab; éого градусна міра 
дорівнþє 115°. На рис. 1.51 цеé кут відкладено від 
променя l у верõнþ півплоùину: ∠lm = 115°.

Незважаþчи на очевидну сõожість між вимі-
рþ ванням і відкладанням кутів та вимірþванням 
і відкла данням відрізків, між ними існуþть суттєві 
відмінності. Ïо-перøе, для кутів існує аáсолþтниé 
і незмінниé еталон — розгорнутиé кут, тимчасом, 
як для відрізків еталон можна виáирати довільно: 
це може áути метр, ôут, сажень, лікоть тоùо. 
(Згадаéте відомиé анімаціéниé ôільм «38 папуг», 
геро¿ якого вимірþвали довжину удава і папугами, 
і мавпами, і навіть слониками.) Ïо-друге, для кутів 
існує наéáільøа можлива величина — 180°, а для 
відрізків наéáільøо¿ величини не існує.

означення. 
Кути, які мають однакові градусні міри, на
зиваються ð³âíиìи.

Рівність кутів записується за допомогоþ звичаéного 
знака рівності. На рисункаõ рівні відрізки часто 
позначаþть однаковоþ кількістþ дужок áіля верøин. 
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Наприклад, на рис. 1.52 за допомогоþ двоõ дужок 
позначено, ùо ∠Î = ∠Q.

Як і для відрізків, можливість відкладання кутів 
із заданоþ градусноþ міроþ заáезпечує можливість 
суміùення рівниõ кутів і порівняння кутів, які не є 
рівними. À саме, аналогічно як для відрізків, можна 
довести:

1. Яêщî êóòи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà ñóì³ñòиòи.
2. Яêщî íåð³âí³ êóòи â³äêëàñòи â³ä îäíîãî é 

òîãî ñàìîãî ïðîìåíÿ â îäíó é òó ñàìó ï³âïëîщиíó, 
то êóò ç ìåíøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю бóäå чàñòиíîю 
êóòà ç б³ëьøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю.

Зважаþчи на другу властивість, можна конкре-
ти зовувати нерівності між кутами. Ці нерівності 
позначаþть за допомогоþ тиõ самиõ знаків > та 
<, ùо é для відповідниõ градусниõ мір, записуþчи, 
наприклад, ∠A > ∠B.

означення. 
Промінь, який виходить з вершини кута, 
проходить між його сторонами і ділить кут 
на два рівних кути, називається б³ñåêòðиñîю 
кута.

Слово «áісектриса» поõодить від латинського 
bissectrix, ùо означає «розтинаþча навпіл». 

На рис. 1.53 промінь с — áісектриса кута ∠ab. 
Вона ділить цеé кут на два рівниõ кути ∠ac і ∠cb, 
ùо маþть спільну сторону c.

На рис. 1.54 промінь с — áісектриса розгорнутого 
кута ∠ab. Оскільки розгорнутиé кут має градусну 
міру 180°, то кути ∠ac і ∠cb дорівнþþть по 90°.

означення.
Кут, який дорівнює 90°, називається ïðÿìиì.

Ïрямі кути на рисункаõ часто відзначаþть знач-
ком . 
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Для креслення прямиõ кутів, окрім транспортира, 
використовується косинець (рис. 1.55). Ïроôесіéні 
креслярі використовуþть реéсøину — інструмент, 
ùо складається із двоõ лініéок різно¿ довжини, скрі-
плениõ у ôормі літери Т (рис. 1.56).

Ïрямиé кут використовується як засіá для 
порівняння усіõ нерозгорнутиõ кутів.

означення.
Кут, величина якого менша від 90°, нази
вається ãîñòðиì, а кут, величина якого більша 
за 90°, але менша від 180°, називається òóïиì. 

На рис. 1.57 зоáражено усі три види нерозгорнутиõ 
кутів, залежно від ¿õньо¿ величини — гостриé, 
прямиé і тупиé.

розв’язуємо разом

Задача. 
Оáґрунтувати, ùо приéняте означення променя, 
ùо проõодить між сторонами кута, не залежить 
від виáору відрізка з кінцями на сторонаõ кута. 
Тоáто, якùо промінь с, ùо виõодить з верøини 
кута Î, перетинає якиéсь відрізок АВ з кінцями 
на сторонаõ а, b кута, то він перетинає і áудь-якиé 
інøиé такиé відрізок LM (рис. 1.58).

Розв’язання. Ïроведемо відрізок BL і оáґрун-
туємо, ùо промінь с éого перетинає. Точки А і L 
лежать з одного áоку від прямо¿ с, оскільки відрізок 
AL ¿¿ не перетинає. Точки А і В лежать по різні áоки 
від прямо¿ с, оскільки відрізок АВ ¿¿ перетинає. Точка 
L лежить з того самого áоку, ùо é точка А, отже, по 
різні áоки з точкоþ В, а тому відрізок ВL перетинає 
пряму с у деякіé точці D.
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Чи може точка D належати не променþ с, а до-
повняльному до нього променþ? Не може, оскільки 
доповняльниé промінь міститься по інøиé áік від пря-
мо¿ b, ніж відрізок ВL. Отже, відрізок ВL перетинає 
саме промінь с.

Так само, як ùоéно розглянуто відрізки АВ і ВL, 
розглянемо відрізки ВL і LМ. Оскільки уже відомо, 
ùо промінь с перетинає відрізок ВL, то так само виве-
демо, ùо він перетинає і відрізок LМ. Оáґрунтування 
заверøено.

Вправи і задачі

 57°. Позначте три точки, що не лежать на одній пря-
мій, і накресліть усі кути з вершинами у кожній із 
цих точок, сторони яких проходять через дві інші 
точки. Скільки всього кутів буде побудовано? Як 
зміниться відповідь, якщо точки лежатимуть на 
одній прямій? 

 58°. Виміряйте за допомогою транспортира кути А, В, С, 
D, зображені на рис. 1.59, і на цій підставі зробіть 
висновок, котрі з цих кутів гості, котрі — тупі, а котрі, 
можливо, — прямі.

 59°. Проведіть промінь ОА і за допомогою транспор-
тира відкладіть від нього в різні півплощини кути 
∠АОВ = 55° і ∠АОС = 75°. Визначте градусну міру 
кута ВОС. Як зміниться результат, якщо кути АОВ 
і АОС відкласти в одну півплощину? Обґрунтуйте 
свої відповіді.

 60°. За допомогою транспортира накресліть кути з гра-
дусними мірами 30°, 60° і 120°, а потім проведіть 
їхні бісектриси. Утвориться ціла низка нових кутів. 
Чи будуть серед «старих» і нових кутів рівні?

 61°. Скільки різних кутів утворюють чотири промені à, 
b, ñ, d, що виходять зі спільного початку (рис. 1.60). 
Запишіть позначення цих кутів.
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 62°. Чи є промінь à бісектрисою кута АОВ у випадках, зображених на рис. 1.61, а)−в)?

 63°. Визначте кути, які утворюють хвилинна і годинна стрілки годинника у кожний 
момент, коли годинник показує цілу кількість годин. Чи є серед цих кутів рівні?

 64°. Чи може сума градусних мір двох гострих кутів бути: а) більшою; б) меншою; 
в) рівною градусній мірі прямого кута?

 65°. Чи може кут між бісектрисою і стороною кута бути: а) тупим; б) прямим?
 66. Чи істинні такі твердження:
  а) кут, який менший від прямого, — гострий, а який більший за прямий — тупий;
  б) будь-який кут, який менший від тупого, — гострий;
  в) будь-який кут, який менший від розгорнутого, — тупий
  г) різниця двох тупих кутів менша від прямого?
 67. Промінь с проходить між сторонами кута ∠àb. Визначте:
  а) ∠àb, якщо ∠àñ = 32°, ∠bñ = 74°;
  б) ∠àñ, якщо ∠àb = 138°, ∠bñ = 61°;
  в) ∠bc, якщо ∠àb = 90°, ∠àñ = 39°.
 68. Чи може промінь ñ проходити між сторонами кута ∠àb, якщо: ∠àñ = 30°, 

∠bc = 70°, ∠àb = 40°; б) ∠àñ = 105°, ∠ñb = 80°, ∠àb = 40°; ∠àñ > ∠ab?
 69. Між сторонами кута ∠àb, градусна міра якого дорівнює 60°, проведено про-

мінь ñ. Визначте кути ∠àñ і ∠bc, якщо:
  а) кут ∠àñ на 20° більший за кут ∠bc;
  б) кут ∠àñ утричі менший від кута ∠bc;
  в) градусні міри кутів ∠àñ і ∠bc відносяться, як 3 : 7.
 70. Промінь ОС проходить між сторонами кута АОВ 

і при цьому ∠АОС = 45°, ∠СОВ = 60°. Проведено 
також промінь ОD — такий, що ∠ВOD = 15°. Визнач-
те градусну міру кута АОD. Скільки розв’язків має 
ця задача?

 71. На рис. 1.62 промені à і b — доповняльні, ñ — 
довільний інший промінь з тим самим початком, що 
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й у променів à і b. Накресліть такий рисунок у зошиті і проведіть за допомогою 
транспортира бісектриси кутів ∠àñ і ∠ñb. Потім виміряйте кут між цими бісек-
трисами. Можливо, результат, який ви одержите, наштовхне вас на певний 
загальний висновок?

 72. У прямому куті між його сторонами проведено довільний промінь, а потім 
бісектриси обох кутів, на які цей промінь ділить прямий кут. Чому дорівнює 
кут між бісектрисами? Як зміниться відповідь, якщо кут буде не прямим, 
а дорівнюватиме, наприклад, 70° чи 120°? Чи не наштовхують вас ці запи-
тання на певний загальний висновок?

 73•. Розгляньте обернену ситуацію до тієї, що описана у попередній задачі. Тобто не-
хай у якомусь куті О з невідомою градусною мірою проведено промінь між його 
сторонами, а потім бісектриси кутів, на які цей промінь ділить кут О. Нехай кут між 
бісектрисами має градусну міру n°. Чи можна знайти градусну міру кута О?

 74•. З деякої точки проведено три промені так, що всі кути, які утворюють будь-які 
два з них, рівні між собою. Визначте ці кути.

 75•. Чи можна з деякої точки провести чотири або п’ять променів так, щоб кути, 
які утворюють будь-які два з них, були рівними між собою? Якщо можна, то 
якими будуть ці кути?

 76•. У вас є шаблон кута, який дорівнює 75°. Які кути можна побудувати, вико-
ристовуючи лише цей шаблон?

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

як вимірювали кути у різні часи

Прилади для вимірювання кутів
Транспортир і астролябія. Наéдавніøим 

прооáразом транспортира áув кутомірниé прилад, 
якиé використовували астрономи, — астроляáія. 
Транспортир — це половина астроляáі¿.

Вважається, ùо астроляáіþ винаéøов у ІІ ст. 
до н. е. знаменитиé грецькиé астроном Гіппарõ 
(180−125 до н.е.), а вдосконалив середньовічниé 
німецькиé астроном та математик Регіомонтан (Éоганн 
Ìþллер) (1436−1476). Цеé прилад слугував для 
визначення положення неáесниõ світил на неáесніé 
сôері. Для прикладу, на гравþрі ХVІ ст., відтвореніé 
на рис. 1.63, відоáражено один зі спосоáів для 

Регіомонтан  
(Éоганн Мþллер)  

(1436–1476).  
Автор перøого в Європі 

підручника з тригонометрії. 
Ñклав знамениті 

астрономічні таблиці.
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визначення горизонтального напрямку на світило, 
якиé застосовувався мореплавцями.

Ïочатково астроляáіþ використовували здеáільøого 
для визначення висоти світил над горизонтом. Із цієþ 
метоþ ¿¿ виготовляли у вигляді важкого мідного диска — 
лімáа, якиé підвіøували за кільце у вертикальному 
положенні (рис. 1.64). Ïо краþ лімáа наносилася øкала 
від 0° до 360°. Ïряма ÃÃ

1
, ùо сполучала поділки 0° 

і 180°, заéмала горизонтальне положення. Ó центрі лімáа 
кріпилася руõома стрілка АА

1 — алідада. На ¿¿ кінцяõ 
розміùувалися перпендикулярні до лімáа пластинки 
з отворами — діоптри.

Для визначення висоти світила над горизонтом 
спостерігач прикладав око до нижнього діоптра А 
і повертав алідаду доти, поки світило не áуло видно 
одразу через оáидва діоптри. Ïоділка на øкалі, на 
якіé зупинявся краé алідади (А чи А

1
), вказувала на 

висоту світила над горизонтом у градусаõ.
Квадранти, секстанти та октанти. Бурõливиé 

розвиток астрономі¿, якиé розпочався в ªвропі із 
початком епоõи Відродження, вимагав значно áільøо¿ 
точності від астрономічниõ вимірþвань, ніж ¿¿ могли 
заáезпечити давні астроляáі¿. Цього можна áуло 
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досягти лиøе за раõунок зáільøення лімáа. Àдже чим 
áільøа кругова øкала на éого краþ, тим áільøоþ áуде 
відстань між сусідніми поділками, а це давало змогу 
визначати не тільки кількість цілиõ градусів у куті, 
а é кількість ¿õніõ частин — мінут і навіть секунд.

Водночас áуло помічено, ùо в áільøості астрономічниõ 
вимірþвань ôактично використовується не вся 
кругова øкала астроляáі¿, а лиøе певна ¿¿ частина. 
Тому замість усіє¿ астроляáі¿ у зáільøеному вигляді 
виготовляли лиøе квадранти, секстанти і октанти, 

тоáто відповідно 1
4
,  1
6

 і 1
8

 частини астроляáі¿. Спосіá 

використання квадранта відоáражено на старовинніé 
гравþрі, відтвореніé на рис. 1.65. À на рис. 1.66 
зоáражено поєднання в одному приладі квадранта 
é астро ляáі¿, запропоноване видатним данським астро-
номом Тиõо Браге (1546−1601). 

Окрім численниõ гравþр із зоáраженням кутомірниõ 
інструментів, створениõ õудожниками, астрономи ùе 
é у свіé спосіá засвідчили своþ лþáов і повагу до 
циõ приладів, назвавøи Секстантом одне із сузір’¿в у 
південніé частині неáа. Відповідну пропозиціþ подав 
видатниé польськиé астроном Ян Гевеліé (1611−1687), 
автор всесвітньовідомого атласу зоряного неáа. Історія 
символічна é повчальна. Для проведення досліджень 
Гевеліé зáудував оáсерваторіþ é величезниé секстант 
у своєму місті ¥данську. Àле затуркані é настраøені 
городяни спалили прилад. Тоді Гевеліé виріøив 
«перенести éого на неáо» é увічнити в назві сузір’я, 
аáи вже ніколи нічия зла рука не могла до нього 
дотягнутися. Однак на тоé час якраз не áуло ùе не 
названого сузір’я, яке á своєþ ôормоþ нагадувало 
секстант (принцип, ùо éого дотримувалися при 
утворенні назв áільøості сузір’¿в). Тому Гевеліé виáрав 
сузір’я, яке õоч і не нагадувало за сво¿ми контурами 
секстант, проте знаõодилося між сузір’ям Ëева 
(якраз під éого лапами) та Гідри і тому мало ¿õніé 
символічниé заõист.

Телескоп і теодоліт. Наступне суттєве удосконален-
ня в конструкціþ астроляáі¿ вніс ôранцузькиé астроном 

ßí Ãåâåë³é âåäå
ñïîñòåðåæåííÿ

çà äîïîìîãîþ êâàäðàíòà

Ðèñ. 1. 56

Ñузір’я Ñекстант. Рисунок 
з атласу Гевелія

Ðèñ. 1. 66
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Æан Ïікар (1620−1682) в середині ХVІІ ст. Він замінив 
діоптри підзорноþ труáоþ, винаéденоþ незадовго до 
цього ¥алілеєм, а для плавного переміùення алідади 
використав мікрометричниé гвинт. Óсе це значно 
підвиùувало точність вимірþвань і не потреáувало 
використання великиõ øкал.

Ïодальøі удосконалення астроляáі¿ продовжилися 
у напрямку використання замість підзорно¿ труáи 
наéрізноманітніøиõ телескопів. À для прове-
дення наземниõ (геодезичниõ) вимірþвань áуло 
сконструéовано теодоліт (рис. 1.67) (назва утворена 
від грецькиõ слів «теомаé» — дивитися і «доліõос» — 
довгиé).

Теодоліт має два лімáи, розміùені у вертикальніé і 
горизонтальніé плоùинаõ. Це дає змогу застосовувати 
цеé прилад як для складання планів, так і для проведення 
нівелþвання, тоáто визначення відносниõ висот.

Áусоль. Êути, які застосовуþться у морськіé та 
повітряніé навігаці¿, вимірþþть у горизонтальніé 
плоùині від напрямку на північ проти руõу годинниково¿ 
стрілки від 0° до 360°. Êожен такиé кут називається 
курсом. Ïрилад, ùо дає змогу вимірþвати курс, 
поєднує в соáі античну астроляáіþ і компас. Він 
називається áусоллþ (рис. 1.68) («áусоль» — до-
слівно з ôранцузько¿ «компас»). На принципі áусолі 
конструþється сучасне навігаціéне оáладнання для 
морськиõ та повітряниõ суден.

Як áачимо, звичниé нам транспортир має дуже 
давнþ історіþ é водночас утілþється в наéсучасніøиõ 
приладаõ.

Одиниці для вимірювання кутів
Ãрадуси. Наéпоøиреніøоþ одиницеþ для вимірþ-

вання кутів є градус. Ëатинське слово gradus, від 
якого утворено цþ назву, означає «крок», «ступінь». 
Величина кута 1 градус визначається так. Візьмемо 
за верøину кута центр якого-неáудь півкола, а саме: 
півколо поділимо на 180 рівниõ частин (рис. 1.69). Тоді 
кут, сторони якого проõодять через сусідні поділки, 
і є кутом завáільøки 1 градус (пиøуть 1°).

Ñекстант Òихо Браге

Ðèñ. 1. 76

Ðèñ. 1. 86
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Àле чому для визначення кута 1° півколо ділять 
саме на 180 частин?

Ще давньовавилонські жерці помітили, ùо під час 
рівнодення (тоáто коли день і ніч маþть однакову 
тривалість) сонячниé диск упродовж свого руõу 
неáосõилом (рис. 1.70) вкладається у проéденому øляõу 
рівно 2 × 180 разів. À оскільки цеé øляõ — півколо, 
то цілком природно áуло розáивати éого на 180 такиõ 
подвіéниõ кроків Сонця. Саме ці кроки пізніøе é áули 
названі градусами.

Спостереження за руõом Сонця впродовж дня 
підтверджувалися і відповідними спостереженнями за 
éого річним руõом. Ó ті часи вважалося, ùо рік триває 
360 діá. Тому весь річниé øляõ Сонця неáосõилом — 
так зване зодіакальне коло — теж ділився на 360 
подвіéниõ кроків, тоáто градусів, а éого половина, 
відповідно, — на 180 градусів.

Нареøті, свіé вплив на виáір основи для визначення 
градуса могло мати é те, ùо у Давньому Вавилоні 
застосовувалася øістдесяткова система числення, 
а число 180 ділиться áез остачі на основу 60 ціє¿ 
системи. Із цим самим пов’язано і ділення градуса на 
60 мінут, а мінути — на 60 секунд.

В античну епоõу старовинну вавилонську сис-
тему переéняли грецькі астрономи, зокрема, наéви-
дат ніøиé із ниõ Êлавдіé Ïтолемеé (І−ІІ ст. н. е.). 
Àвторитет Ïтолемея сприяв тому, ùо ця система 
наáула повсþдного поøирення в епоõу Відродження, 
а потім і в пізніøі часи. Ó результаті ми é тепер, 
як і давні вавилоняни, давні греки та середньовічні 
євро пеéці вимірþємо кути у градусаõ, вважаþчи, ùо 
розгорнутиé кут має 180°.

Цікаве поõодження самого позначення для градус-
но¿ міри. Êути величиноþ 1° Ïтоломеé називав 
моé рами, ùо в перекладі з грецько¿ мови означає 
«частини». Слово µοιρα він скорочував двома перøими 
літерами, причому другу літеру писав менøоþ від 
перøо¿ вгорі — µο. Ïізніøе залиøилася лиøе маленька 
літера ο. Це скорочення застосовується é досі.

O
Ðèñ. 1.69

Ðèñ. 1.70

Ãîðèçîíò Ñõ³ä

Çàõ³ä
Ñîíöå

Клавдій Птолемей. 
Ñтаровинна гравюра



48 Розділ І. Елементарні геометричні фігури та їхні властивості

Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі і

Що вивчається у геометрії
Ãеометрія — наука про геометричні ôігури.
Ãеометричні фігури — систематизовані у свідомості уявлення про реальні аáо 

уявні просторові ôорми.
Планіметрія — частина геометрі¿, в якіé вивчаþться геометричні ôігури, роз-

міùені на плоùині.
Основні геометричні фігури у планіметрії — точки і прямі. На ¿õніé основі 

означаþться (конструþþться) усі інøі плоскі ôігури.
точки і прямі. Проведення прямої

Ô³ãóðà

Òî÷êà

A

B
C

D

Óявлення про точку дає слід на аркуøі від тонко 
загостреного олівця. Вважається, ùо точка не має розмірів 
і ùо на плоùині існує áезліч точок. 

Ó застосуванняõ геометрі¿ точками можуть уважатися 
áудь-які реальні оá’єкти, розмірами якиõ за даниõ умов 
можна знеõтувати.

Будь-яка геометрична ôігура — це певна множина точок.
Точки позначаþться великими літерами латинського 

алôавіту. Наприклад: А, В, С, D.

A

B
l

Óявлення про пряму дає лінія, проведена під лініéку. 
Інøі реальні прооáрази прямо¿ — натягнуті мотузки, 

світ лові і зорові промені.
На кожніé пряміé існує áезліч точок, однак для 

проведення прямо¿ достатньо лиøе двоõ точок.
Основна властивість проведення (поáудови) прямо¿:
чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó, ³ äî 

òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.
Ïрямі позначаþть аáо двома великими літерами, якими 

позначені які-неáудь дві точки прямо¿, аáо однієþ малоþ 
латинськоþ літероþ. Наприклад: АВ, l.

m

P

n

Ïро дві прямі m і n, які маþть одну спільну точку Р, 
ка жуть, ùо вони ïåðåòиíàюòьñÿ у ціé точці.
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b

a Якùо прямі a і b не маþть жодно¿ спільно¿ точки, то 
вони називаþться ïàðàëåëьíиìи (в дослівному перекладі 
з грецько¿ — «éдуть поруч»). 

Скільки á не продовжувати зоáраження паралельниõ 
прямиõ, вони ніколи не перетнуться.

розміщення точок на прямій. Відрізки і промені

A BÑ l

Основна властивість розміщення точоê на прямій: 
³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëåæиòь 

ì³æ äâîìà ³íøиìи.
Якùо точка С лежить між точками А і В, то кажуть 

також, ùо точки А і В лежать по різні áоки від точки С, аáо 
ùо точки С і В лежать з одного áоку від точки А, а точки А 
і С — з одного áоку від точки В.

A B

Відрізок — це частина прямо¿, ùо складається з усіõ 
точок ціє¿ прямо¿, які лежать між двома ¿¿ точками, разом із 
цими точками. Ці точки називаþться кінцями відрізка, а всі 
реøта точок називаþться внутрішніми точками відрізка.

Ïозначаþть відрізки зазвичаé ¿õніми кінцями. Наприклад: АВ.

O

X
l

A

Промінь (аáо півпряма) — це частина прямо¿, ùо 
складається з усіõ точок ціє¿ прямо¿, які лежать з одного 
áоку від деяко¿ ¿¿ точки, разом із цієþ точкоþ. Ця точка 
називаþться початком променя, а всі реøта точок нази-
ваþться внутрішніми точками променя.

Ïозначаþть промені двома спосоáами: 1) двома великими 
літерами, з якиõ перøа вказує на початок променя, 
а друга — на яку-неáудь внутріøнþ точку; 2) однієþ малоþ 
літероþ. Наприклад: ÎА, OX, l.

Два промені одніє¿ прямо¿ зі спільним початком нази-
ваþться äîïîâíÿëьíиìи (аáо âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи).

розміщення точок на площині відносно прямої. Півплощини

l

B

A

C

Основна властивість розміщення точоê на площині 
відносно прямої:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³âïëîщиíи, 
щî ìàюòь ñï³ëьíó ãðàíичíó ïðÿìó.

Це розáиття має таку властивість: кожен відрізок АВ, ùо 
сполучає точки одніє¿ півплоùини, не перетинає гранично¿ 
прямо¿ l, а кожен відрізок АС, ùо сполучає точки різниõ 
півплоùин, перетинає ¿¿. 
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Вимірювання і відкладання відрізків. рівність відрізків

A

B

C

AB AC CB= +

BMA

AM MB=

Основна властивість вимірювання відрізêів.
Кîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðàæàºòьñÿ 

äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³âíюº ñóì³ 
äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêîю ñâîºю 
âíóò ð³øíьîю òîчêîю.

Відрізки, які маþть однакову довжину, називаþться 
ð³âíиìи.

Точка, яка ділить відрізок на дві рівні частини, назива-
ється ñåðåäиíîю відрізка.

A

B

Ñ D l

CD AB=

Основна властивість відêладання відрізêів:
íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó ìîæíà â³ä

êëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðиòîìó — 
ò³ëьêи îäиí

З основниõ властивостеé вимірþвання і відкладання 
відрізків випливає, ùо ð³âí³ â³äð³çêи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

Кути

O

A

B

1

Кóò — це ôігура, ùо складається з двоõ променів, які 
маþть спільниé початок. Ïри цьому кожен із променів 
називається ñòîðîíîю кута, а ¿õніé спільниé початок — 
âåðøиíîю кута.

Якùо Î — верøина кута, ÎА і ÎВ — éого сторони, то 
позначити цеé кут можна так: ∠Î аáо ∠АÎВ. 

Якùо сторони кута позначені через а і b, то кут позна-
чаþть у ôормі ∠аb аáо ∠(ab).

Інколи кути позначаþть циôрами. Наприклад, ∠1.

O Якùо сторони кута є взаємно доповняльними променями, 
то такиé кут називається ðîçãîðíóòиì. 

O b

a

c

Ïромінь з початком у верøині нерозгорнутого кута 
проõодить ì³æ éîãî ñòîðîíàìи, якùо він перетинає 
якиé-неáудь відрізок з кінцями на сторонаõ кута. 

Ìожна оáґрунтувати, ùо промінь, якиé лежить між 
сторонами нерозгорнутого кута, перетинає усі відрізки 
з кін цями на éого сторонаõ.
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O

ab

c Для розгорнутого кута ∠аb уважається, ùо áудь-якиé 
промінь с, якиé виõодить з верøини кута Î, лежить між 
éого сторонами а і b.

O

Точки усіõ променів, які проõодять між сторонами 
нерозгорнутого кута, називаþться âíóòð³øí³ìи точками 
цього кута. Реøта точок плоùини називаþться çîâí³øí³ìи 
точками кута.

Для розгорнутого кута âíóòð³øí³ìи уважаþться всі 
точ ки одніє¿ з півплоùин, граничну пряму яко¿ утворþþть 
сторони кута.

Êожен кут розáиває плоùину на дві частини. Та частина, 
яка містить сторони кута і всі внутріøні точки кута, нази-
вається îïóêëиì ïëîñêиì кутом, а та, ùо містить сторони 
кута і всі зовніøні точки, — óâ³ãíóòиì ïëîñêиì êóòîì.

Вимірювання і відкладання кутів. рівність кутів

90°

a

b

Êути вимірþþть у градусаõ, зокрема, за допомогоþ тран-

спортира. Êутом з градусноþ міроþ 1° уважається 1
180

 

частина розгорнутого кута. На рисунку ∠ab = 115°.
Дріáніøими одиницями для вимірþвання кутів є мінута 

і секунда Одна ì³íóòà 1′ дорівнþє 1
60

 частині градуса, 

а одна ñåêóíäà 1′′ дорівнþє 1
60

 частині мінути.

b

a

c

� � �ab ac cb= +

b a

�ab=180°

Основна властивість вимірювання êóтів:
Кîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî âиðàæàºòьñÿ 

äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò äîð³âíюº 180°. Гðà
äóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà 
ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь 
ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.
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90
°

l

m

115°

Основна властивість відêладання êóтів:
â³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó äàíó ï³âïëîщиíó ìîæíà 

â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, ìåíøîю â³ä 
180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На рисунку від променя відкладено кут 115°.

O

Q

� �O Q=

Êути, які маþть однакові градусні міри, називаþться 
ð³âíиìи.

З основниõ властивостеé вимірþвання і відкладання кутів 
випливає, ùо ð³âí³ êóòи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

b

a

c

� �ac cb=

Ïромінь, якиé виõодить з верøини кута, проõодить між 
éого сторонами і ділить кут на два рівниõ кути, називається 
б³ñåêòðиñîю кута. 

C

A

�A=90°

B

�B<90°

�C>90°

Êут, градусна міра якого дорівнþє 90°, називається 
ïðÿìиì.

Êут, градусна міра якого менøа від 90°, називається 
ãîñòðиì, а кут, градусна міра якого áільøа за 90°, але 
менøа від 180°, називається òóïиì.
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Перевір себе

 1. Як можна охарактеризувати предмет вивчення у геометрії? Назвіть відомі 
вам приклади геометричних фігур.

 2. Які геометричні фігури вважаються основними на площині? Як вони 
зображуються і позначаються?

 3. Сформулюйте основну властивість проведення (побудови) прямої.
 4. Яким може бути взаємне розміщення двох прямих на площині?
 5. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на прямій.
 6. Дайте означення відрізка. Як позначаються відрізки?
 7. Що таке промінь (півпряма)? Як позначаються промені? 
 8. Які промені називаються доповняльними?
 9. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на площині. 
 10. Що означає вислів: «Пряма розбиває площину на дві півплощини»?
 11. Сформулюйте основну властивість вимірювання відрізків. Які відрізки 

називаються рівними? Як записується рівність відрізків?
 12. Що таке відстань між двома точками?
 13. Що таке середина відрізка?  
 14. Сформулюйте основну властивість відкладання відрізків.
 15. Обґрунтуйте, що коли відрізки рівні, то їх можна сумістити.
 16. Дайте означення кута. Як позначаються кути?
 17. Який кут називається розгорнутим?
 18. Поясніть, що означає вислів: «Промінь проходить між сторонами кута».
 19. Що таке плоский кут? Які плоскі кути називаються опуклими, які — увігнутими?
 20. В яких одиницях вимірюються кути?
 21. Сформулюйте основні властивості вимірювання та відкладання кутів.
 22. Які кути називаються рівними?
 23. Як можна обґрунтувати, що коли кути рівні, то їх можна сумістити?
 24. Що таке бісектриса кута?
 25. Які кути називаються прямими, які — гострими, які — тупими?
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Завдання для повторення та проведення контрольної  
роботи до розділу і

 1°. а) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку D, але не 
проходять через точку В. Випишіть усі можливі позначення для них.

  б) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку О, але не про-
ходять через точку С. Випишіть усі можливі позначення для них.

 2°. а) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок АВ, але не 
перетинають відрізок СD.

  б) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок CD, але не 
перетинають відрізок AB.

 3°. а) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів з вершиною Q.
  б) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів з вершиною P.

 4°. а) Які із тверджень стосовно співвідношення між 
довжинами відрізків на рис. 1.74, а) є істинними: 

  1) MN = PQ;  2) MN > PQ;  3) NP > NQ; 
  4) NQ = NP + PQ;  5) MN + PN + PQ = MQ?
  б) Які із тверджень стосовно співвідношення між 

величинами кутів на рис. 1.74, б) є істинними: 
1) ∠bd > ∠ad; 2) ∠bd > ∠ac; 3) ∠ab < ∠ac + ∠bd; 
4) ∠ab = ∠ad + ∠db; 5) ∠ab = 180°?

 5. а) На промені ОА позначено точку С. Відомо, що 
ОА = 8 см, а відрізок АС більший за відрізок ОА на 
3 см. З’ясуйте, котра із точок О, А, С лежить між 
двома іншими та знайдіть довжину відрізка ОС.
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  б) На промені ОК позначено точку Р. Відомо, що ОР = 3 см, а відрізок РК удвічі 
більший за ОР. З’ясуйте, котра із точок О, К, Р лежить між двома іншими та 
знайдіть довжину відрізка ОК.

 6. а) Точка А належить відрізку PQ. Відрізок РА утричі довший за відрізок АQ. 
Визначте довжини відрізків РА і РQ, якщо PQ = 12 см.

  б) Точка Р лежить на прямій АВ так, що точка В розміщена між точками А 
і Р. Відомо, що відрізок АВ удвічі менший від відрізка ВР. Визначте довжину 
відрізка ВР, якщо АР = 15 см.

 7. а) З вершини розгорнутого кута POQ проведені у різні боки від прямої PQ 
промені ОА і ОВ так, що ∠РОА = 75°, ∠ QOB = 125°. Визначте кут АОВ.

  б) З вершини розгорнутого кута АОВ проведені у різні боки від прямої АВ 
промені ОК і ОМ так, що ∠КОВ = 100°, ∠ МОА = 125°. Визначте кут КОМ.

 8. а) Промінь ОА проходить між сторонами кута МОN, що дорівнює 95°. Кут 
МОА на 25° більший за кут АОN. Визначте кути МОА і АОN.

  б) Промінь ОР проходить між сторонами кута АОВ, що дорівнює 72°. Кут АОР 
утричі більший за кут ВОР. Визначте кути АОР і ВОР.

 9. а) На відрізку АВ завдовжки  12 см позначені точки P і Q так, що AP = 7 см, 
PQ = 3 см. Визначте довжину відрізка QB.

  б) Всередині кута ∠àb, що дорівнює 130°, проведено промені ñ і d так, що 
∠àñ = 60°, ∠ñd = 20°. Визначте величину кута ∠bd.

 10. а) Промені ОВ і ОС проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Обґрун-
туйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

  б) Промені ОВ і ОС не проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Об-
ґрунтуйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

 11•. а) На прямій послідовно позначені точки О, Р, А, В так, що ОР = 2 см, РА = 
= 6 см, ОВ = 14 см. Визначте відстань між серединами відрізків ОА і РВ. 

  б) На прямій послідовно відкладені відрізки АВ, ВС і СD так, що АВ : ВС = 2 : 3, 
АD = 15 см, CD = 5 см. Визначте відстань між серединами відрізків АВ і СD. 

 12•. а) Точки А, В, С лежать на одній прямій і при цьому АВ = 10 см, ВС = 12 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

  б) Точки А, В, С лежать на одній прямій і при цьому АВ = 8 см, ВС = 3 см. Яка 
із цих точок не може лежати між двома іншими?

 13•. а) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 80°, ∠СОD = 20°. Визначте кут ВОD.

  б) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD не проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 140°, ∠СОD = 60°. Визначте кут ВОD.

 14•. а) Промінь, проведений з вершини прямого кута, ділить цей кут на два кути. 
Обґрунтуйте, що кут між бісектрисами цих кутів дорівнює 45°.

  б) Промінь, проведений з вершини кута О, ділить цей кут на два кути. Кут 
між бісектрисами утворених менших кутів дорівнює 45°. Обґрунтуйте, що кут 
О — прямий.



Василь Êандинськиé.  
Композиція номер VIII (1923 р.).

У цій всесвітньовідомій картині один із засновників живописного абстракціонізму відобразив своє 
сприйняття геометричних кодів Всесвіту. Приводом стало спостереження сонячного затемнення. Íай-
важливіøими формоутворюючими елементами у цих кодах є прямі лінії і кола. Прямі ми детально 
вивчатимемо у цьому розділі, кола — в останньому розділі.



Розділ ІI Взаємне розміщення  
прямих на площині

  Вступ

«Тоé, õто доáре вивчив пряму, не матиме трудно-
ùів з геометрієþ», — часто повторþвав сво¿м учням 
у знаменитіé Ïолітеõнічніé øколі в Ïарижі відомиé 
ôранцузькиé математик і громадськиé діяч Гаспар 
Ìонж (1746–1818).

На минулиõ урокаõ ми розпочали ґрунтовне ви-
вчення прямо¿. Ïерøі ôакти, з якими ви ознаéоми-
лися, стосувалися саме ціє¿ ôігури. То áули основні 
властивості про проведення прямо¿, про розміùення 
точок на пряміé і про розміùення точок на плоùи-
ні відносно прямо¿. Отже, éøлося про властивості 
окремо взято¿ прямо¿. Наступним кроком має áути 
дослідження взаємного розміùення двоõ прямиõ. 
Цьому é присвячуватиметься цеé розділ.

Однак перø ніж áезпосередньо переéти до розгля-
ду циõ питань, нам потріáно зроáити декілька вкраé 
важливиõ для подальøого зауважень. Ïри цьому ми 
áудемо посилатися і на тоé невеликиé досвід вивчен-
ня геометрі¿, якиé ви вже маєте.

Пам’ятник Гаспару Монжу 
у містечку Боні (Бургун-

дія), в якому він народився. 
Відомий скульптор Франсуа 
Рюд увічнив великого уче-
ного в образі професора під 
час його лекції з геометрії 
у Політехнічній øколі.

Урок 
6
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  Про аксіоми, теореми і доведення у геометрії

На минулиõ урокаõ ви не могли не помітити, ùо 
вже при виáорі основниõ ôактів для закладення ôун-
даменту геометрі¿ ми постіéно вдавалися до певно¿ 
логічно¿ аргументаці¿. Наприклад, важливість ос-
новниõ властивостеé прямо¿ аргументували тим, ùо 
ці властивості могли á і не виконуватися, якáи геоме-
трія áудувалася не для земного, а для якогось інøого 
світу, наприклад, для невеличко¿ кулясто¿ планети 
Ìаленького принца аáо для планети у ôормі áуáлика. 
Що ж до неáагатьоõ інøиõ ôактів, то ми виводили 
¿õ з основниõ винятково логічними міркуваннями, 
навіть якùо вони é áез того начеáто не викликали 
сумнівів. Так, зокрема, у §1 аргументувалося, ùо дві 
прямі не можуть мати áільøе одніє¿ спільно¿ точки, 
а в §4 — ùо рівні відрізки можна сумістити.

Геометрія — теоретична наука. Це означає, ùо 
всі ¿¿ положення виведені логічним øляõом, тоáто 
за допомогоþ міркувань з наведенням відповідниõ 
аргументів.

Що ж є аргументами у циõ міркуванняõ? Ïо-
перøе, — усі зазначені у попередньому розділі основ-
ні властивості наéпростіøиõ ôігур. Їõ ùе називаþть 
аêсіомами геометрі¿ (ùе дві аксіоми áуде долучено 
пізніøе). Ó дослівному перекладі з грецько¿ слово 
«аксіома» означає «повага», «авторитет», а в матема-
тиці воно вживається у значенні незаперечно¿ істини, 
підстави для логічниõ виведень. 

Ïо-друге, аргументами в логічниõ міркуванняõ у 
геометрі¿ є раніøе виведені ôакти і висновки (кожен 
з якиõ, у кінцевому підсумку, теж ґрунтується на 
аксіомаõ). 

Будь-ùо інøе, окрім аксіом і вже доведениõ тео-
рем, наприклад, посилання на рисунки, для логічниõ 
міркувань не є вагомим. Рисунок може наøтовõувати 

Усі доêазові наóêи за-
стосовóють аêсіоми. Аê-
сіо ми мають найвищий 
стó пінь загальності, а то-
мó є початêом óсього.

Аристотель (кі-
нець 4-го — по-
чаток 3-го ст. до 
н. е) — один із 
найвидатніших 
учених-приро-

додослідників і філософів усіх 
часів.  Портрет-реконструкція 
з ан тичного бюсту.

Для мене знайти дове-
ден ня математичної тео-
реми — дорожче, ніж заво-
ювати óсе персьêе царство. 

Демокрит — ви-
датний давньо-
грецький мисли-
тель, засновник 
атомізму. Жив на 
межі 5-го і 4-го 
століть до н. е. 

Портрет «Демокрит, що смі-
ється» створив з уяви нідер-
ландський художник Хендрик 
Тербрюгген у 1628 р. 
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на певниé логічниé аргумент, однак у жодному разі 
не може éого замінþвати.

Оáґрунтовані у такиé спосіá і важливі для гео-
метрі¿ ôакти називаþться теоремами, а сам процес 
оáґрунтування теореми називається ¿¿ доведенням. 

За ôормоþ теорема складається із двоõ частин — 
умови та висновку. В умові вказуþться оáмеження, 
які накладаþться на певну ôігуру аáо ôігури, а у вис-
новку — наслідки із циõ оáмежень для властивостеé 
ôігур. Óмову ùе коротко õарактеризуþть як те, ùо 
дано, а висновок — як те, ùо потріáно довести.

Наприклад, у теоремі «Якùо відрізки рівні, то ¿õ 
можна сумістити» умовоþ (оáмеженням) є те, ùо 
відрізки рівні, а висновком — те, ùо тоді ¿õ можна 
сумістити.  

Слово «теорема» грецьке. Воно поõодить від слова 
«теорео», ùо означає «уважно розглядаþ», «придив-
ляþся», і має тоé самиé корінь, ùо é значно поøи-
реніøе тепер слово «теорія». 

À ùе слово «теорема» має значення «вистава», яке 
áлизьке до сучасного «øоу». В античні часи у Греці¿ 
áули поøирені інтелектуальні розваги у ôормі пуáліч-
ниõ диспутів, під час якиõ ¿õні учасники оáстоþвали 
(доводили) сво¿ твердження аáо навіть цілі теорі¿. Ці 
міні-вистави, які зараз назвали á інтелектуальними  
«øоу», теж називалися «теоремами». 

Отже, стежачи за доведенням теореми на класніé 
доøці аáо знаéомлячись із ним за підручником, ви 
можете уявляти сеáе присутніми на інтелектуальному 
øоу і навіть áрати у ньому участь. Сподіваємося, ùо 
такиé погляд на теореми і ¿õнє доведення позáавить 
вас деякого остраõу, якиé на початкаõ можуть ви-
кликати ці слова.

Математичне доведен-
ня — це логіêа, яêа сприяє 
правильномó формóванню 
розóмó, розвиває його здіб-
ності, посилює їх настіль-
êи, що розóм привчається 
мислити точно і завж-
ди відрізняти істинó від 
хибності, навіть ó речах 
нематематичних. Саме 
томó єгиптяни, перси і ла-
êедемоняни, яê свідчать 
джерела, рідêо вибирали 
собі правителя, яêий не 
бóв трохи обізнаним з ма-
тематиêою, вважаючи, що 
необізнаний з математи-
êою зовсім не вміє мисли-
ти, а томó неспроможний 
правити й êерóвати.

Бенджамін 
Франк лін (1706–
1780) — видат- 
ний американсь-
кий учений-фі-
зик, просвітитель 

і державний діяч, один із за-
сновників США. 
Портрет Франкліна перед 
бюс том Ньютона створив 
з натури англійський худож-
ник Девід Мартін у 1767 р. 
Експонується в Білому Домі 
у Вашингтоні.



60 Розділ ІІ. Взаємне розміщення прямих на площині

 §5. Суміжні кути

Ïри перетині двоõ прямиõ утворþється декілька 
різниõ кутів (рис. 2.1). Взаємне розміùення пря-
миõ õарактеризуþть за допомогоþ циõ кутів. Якиõ 
саме? — Це ми зрозуміємо після того, як уважніøе 
придивимося до ниõ. Для цього розглядатимемо ¿õ 
парами. Одні пари кутів називаþться суміжними, 
інøі — вертикальними. Суміжні кути ми вивчатиме-
мо у цьому параграôі, вертикальні — в наступному.

означення.
Два кути називаються ñóì³æíиìи, якщо вони 
мають одну спільну сторону, а дві інші їхні 
сторони є доповняльними променями.

Ïоáудувати суміжні кути можна так. Візьмемо 
якиé-неáудь кут ∠аb (рис. 2.2) і проведемо промінь 
а′, ùо є доповняльним до променя а. Êути ∠аb 
і ∠ba′ — суміжні: у ниõ сторона b спільна, а сторони 
a і a′ є доповняльними променями.

Êут, суміжниé з кутом ∠аb, дістанемо é тоді, якùо 
проведемо промінь b′, доповняльниé до променя b 
(рис. 2.3).

Отже, для кожного кута ∠аb можна поáудувати 
два суміжниõ з ним кути ∠ba′ і ∠аb′.

теорема 
(про сóмó сóміжних êóтів). 

Сóìà ñóì³æíиõ êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Неõаé кути ∠аb і ∠ba′ — суміжні, 
і в ниõ сторона b спільна, а сторони a і a′ є допов-
няльними променями (див. рис. 2.2). Тоді промінь b 
проõодить між сторонами розгорнутого кута зі сто-
ронами а, a′. Відповідно до аксіоми про вимірþвання 
кутів, сума кутів ∠аb і ∠ba′ дорівнþє розгорнутому 
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куту ∠аа′, тоáто має градусну міру 180°. Теорему 
доведено.

Твердження, яке áезпосередньо випливає з теоре-
ми, називається наслідêом.

З теореми про суму суміжниõ кутів маємо такі 
наслідки.

Наслідок 1. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ïðÿìиì êóòîì, — ïðÿìиé.

Наслідок 2. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ãîñòðиì êóòîì, — òóïиé, 
à êóò, ñóì³æíиé ç òóïиì êóòîì, — ãîñòðиé.

Справді, якùо кут ∠аb — прямиé (рис. 2.4), то 
він дорівнþє 90°. Тому суміжниé з ним кут ∠bа′, за 
теоремоþ, дорівнþє 180° – 90°, тоáто теж 90°, отже, 
є прямим.

Неõаé тепер ∠аb — гостриé (див. рис. 2.2). Це 
означає, ùо éого градусна міра менøа від 90°. Ó сумі 
зі сво¿м суміжним кутом ∠аb′ він дає 180°. Отже, 
цеé суміжниé кут має градусну міру, яка áільøа за 
90°, тоáто є тупим. 

Випадок, коли ∠аb — тупиé, розглядається 
ана логічно.

розв’язуємо разом

Задача. 
Один із суміжниõ кутів на 60° менøиé від інøого. 
Визначити градусні міри циõ кутів і поáудувати ¿õ.

Розв’язання. Ïозначимо через х градусну міру 
áільøого із кутів. Тоді градусна міра менøого кута 
дорівнþватиме х – 60°. Оскільки сума суміжниõ кутів 
дорівнþє 180°, то звідси маємо рівняння:

Ðèñ. 2.4
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 х + х – 60° = 180°.
Звідси 2х = 240°, а х = 120°. Отже, áільøиé із 

кутів дорівнþє 120°, а менøиé — 120° – 60°, тоáто 
60°. На рис. 2.5 відоáражено поáудову циõ кутів за 
допомогоþ транспортира. 

Вправи і задачі

 77°.  На кожному з рис. 2.6, а)–в) укажіть пари суміжних кутів.

 78°.  Чи є кути 1, 2, зображені на рис. 2. 7, а)–ґ), суміжними?

 79°. Назвіть усі пари суміжних кутів, що утворюються 
прямими АВ і СD, які перетинаються в точці О 
(рис. 2.8).

 80°. Накресліть два нерівних суміжних кути так, щоб їхня 
спільна сторона проходила вздовж лінійки у вашо-
му зошиті. Укажіть два принципово різні варіанти.

Ðèñ. 2.6

à)

O

A

B

C

á)

Q

M

P

O

L

A

â)

O

Q

B

N

M

Ðèñ. 2.7

à)

1 2

á)

2

1

â)
2

1 2

ã)

1

Ðèñ. 2.8

C

A

B

D
O

Ðèñ. 2.5

90° 120°

a 120°
60°



63§5. Суміжні кути

 81°. Знайдіть інший із суміжних кутів, якщо один із них дорівнює:
  а) 67°; б) 138°; в) 90°;  г) 45° 25′.
 82°. Чи можуть у парі суміжних кутів бути:
  а) обидва кути гострими;
  б) обидва кути тупими;
  в) обидва кути прямими;
  г) один кут гострий, а інший — прямий;
  ґ) один кут тупий, а інший — прямий;
  д) один кут тупий, а інший — гострий?
 83°. Чому при подвійному складанні аркуша паперу, 

коли суміщаються краї, одержуються прямі кути?
 84. При перетині двох прямих утворилося чотири кути 

(рис. 2.9). Визначте кути 2, 3 і 4, якщо кут ∠3 = 36°.
 85. Чому дорівнює кут, якщо два суміжні з ним кути 

дають у сумі 100°?
 86. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 80° більший за інший.
 87. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 40° менший від іншого.
 88. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них у 5 разів менший від іншого.
 89. Визначте величини суміжних кутів, якщо вони відносяться, як 2 : 3.
 90. Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони — прямі.
 91. Доведіть, що коли два прямих кути мають спільну сторону, то вони або сумі-

щаються, або суміжні.
 92. Доведіть, що коли кути рівні, то й суміжні з ними кути рівні.
 93. Нехай ∠А і ∠В — одна пара суміжних кутів, а ∠С і ∠D — інша. Що можна 

стверджувати про величини кутів В і D, якщо ∠А < ∠C? Як це обґрунтувати?
 94. Які з наведених нижче тверджень є істинними, а які — хибними:
  1) для кожного кута можна побудувати не більше одного суміжного з ним кута;
  2) якщо два кути суміжні, то один із них гострий, а інший — тупий;
  3) якщо два кути суміжні, то один із них менший від іншого;
  4) якщо сума двох кутів дорівнює 180°, то вони — суміжні;
  5) якщо сума двох кутів дорівнює 180° і вони мають спільну сторону, то кути 

суміжні;
  6) якщо сума двох кутів не дорівнює 180°, то вони — не суміжні;
  7) якщо два кути мають спільну сторону, то вони — суміжні;
  8) якщо сторона одного з кутів є доповняльним променем до сторони іншого, 

то кути суміжні? 
  Проілюструйте ваші відповіді рисунками.

Ðèñ. 2.9
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 95•. Один із суміжних кутів утричі більший за їхню різницю. Визначте ці кути.
 96•. Один із суміжних кутів удвічі менший від їхньої різниці. Визначте ці кути.
 97•. Бісектриса кута А утворює з його стороною кут, який удвічі більший за кут, 

суміжний з кутом А. Визначте кут А.
 98•. Величини двох кутів відносяться, як 1 : 3, а величини суміжних з ними кутів — 

як 4 : 3. Визначте ці кути.
 99•. Визначте величину кута, який утворюють бісектриси двох суміжних кутів.
 100•.  Доведіть, що коли бісектриси двох кутів АОВ і ВОС утворюють прямий кут, 

то точки А, О, С лежать на одній прямій.

 §6. Вертикальні кути

означення.
Два кути називаються âåðòиêàëьíиìи, якщо 
сторони одного з них є доповняльними про
менями до сторін іншого.

Ïри перетині двоõ прямиõ утворþється дві пари 
вертикальниõ кутів.

Справді, кожна із прямиõ точкоþ перетину ділить-
ся на два доповняльниõ промені. Неõаé ці промені 
позначені а, а′ та b, b′ (рис. 2.10). Тоді кути ∠аb 
і ∠а′b′, а також ∠аb′ і ∠а′b — вертикальні.

Назва «вертикальні кути» утворена від латин-
ського слова «vertex», одним зі значень якого є 
«верøина». Отже, у ціé назві відоáражається те, ùо 
вертикальні кути маþть спільну верøину, а не те, 
ùо вони заéмаþть вертикальне, тоáто прямовисне, 
положення. Раніøе застосовувалася áільø влучна 
назва: «протилежні кути».

теорема 
(про вертиêальні êóти).

Вåðòиêàëьí³ êóòи ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Неõаé маємо два вертикальниõ кути 
∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10). Êожен із ниõ є суміжним 
з кутом ∠аb′, а тому в сумі з цим кутом дає 180°:
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опис обкладинки і форзаців

На картині у центрі оáкладинки зоáражено основні прилади для проведеня 
науковиõ досліджень у «дотелескопниé» період, які мали значниé вплив на розвиток 
геометрі¿. Ïраворуч, áіля неáесного глоáуса, із циркулем у лівіé руці, а правицеþ 
вказує на неáо — відомиé астроном Тиõо Браге (1546–1601). Глоáус і сôера у цьому 
підручнику даþть змогу глиáøе зрозуміти геометріþ на плоùині. Ілþстраці¿ запозичені 
з книги: Дуáкова С., Ìаркова Н. Èстория астрономии. — Ì.: Белûé город, 2002.

На згині оáкладинки — картина ôундатора живописного аáстракціонізму Василя 
Êандинського «Ïіки на вигині» (Spitzen im Bogen) (1927 р.). Трикутник áув одним 
з основниõ виражальниõ засоáів у твораõ цього õудожника. Цим він немовáи пере-
носив виняткову роль ціє¿ ôігури із геометрі¿ на аáстрактниé живопис. Ó картині 
прочитується ідея космічності лþдського øляõу, якиé проõодить довкола Землі під 
вітрилами-піками, ùо наповнþþться Сонцем.

На 1-у ôорзаці — гравþра з перøого тому поøирено¿ у ХІХ ст.  чотиритомно¿ праці ôран-
цузького природодослідника і літератора Ëу¿ Фіг’є (1819-1894) «Æиття славетниõ учениõ 
від давнини до дев’ятнадцятого століття з коротким оглядом ¿õніõ праць»  (Louis Figuier.  
Vie des savants illustres depuis l′antiquité jusqu′à dix-neuvième siècle avec l′appréciation 
sommaire de leurs travaux. — 1-e édition, Paris, 1866–1870).

Гравþра відоáражає еліністичну епоõу в історі¿ науки, пов’язану з тріумôом ака-
демічно¿ øколи Ïлатона. Ó тоé час центр науки перемістився з Àôін у єгипетську  
Àлек сандріþ. Саме там Евклід створив сво¿ знамениті «Начала» геометрі¿, а великі 
астро номи Гіппарõ і Ïтолемеé активно застосовували геометріþ в астрономічниõ 
дос лід женняõ.

На 2-у ôорзаці — ôреска італіéського õудожника та арõітектора Ïеллегріно 
Тіáальді (1527–1596) «Спір між академіками (ліворуч) та сто¿ками (ліворуч)» (1592 р.) 
з áіáліотеки монастиря св. Ëоренсо і резиденці¿ іспанськиõ королів (Ескоріалу) по-
áлизу Ìадрида.

Якùо академіки на чолі з Ïлатоном сповідували значуùість для пізнання лиøе ідеаль-
ниõ і вічниõ ідеé, то сто¿ки на чолі із Зеноном Êітіонським головним уважали гар моніéне 
оáлаøтування земного áуття. Відоме ¿õнє порівняння науки з ôруктовим садом, у якому 
логіка — це садова огорожа, ôізика — ôруктові дерева, а етика — плоди.

Ïолемізуþчи ùодо стратегічниõ завдань науки, академіки é сто¿ки незмінно нада-
вали великого значення геометрі¿, ùо é засвідчуþть геометричні атриáути на ціé 
кар тині.



Шановний друже!

Геометрія 7 класу заверøена. Ìи запроøуємо теáе до 8 класу, де ти, з-по-
між інøого, вивчатимеø теорему Ïіôагора і золотиé переріз, які знаменитиé 
астроном Éоганн Êеплер уважав наéцінніøими перлинами геометрі¿. Саме 
¿õ ôранцузькиé õудожник Ëоран Делагір відоáразив на аркуøі в рукаõ музи 
Геометрі¿ на ціé картині.

Лоран Делагір. Алегорія геометрії (1649 р.)
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