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Переднє слово до учнів

Øàíîâí³ äðóç³! Ви розгорнули підручник з геометрі¿, науки, яка споконвіку 
вражала лþдськиé розум своєþ доверøеністþ. З давніõ-давен геометрія 
вважалася непереверøеноþ øколоþ мудрості, вивчення яко¿ розвивало é øлі-
ôувало мислення. Ïереказуþть, ùо над вõодом до Àкадемі¿, яку заснував 
видатниé давньогрецькиé ôілосоô Ïлатон, áуло вирізьáлено напис: «Не заõодь, 
не оáізнаниé з геометрієþ!». 

За ùо ж так цінувалася ця наука? — За те, ùо розвивала мистецтво аргу-
ментаці¿, а аргументація áула основоþ того нового демократичного суспільства, 
яким так пиøалися греки і яке вони всіляко протиставляли сõідним деспотіям. 
Символічно, ùо серед сімоõ сво¿õ легендарниõ мудреців-законодавців, котриõ 
греки вважали сво¿ми дуõовними учителями, на перøому місці вони завжди 
називали ім’я Фалеса, якиé, власне, законодавцем і не áув. Фалес áув ученим 
і, як стверджуþть легенди, довів лиøе декілька простиõ геометричниõ істин. 
Однак цим він продемонстрував здатність лþдського розуму відøукувати 
оá’єктивну істину, і цеé постулат став основоþ заõідно¿ цивілізаці¿.

Îтже, навчаючись геометрії, ви навчатиметеся мистецтвó аргóмен-
тації, яêе є базовою цінністю сóчасного демоêратичного сóспільства.

Ïереміùаþчись «маøиноþ часу» далі, потрапляємо у ХVІІ ст. Виникло нове 
природознавство: Галілеé, Êеплер, Декарт, Ïаскаль, Ньþтон… Давня геометрія 
не тільки не стала осторонь новиõ тенденціé, а é перетворилася на теоретичну 
основу експериментально¿ науки, залиøаþчись водночас основоþ раціона-
лістично¿ ôілосоôі¿. Своєрідне відоáраження ціє¿ ново¿ тенденці¿ знаõодимо 
у мандраõ казкового Гуллівера, героя роману Джонатана Свіôта. Ïриáувøи на 
літаþчиé острів Ëапуту, Гуллівер наéáільøе здивувався тому, ùо все життя 
éого меøканців оáерталося довкола геометрі¿. Навіть ¿õня áуденна мова рясніла 
геометричними термінами. Та якáи Гуллівер áув наøим сучасником, то такого 
подиву, маáуть, у нього не áуло á. Геометричними термінами тепер пронизані 
не тільки природничі і теõнічні науки, а é гуманітарні, мистецтвознавство, 
мова ùоденного спілкування. Ось лиøе наéпоøиреніøі слова, які поáутуþть 
у наøому мовленні é запозичені з геометрі¿: аксіома, паралелі, плоùина, 
вектор, сôера, координати, ôокус, полþс, сектор, вимір, áагатовимірність, си-
метрія тоùо. Ïевна річ, аáи правильно розуміти і вживати ці слова, потріáно 



4 Переднє слово до учнів

знати ¿õніé первісниé геометричниé зміст. «Êнига природи», — як влучно 
сказав ¥алілеé, «написана мовоþ геометрі¿». 

Îтже, навчаючись геометрії, ви прилóчатиметеся до надбань світової 
êóльтóри, ставатимете оáізнаними é компетентними у тиõ питанняõ, в якиõ 
áез цього відчували á сеáе немовáи приáульцями із варварськиõ епоõ.

І ось ми… у ХХІ ст. Êомп’þтерна граôіка і дизаéн, заõмарні арõітектурні 
споруди, моáільниé зв’язок, GPS-навігація, проникнення у глиáини космосу 
і матері¿… Геометричні іде¿ і принципи лежать в основі і циõ надáань. Вивчаþчи 
геометріþ, ви в цьому не раз переконаєтеся.

Îтже, і з праêтичної точêи зорó геометрія необхідна.

Навчання мистецтву аргументаці¿, прилучення до надáань світово¿ куль-
тури і практичні застосування геометрі¿ — це ті основні завдання, які став-
ляться у цьому підручнику. Вони невіддільні одне від одного, як невіддільні, 
рівнозначні і взаємодоповнþþчі Віра, Надія і Ëþáов у õристиянськіé моралі.

Ïогортаéте підручник, і ви навіть за ілþстративним матеріалом помітите, 
ùо кожному із циõ завдань відведено належне місце.

Êрім цього, по всьому тексту ви помітите низку розпізнавальниõ знаків, 
кожен з якиõ має своє символічне значення:

На уроки вас запроøуватиме наø øкільниé дзвоник, перев’язаниé жов-
то-áлакитноþ стрічкоþ.

Руáрику вправ і задач усþди супроводжуватиме áогиня мудрості Àôіна. 
Виáрано рельєôне зоáраження Àôіни з геометричними атриáутами — кут-
ником, циркулем, лініéкоþ і сôероþ, створене Філіппом-Роланом Роландом 
для заõідного ôасаду паризького Ëувра.

Задачі і вправи розміùені в кінці кожного параграôів за порядком наро-
стання ¿õньо¿ складності. Наéпростіøі з ниõ (у тому числі é усні вправи) 
позначені світлим кружечком, а складніøі — темним. Ó кінці кожного роз-
ділу подані типові завдання для контрольниõ роáіт (у двоõ варіантаõ). Óчні, 
які ознаéомляться з ними заздалегідь, áудуть застраõовані від неприємниõ 
«сþрпризів» на контрольніé.
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Чимало задач у підручнику вміùено з розв’язаннями. Відповідна руáри-
ка «Розв’язуємо разом» позначена красномовноþ світлиноþ з учителем 
і ученицеþ, які разом виріøуþть задачу. На поданиõ у тексті прикладаõ 
демонструþться застосування встановлениõ теоретичниõ ôактів, а в окремиõ 
випадкаõ — і корисні нові відомості та загальні підõоди до розв’язування гео-
метричниõ задач.

Ó підручнику є матеріал «Для тиõ, õто õоче знати áільøе». Він розраõова-
ниé на учнів, які вже зараз, не чекаþчи старøиõ класів, õочуть дізнаватися 
про математику áільøе. Ці тексти супроводжуþться портретами геніальниõ 
математиків Ìиõаéла Остроградського і Соôі¿ Êовалевсько¿. Їõніé життєвиé 
øляõ переконливо свідчить, ùо математика однаково доступна як чолові-
кам, так і жінкам, і ùо успіõи в науці не залежать від місця народження: 
Остроградськиé народився на õуторі, а Êовалевська — у столиці.

Êрім навчального матеріалу, підручник містить спеціальну руáрику 
«Сторінки історі¿». Ї¿ супроводжує муза історі¿ Êліо зі знаменито¿ картини 
Генріõа Семирадського «Ïарнас» (картина прикраøає завісу Ëьвівського 
оперного театру). Ìуза тримає книгу é перо, а промовистим поруõом ліво¿ 
руки немовáи запроøує озирнутися назад. Ознаéомлення з поданими у ціé 
руáриці відомостями розøирить ваø кругозір, допоможе зáагнути важли-
ві внутріøні мотиви розвитку математики. À це, у своþ чергу, сприятиме 
глиáøому розуміннþ науки.

Ó кінці кожного розділу подається зведениé перелік усього вивченого теоре-
тичного матеріалу, а в руáриці «Ïеревір сеáе» — питання для самоконтролþ. 
Цþ руáрику супроводжує зоáраження міôічно¿ птаøки-Сôінкса з погруддям 
жінки і тулуáом лева, яка, за переказами, пропускала далі лиøе тиõ подо-
рожніõ, õто правильно відповів на ¿¿ запитання.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàé
äàâí³øиõ, íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Зірка геометрії. 
Фрагмент композиції Ігоря Макаревича та Олени Єлагіної

«Геометрія космосу» (2008 р.)

Зображені у цій композиції креслярські прилади — лінійка, транспортир і косинець — допомагати-
муть нам фіксувати ті основні фігури на площині та їхні властивості, які слугують основою геометрії.



Розділ І
Елементарні геометричні 
фігури та їхні властивості

  Вступ

 «Ìислþ — отже, існуþ» — так коротко оõаракте-
ризував сутність лþдського áуття знаменитиé ôран-
цузькиé ôілосоô і математик XVII ст. Рене Декарт. 
Цим він стверджував, ùо справжнє життя лþдини 
невід’ємне від мислення і неможливе áез нього. 

Ìислення áагатогранне, як áагатогранниé світ 
довкола нас. Зокрема, оскільки ми живемо у просторі, 
то повинні вміти мислити просторовими оáразами. 
Осоáливо, якùо прагнемо не тільки пристосовуватися 
до умов, а é пізнавати, удосконалþвати світ.

Ïросторові оáрази інакøе називаþть ùе формами 
аáо геометричними фігурами. Наука про геоме-
тричні ôігури називається геометрією.

Зародки геометрі¿ виникли дуже давно, ùе 
коли головними просторовими ôормами, з якими 
лþдині доводилося мати справу, áули øляõи та 
ділянки землі. Звідси é назва «геометрія», ùо 
в перекладі з грецько¿ якраз і означає «вимірþ-
вання землі». Ïроте з часом до ціє¿ первісно¿ 
геометрі¿ долучалися нові ôорми. З удосконаленням 
áудівництва геометричні ôорми здіéмалися вгору, з 

Рене Декарт.  
Портрет голландського 

художника Франса Хальса. 
Париж, Лувр.

Урок 
1
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успіõами астрономі¿ — поøирþвалися на космічні 
простори, з розвитком ôізики занурþвалися углиá 
матері¿.

Ïридивіться до áудь-яко¿ арõітектурно¿ споруди і ви 
поáачите, як гармоніéно поєднуþться у ніé численні 
ліні¿ та інøі деталі — відрізки, дуги, кути, трикутники, 
прямокутники, круги, паралелепіпеди, призми тоùо. 
Отже, у вас уже є певниé інструментаріé для осми-
сленого сприéняття просторово¿ конструкці¿. Àле чи 
зможете ви пояснити, як виáрані та взаємопов’язані 
ці деталі, як розраõовані ¿õні розміри? Те саме можна 
спитати стосовно плану ваøого мікрораéону, парку, 
спортивного чи торговельного комплексу.

  À як знаõодять відстані до недоступниõ оá’єктів, 
як визначили розміри Землі та інøиõ планет, як ство-
рþþть геограôічні та астрономічні карти?

Нареøті, як ôункціонує комп’þтерна граôіка — 
цеé невичерпниé сучасниé ресурс для проектування 
é зоáраження геометричниõ ôігур?

Розуміння циõ речеé потреáує значно глиáøого 
вивчення геометрі¿. Ìало закріпити в пам’яті назви 

Фрагмент архітектури 
готичного храму

Ансамбль Маріїнського 
палацу в Києві

Архітектурний проект, побудований засобами 3D комп’ютерної графіки
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геометричниõ ôігур та навчитися ¿õ розпізнавати, на-
віть, зоáражати. Ïотріáно ùе é уявляти, як встанов-
лþþться зв’язки між різними ¿õніми складовими і як 
на основі циõ зв’язків ôігури конструþþться. Це так 
само, як для вправного володіння мовоþ недостатньо 
лиøе певного словникового запасу, а потріáне зна-
ння граматики та синтаксису, аáо як для музично¿ 
творчості недостатньо лиøе нотно¿ грамоти é наáору 
«акордів», а неоáõідне знання основ композиці¿.

Для втілення циõ ідеé вивчення геометрі¿ потріáно 
розпочати з детального вивчення наéпростіøиõ 
геометричниõ ôігур, аáи потім можна áуло крок за 
кроком переõодити до складніøиõ ôігур і відкривати 
те, як ці складніøі конструþþться з наéпростіøиõ.

До наéпростіøиõ геометричниõ ôігур належать 
точки, прямі і плоùини, а також відрізки, промені 
і кути. Ці ôігури é áудуть предметом вивчення 
у цьому розділі.

 §1. Площина. точки і прямі

Площину ми áудемо уявляти у вигляді великого 
аркуøа аáо класно¿ доøки, які можна як завгодно 
продовжити у áудь-якому напрямку. Вважатимемо, 
ùо всі геометричні ôігури розміùені на плоùині. 
Ïлоùина — латинськоþ «планум». Тому ту частину 
геометрі¿, в якіé вивчаþться ôігури на плоùині, нази-
ваþть планіметрією. Стереометрія, тоáто геометрія 
у просторі, вивчається у старøіé øколі.

Наéелементарніøими ôігурами вважаþться точ
ки. Бóдь-яêа інøа фігóра сêладена з точоê. 

Óважається, ùо точка не має розмірів, õоч на 
рисункаõ точки зоáражуþться невеликими кружеч-
ками. Знаменитиé давньогрецькиé учениé Евклід, 
якиé написав перøиé підручник з геометрі¿, називав 
точкоþ «те, ùо не має частин». Точки можна уявляти 
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як сліди на аркуøі від тонко загостреного олівця. На 
площині існóє безліч точоê.

Точки зазвичаé позначаþться великими літерами 
латинського алôавіту. На рис. 1.1 зоáражено деяку 
ôігуру і позначено декілька ¿¿ точок A, B, C, D, E, K, M.

Ще однієþ з наéпростіøиõ ôігур є пряма лі-
нія, аáо просто пряма. Óявлення про пряму дає 
лінія, проведена під лініéку (рис. 1.2). Однієþ з 
наéголовніøиõ властивостеé прямо¿ є те, ùо пряма 
цілком визначається двома сво¿ми точками:

чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи 
ïðÿìó, ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.

Цþ властивість називаþть властивістю прове-
ден ня або побóдови прямої. 

На властивості проведення прямо¿ засновується 
простиé практичниé спосіá для перевірки правильності 
лініéки. Якùо через дві точки провести під лініéку дві 
ліні¿, по-різному розміùуþчи лініéку, як показано на 
рис. 1.3, і ці ліні¿ не зіллþться, то лініéка неправильна. 

Властивість проведення прямо¿ передáачає, ùо 
пряма не має ніяко¿ товùини, áо інакøе кожна 
товùина визначала á своþ лініþ, яка проõодить через 
ті самі точки. Тим часом така пряма має áути єдиноþ.

Ïрямі позначаþть аáо двома великими літерами, 
якими позначені які-неáудь дві точки прямо¿, аáо одні-
єþ малоþ латинськоþ літероþ. На рис. 1.4 зоáражено 
дві прямі — пряму AB (¿¿ можна також позначити 
як ВА) і пряму l.

Як і плоùина, пряма вважається неоáмеженоþ, 
õоча на рисунку, звісно, зоáражується лиøе певна 
оáмежена частина прямо¿. Як і на плоùині, на 
êожній прямій існóє безліч точоê. 

Якùо якась точка лежить на пряміé, то кажуть 
також, ùо ця точка належить пряміé, аáо ùо пряма 
проõодить через цþ точку. На рис. 1.5 зоáражено 
дві точки А і В, які належать пряміé l, а також дві 
точки P і Q, які не належать ¿é.
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Із властивості проведення прямо¿ випливає, ùо дві 
різні прямі можуть мати ùонаéáільøе одну спільну 
точку. Справді, якáи вони мали дві спільні точки, то 
зáігалися á, оскільки через дві точки можна провести 
лиøе одну пряму.

Ïро дві прямі, які маþть одну спільну точку, 
кажуть, ùо вони перетинаються у ціé точці. На 
рис. 1.6 зоáражено дві прямі m і n, які перетина-
þться у точці Р.

Якùо прямі не маþть жодно¿ спільно¿ точки, 
то вони називаþться паралельними (в дослівному 
перекладі з грецько¿ — «éдуть поруч»). На рис. 1.7 
зоáражено паралельні прямі a і b. Скільки á не 
продовжувати зоáраження паралельниõ прямиõ, вони 
ніколи не перетнуться.

Óявлення про плоùину дає не тільки аркуø паперу 
аáо класна доøка. Ïлоùину може представляти áудь-
яка інøа рівна поверõня, наприклад, стола, стелі, 
стіни, підлоги, спортивного маéданчика, навіть просто 
рівно¿ відкрито¿ місцевості.

Так само é точки можуть представлятися не 
тільки слідами від олівця, а é інøими реальними 
оá’єктами, розмірами якиõ можна знеõтувати. Звісно, 
тоді проведення прямиõ виглядатиме по-інøому. На 
цьому ґрунтуþться практичні застосування геометрі¿. 

Наприклад, під час розáивки газонів, доріжок, ôун-
даменту під заáудову тоùо точки ôіксуþть кілками, 
а прямі проводять за допомогоþ мотузок (øнура) 
(рис. 1.8). Àналогічно чинять малярі (рис. 1.9), на-
пинаþчи øнур, змаùениé смолоþ аáо креéдоþ, між 
точками, через які потріáно провести пряму, а потім 
відпускаþчи éого. Ó кожному із такиõ застосувань 
виõодить така соáі «мотузяна» геометрія. 

Ïринципово інакøе діþть геодезисти. Вони ôік-
суþть точки довгими палицями — віõами, а прямі 
«провіøуþть» за допомогоþ візуванням. À саме: 
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визначивøи пряму двома віõами А і В, інøі віõи С, 
D, … ставлять між ними так, ùоáи при спостереженні 
із-за віõи А вони закривали віõу В (рис. 1.10, а). За 
допомогоþ візування проводять і топограôічні зéомки 
для складання планів місцевості аáо «прив’язки» до 
місцевості нового оá’єкта для áудівництва (рис. 1.10, á). 
Таку геометріþ умовно можна назвати «променевоþ», 
оскільки роль прямиõ у ніé відіграþть зорові промені.

Те, ùо «мотузяна» геометрія зáігається із «про-
ме невоþ» — радøе ùаслива випадковість, ніж 
неоáõідність. Неважко уявити соáі такі ôізичні умови, 
при якиõ цього не áуло á. Наприклад, такого не áуло 
á на планеті Ìаленького Ïринца з відомо¿ повісті 
Àнтуана де Сент-Екзþпері (рис. 1.11). Ця планета 
áула дуже маленькоþ, а тому øнур, напнутиé між 
двома ¿¿ точками, відõилявся á від зорового променя 
між ними. Те само стосується é наøо¿ планети Земля, 
якùо áрати ¿¿ у великиõ масøтаáаõ. 
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Для великиõ земниõ масøтаáів існує інøа гео-
метрія — сферична, яка суттєво відрізняється від гео-
метрі¿ на плоùині, тоáто від планіметрі¿. Відмінність 
проявляється уже у властивості проведення прямо¿: 
на сôері можливе таке розміùення двоõ точок, при 
якому через ниõ можна провести áезліч сôеричниõ 
прямиõ. Ви легко зáагнете це, подививøись на глоáус 
і на éого меридіани, які перетинаþться на Ïівнічному 
і на Ïівденному полþсаõ (рис. 1.12).

Вивчаþчи геометріþ на плоùині, ми é далі не раз 
проводитимемо порівняння ¿¿ з геометрієþ на сôері. 
Сôеричну геометріþ започаткували античні астроно-
ми. Для ниõ зручно áуло вважати, ùо неáесні світи-
ла розміùуþться на неáесніé сôері. В астрономі¿ ця 
модель зоряного неáа застосовується é досі. В епоõу 
Великиõ геограôічниõ відкриттів та Відродження, 
сôерична геометрія давніõ астрономів «спустилася» 
з неáесно¿ сôери на земниé глоáус і в такиé спосіá 
стала поруч із прадавньоþ плоùинноþ геометрієþ. 
Яскравим відоáраженням цього нового світогляду 
стали геометричні та астрономічні атриáути у живо-
писниõ та граôічниõ твораõ тіє¿ епоõи.

Вправи і задачі

 1°. Побудуйте з допомогою лінійки пряму і позначте на ній три точки А, В, С. 
Випишіть усі можливі позначення для цієї прямої.

 2°. На рис. 1.13 зображено дві прямі a і b та сім точок.
  1) Як ще можна позначити ці прямі? 
  2) Назвіть точки, які належать прямій à, але не 

належать прямій b.
  3) Назвіть точки, які належать прямій b, але не 

належать прямій a.
  4) Назвіть точки, які належать кожній із прямих.
  5) Назвіть точки, які не належать жодній із прямих.

Жан Леблон. Геометрія.  
Гравюра (1636 р.)

Мартен де Вос. Геометрія.  
Гравюра. Бл. 1600 р.
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 3°. Позначте в зошиті дві точки А і В та проведіть через них пряму. Позначте 
потім дві точки K, L, які належать цій прямій, і дві точки M, N, які не належать 
їй. Що можна стверджувати про взаємне розміщення прямих:

  а) АВ і KL;  б) АВ і KM;  в) KN і BA?
 4°. Проведіть дві прямі, що перетинаються. Позначте ці прямі і точку їхнього 

перетину. Скільки спільних точок можуть мати дві прямі?
 5°. На рис. 1.14 зображено три прямі. Назвіть ці прямі. Які з них перетинаються?
 6°. Побудуйте таке розміщення чотирьох точок А, В, С, 

D, щоб точки А, В, С належали одній прямій і точки 
В, С, D належали одній прямій.

 7. Чи можуть три прямі перетинатися в одній точці? Як 
взагалі можуть розміщуватися три прямі, щоб кожні 
дві з них перетиналися? Зробіть відповідні рисунки.

 8. Проведіть пряму, а потім ще три прямі, які її 
перетинають. Які можливі харак терні випадки 
взаємного розміщення усіх цих прямих?

 9. На рис. 1.15 відображено спосіб перевірки якості 
обробки рейки за допомогою візування. Як би ви 
його пояснили?

 10. Прямі l і m перетинаються в точці О, М — якась 
точка прямої m. Чи може точка М належати прямій l?

 11. Скільком прямим може належати одна взята точка; 
дві взяті точки; три взяті точки; п’ять узятих точок?

 12. На рис. 1.16 відображений один із так званих 
обманів зору (зорову ілюзію): лінії АВ і СD ви-
даються вигнутими, хоча насправді вони прямі. 
Виконайте цей рисунок у зошиті і перевірте, чи 
викликатиме він такий самий обман зору.

  13•. Позначте в зошиті дві точки А і В. Скільки прямих 
можна провести через точку А? Скільки — через 
точку В? Скільки — через обидві точки А і В? Чи 
можете ви обґрунтувати свої твердження?

 14•. Позначте в зошиті чотири точки А, В, С, D так, як 
показано на рис. 1.17, а потім через кожні дві з 
них проведіть пряму. Скільки всього прямих буде 
проведено? Чи завжди чотири точки визначати-
муть таку кількість прямих? Розгляньте можливі 
випадки.

 15•. а) Проведіть такі чотири прямі à, b, c, d, щоби прямі 
a, b, c проходили через одну точку і прямі b, c, d 
проходили через одну точку.

  б) Будь-які дві із чотирьох прямих перетинаються. 
Скільки може бути точок перетину? Зобразіть усі 
можливі випадки.
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15§2. Відрізки, промені та півплощини

 §2. Відрізки, промені та півплощини

Друга головна властивість прямо¿, поряд із 
властивістþ поáудови (проведення), стосується роз-
мі ùення точок на ніé.

Ïодивіться на рис. 1.18. На пряміé l позначено 
три точки А, В, С, причому одна, і тільки одна з ниõ, 
а саме, точка С, лежить між двома інøими — між 
точками А і В. Таке справджується для áудь-якиõ 
трьоõ точок прямо¿:

³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëå
æиòь ì³æ äâîìà ³íøиìи.

Цþ властивість називаþть основною властиві-
стю розміщення точоê на прямій. 

Якùо точка С лежить між точками А і В (див. 
рис. 1.18), то кажуть також, ùо точки А і В лежать 
по різні áоки від точки С, аáо ùо точки С і В лежать 
з одного боêó від точки А, а точки А і С — з одного 
боêó від точки В.

Як і властивість проведення прямо¿, властивість 
розміùення точок на пряміé теж не виконувалася 
á у геометрі¿ на планеті Ìаленького Ïринца (див. 
рис. 1.11). Справді, про кожну з трьоõ точок А, В, 
С, розміùениõ на ліні¿, яка на поверõні кулі відіграє 
роль прямо¿, наприклад, на екваторі (рис. 1.19), 
можна сказати, ùо вона лежить між двома інøими.

Використовуþчи властивість розміùення точок на 
пряміé, можна означити перøі ôігури, які у цьому 
сенсі є поõідними від основниõ ôігур, тоáто від точок 
і прямиõ. Це — відрізки і промені. 

Îзначити аáо дати означення ôігури — це опи-
сати властивості ціє¿ ôігури, які даþть змогу (спо-
сіá) вирізняти ¿¿ з-поміж інøиõ ôігур аáо проводити 
поáудову.

Візьмемо на пряміé а дві точки А і В (рис. 1.20). 
Ними визначається сукупність точок М ціє¿ прямо¿, 
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які лежать між точками А і В. Óсі ці точки утворþ-
þть відрізок.

означення.
В³äð³çêîì називається частина прямої, що 
складається з усіх точок цієї прямої, які ле
жать між двома її точками, разом із цими 
точками. Ці точки називаються ê³íцÿìи 
відрізка, а всі решта точок називаються âíó
òð³øí³ìи òîчêàìи відрізка.

Ïозначення відрізків утворþþться з позначень 
¿õніõ кінців. Інколи відрізки позначаþть і однієþ 
малоþ літероþ.

На рис. 1.20 зоáражено відрізок АВ прямо¿ а, 
А і В — éого кінці, М — внутріøня точка.

Візьмемо тепер на пряміé три точки А, Î, В; неõаé 
точка Î лежить між точками А і В (рис. 1.21). Цими 
точками визначаться дві сукупності: 1) сукупність точок 
Х прямо¿, які відносно точки Î лежать з того самого 
áоку, ùо é точка А; 2) сукупність точок Y прямо¿, 
які відносно точки Î лежать з того самого áоку, 
ùо é точка В. Такі сукупності точок називаþться 
променями аáо півпрямими.

означення.
Пðîìåíåì (або ï³âïðÿìîю) називається 
частина прямої, що складається з усіх 
точок цієї прямої, які лежать з одного боку 
від деякої її точки, разом із цією точкою. 
Ця точка називаються початком променя, 
а всі решта точок називаються внутрішніми 
точками променя.

Ïозначаþть промені двома великими літерами, з 
якиõ перøа вказує на початок променя, а друга — 
на яку-неáудь внутріøнþ éого точку. Часто промені 
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позначаþть і однієþ малоþ літероþ — так само, як 
прямі.

На рис. 1.21 точка Î служить початком для двоõ 
променів: ÎА (éого можна позначити і як OX) та ÎВ 
(éого можна позначити і як OY).

Ó назві «промінь» відоáражена цілком певна 
сõожість між геометричним і світловим аáо зоровим 
променями: усі ці промені маþть початок, але не 
маþть кінця, і є прямолініéними.

На пряміé існує два різні промені, ùо маþть 
спільниé початок, тоáто цим початком пряма ніáи 
розáивається на дві половини. Звідси é назва 
«півпряма» для кожно¿ з ниõ. 

означення.
Два різні промені однієї прямої зі спільним 
початком називаються äîïîâíÿëьíиìи (або 
âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи). 

Отже, áудь-яка точка прямо¿ розáиває ¿¿ на два 
взаємно доповняльні промені.

Щось сõоже відáувається з плоùиноþ, коли на 
ніé провести пряму: пряма розáиває плоùину на дві 
півплоùини.

Ïодивіться на рис. 1.22. На ньому точки А і В 
лежать з одного áоку від прямо¿ l, а точка С — з ін-
øого. Відповідно, відрізок АВ, ùо сполучає точки А 
і В, не перетинає прямо¿ l, а відрізки СА і СВ, ùо 
сполучаþть точку С з точками А і В, перетинаþть ¿¿. 

Інакøе це ôормулþþть так: точки А і В лежать 
в одніé півплоùині з граничноþ прямоþ l, а точки 
А і С та В і С — у різниõ півплоùинаõ.

Отже, маємо таку основнó властивість роз мі-
щення точоê відносно прямої на площині:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³âïëî
щиíи, щî ìàюòь ñï³ëьíó ãðàíичíó ïðÿìó.

Ðèñ. 1.22
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Знову ж таки, незважаþчи на «очевидність», ця 
властивість теж украé важлива для планіметрі¿. 
Щоправда, на підтвердження цього ми вже не мо-
же мо навести приклад геометрі¿ на планеті Ìалень-
кого Ïринца: як показує рис. 1.23 (порівняé éого 
з рис. 1.22), на поверõні кулі ця властивість теж 
виконується. À от на кільцеподіáніé планеті, яку 
гіпотетично можна уявити утвореноþ, наприклад, 
унаслідок згуùення кілець Сатурна (рис. 1.24), вона 
уже не виконувалася á. Справді, «пряма» l, яка про-
õодить по зовніøньому оáводу кільця, не розáиває 
éого поверõнþ на дві частини: з точки А у точку В 
можна переéти через внутріøніé áік.

Отже, якùо ми õочемо відмежуватися від геометріé 
такиõ світів, а розáудовувати геометріþ свого світу, 
то неодмінно маємо зважати на зазначену основну 
властивість розміùення точок на плоùині.

розв’язуємо разом

Задача. 
Неõаé А, В, С — довільні три точки на плоùині, 
ùо не лежать на одніé пряміé (рис. 1.25). Неõаé 
пряма l перетинає відрізки АВ і АС у внутріøніõ 
точкаõ. Оáґрунтувати, ùо тоді пряма l не може 
перетинати відрізка ВС.

A

C
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Розв’язання. Звернімо увагу на півплоùини, на 
які пряма l розáиває плоùину. Оскільки відрізок АВ 
перетинає пряму l, то точки А і В лежать у різниõ 
півплоùинаõ. Так само у різниõ півплоùинаõ лежать 
точки А і С. Тоді виõодить, ùо точки В і С лежать 
в одніé півплоùині — у тіé, яка не містить точки А. 
Якùо ж кінці відрізка ВС лежать в одніé півплоùині, 
то сам цеé відрізок не перетинає гранично¿ прямо¿ l. 
Оáґрунтування заверøене.  

Вправи і задачі

 16. На прямій позначено точки M, P, N, Q (рис. 1.26). 
Які із цих точок лежать між точками: 

  а) М і Q;  б) М і N;  в) Р і Q;   
г) N і Q? 

  Чи є серед цих чотирьох точок такі три, які лежать 
з одного боку від четвертої. Назвіть такі пари точок, 
які лежать по різні боки від точки Р.

 17°. Проведіть пряму і позначте на ній дві точки А і В. Потім позначте кілька точок, 
які:

  1) належать відрізку АВ;
  2) належать променю АВ, але не належать відрізку АВ;
  3) належать променю ВА, але не належать променю ВА;
  4) не належать ні променю АВ, ні променю ВА.
 18°. На прямій l точки L і M лежать по різні боки від точки К. Чи може точка M 

лежати між точками К і L? Як розміщені точки К і М відносно точки L?
 19°. Точки Е і F лежать на прямій по один бік від точки D. Яка із цих точок, і чому, 

не може лежати між двома іншими?
 20°. На прямій точка С лежить між точками А і В. Чи є 

взаємно доповняльними  такі промені: а) АВ і ВА; 
б) АВ і СВ; в) ВА і ВС; г) СА і СВ; ґ) ВА і СВ?

 21. Які із зображених на рис. 1.27 променів a, b, c, d, e 
перетинають відрізок АВ?

 22. На прямій позначено три точки Х, Y і Z, причому 
точки Х і Z лежать по один бік від точки Y, а точки 

Ðèñ. 1.25
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Y і Z — по один бік від точки Х. Котра із цих трьох точок лежить між двома 
іншими?

 23. Точка М лежить на промені LN, а точка L — на промені NM. Котра із трьох 
точок L, M, N лежить між двома іншими?

 24. Чи можуть два промені однієї прямої не бути взаємно доповняльними?
 25. Чи можуть два промені мати єдину спільну точку і при цьому не бути взаємно 

доповняльними?
 26. Обґрунтуйте, що коли точка Х належить відрізку АВ, то вона належить і про-

меню АВ. Чи істинне обернене твердження: якщо точка Х належить променю 
АВ, то вона обов’язково належить і відрізку АВ?

 27. Дано пряму і три точки L, M, N, що не лежать на цій прямій. Відомо, що 
відрізок LM перетинає пряму, а відрізок LN не перетинає її. Чи перетинає 
пряму відрізок MN? Обґрунтуйте свою відповідь.

 28. Проведіть пряму і позначте дві точки в одній півплощині відносно цієї прямої 
і три точки в іншій. Проведіть ті відрізки з кінцями у позначених точках, які 
перетинають проведену пряму. Скільки вийшло відрізків? Чи залежить ця 
відповідь від конкретного розміщення точок?

 29. Проведено пряму і позначено чотири точки А, В, С, D, що не лежать на ній. 
Чи перетинатиме відрізок АD пряму, якщо:

  а) АВ, ВС і СD перетинають пряму;
  б) відрізки АС і ВС перетинають пряму, а відрізок ВD не перетинає;
  в) відрізки АВ і СD перетинають пряму, а відрізок ВС не перетинає;
  г) відрізки  АВ і СD не перетинають пряму, а відрізок ВС перетинає;
  ґ) відрізки АВ, ВС і СD не перетинають пряму;
  д) відрізки АС, ВС і ВD перетинають пряму?
  Кожний випадок проілюструйте рисунком.
 30•. Перелічіть і зобразіть на рисунках усі можливі випадки взаємного розміщення 

двох променів на одній прямій.
 31•. Скільки всього відрізків визначається чотирма точками, позначеними на одній 

прямій?
 32•. На прямій позначено три точки А, В, С. Скільки різних позначень для проме-

нів можна утворити за допомогою літер А, В, С? Скільки серед відповідних 
їм променів буде різних? Як зміниться відповідь на друге запитання, якщо 
точки А, В, С не лежатимуть на одній прямій?

 33•. Точки А, В, С, D не лежать на одній прямій. Відомо, що пряма АВ перетинає 
відрізок СD, а пряма СD перетинає відрізок АВ. Обґрунтуйте, що відрізки АВ 
і СD перетинаються.

 34•. Відомо, що відрізки АВ і СD перетинаються. Обґрунтуйте, що тоді відрізки 
АС і ВD за жодних умов не можуть перетинатись. 
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 §3. Вимірювання і відкладання відрізків

Видатниé учениé-õімік і метролог Д.І. Ìенделєєв 
лþáив повторþвати, ùо справжня наука починається 
тоді, коли починаþть вимірþвати.

Вимірþвання у геометрі¿ розпочинається з вимі-
рþвання довжин відрізків. 

Якùо розглядати цþ проáлему з вузькопрактично¿ 
точки зору, то ¿¿ виріøення спряжене з двома 
неаáиякими трудноùами. Ïерøа трудність поля-
гає у запровадженні єдиного масøтаáу (еталона 
довжини), а друга — у заáезпеченні належно¿ 
точності самого вимірþвання. Деùо про це можна 
дові датися з історичного нарису, вміùеного у кінці 
цього параграôа. Однак у теоретичніé геометрі¿ 
від циõ суто практичниõ аспектів аáстрагуþться, 
вважаþчи, ùо єдиниé масøтаá (наприклад, метр, 
дециметр, сантиметр тоùо) уже запроваджениé і ùо 
можливе аáсолþтно точне вимірþвання, навіть якùо 
для цього потріáні не тільки десяті, а é соті, тисячні 
і так далі частини основного еталона. 

Одним із наéпоøиреніøиõ інструментів для вимі-
рþвання довжин є лініéка з нанесеноþ на ¿¿ краé 
сантиметровоþ і міліметровоþ øкалоþ. Незважаþчи 
на простоту, лініéка дає змогу наочно проілþструвати 
ті властивості вимірþвання та відкладання відрізків, 
які для геометрі¿ є основними. 

На рис. 1.28, а) відоáражено вимірþвання 
відрізків АВ і АС, довжини якиõ менøі від 
довжини лініéки: АВ = 5 см; АС = 7 см 2 мм = 
= 7,2 см.

На рис. 1.28, á) відоáражено вимірþ-
вання відрізка АВ, довжина якого áільøа 
за довжину лініéки. Цеé відрізок розáива-
ється на два відрізки АМ і МВ, потім дов-
жина кожно¿ частини вимірþється окремо, 

Д.І. Менделєєв у мантії 
професора Единбурзького 

університету. 
Портрет Іллі Рєпіна.

Ðèñ. 1.28

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2

á)

A M B

1 2 3 4 5 6 7 8 9

à)

A B C

Урок 
4



22 Розділ І. Елементарні геометричні фігури та їхні властивості

а результати підсумовуþться: АВ = АМ + МВ = 
= 10 см + 2 см = 12 см.

Отже, маємо таку основнó властивість вимі рю-
вання відрізêів:

êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðà
æà ºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà 
äîð³âíюº ñóì³ äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçби
âàºòьñÿ бóäьÿêîю ñâîºю âíóòð³øíьîю òîчêîю.

Довжину відрізка називаþть також відстанню 
між éого кінцями. На рис. 1.28, а) відстань між точ-
ками А і С дорівнþє 7,2 см, а на рис. 1.28, á) відстань 
між точками А і В дорівнþє 12 см.

означення. 
Якщо відрізки мають однакову дов жину, то 
вони називаються ð³âíиìи. 

На рис. 1.29 зоáражено два рівниõ відрізки АВ 
і СD; кожен із ниõ має довжину 3 см. 

Рівність відрізків записується з допомогоþ 
звичаéного знака рівності, наприклад: АВ = СD. 

На рисункаõ рівні відрізки приéнято позначати 
однаковоþ кількістþ рисочок.

означення.
Точка, яка ділить відрізок на дві рівні час
тини, називається ñåðåäиíîю â³äð³çêà.

На рис. 1.30 відрізки АМ і МВ рівні між соáоþ, 
отже, точка М — середина відрізка АВ.

Ó геометрі¿, а також і в практиці, часто доводиться 
відкладати відрізки, які маþть певну довжину.

На рис. 1.31 на промені l від éого початку Î за 
допомогоþ лініéки відкладено відрізок ÎА завдовжки 
4,5 см.

Відрізки можна відкладати é за допомогоþ 
інøиõ засоáів, наприклад, використовуþчи лініéку 
і циркуль: спочатку з використанням лініéки 
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ôіксується відповідниé розõил циркуля (рис. 1.32, а), 
а потім цеé розõил «переноситься» на промінь 
(рис. 1.32, á). Звісно, від спосоáу відкладання резуль-
тат не залежить.

Отже, справджується така основна властивість 
відкладання відрізків:

на бóдь-яêомó промені від його початêó можна 
відêласти відрізоê бóдь-яêої заданої довжини, і при -
томó — тільêи один.

Відзначимо два важливиõ наслідки з основниõ 
властивостеé вимірþвання і відкладання відрізків.

1. Неõаé маємо два рівниõ відрізки АВ і СD 
(рис. 1.33). Рівність циõ відрізків означає, ùо вста-
новлено ¿õні довжини і вони виявилися рівними. 
Візьмемо тоді промінь l з початком С, якиé містить 
відрізок СD. Відрізок СD áуде відкладеним на цьому 
промені. Якùо ж ми відкладемо від точки С ùе é 
відрізок АВ, то дістанемо тоé самиé відрізок СD, 
оскільки відрізок з такоþ довжиноþ можна відкласти 
лиøе один. Ó результаті відрізок АВ немовáи 
суміститься з відрізком СD.

Отже, ÿêщî â³äð³çêи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà 
ñó ì³ñ òи òи.

2. Неõаé тепер маємо два нерівниõ відрізки 
АВ і СD, причому довжина відрізка СD áільøа за 
довжину відрізка АВ (рис. 1.34). Якùо ми так само, 
як у попередньому випадку, відкладемо на промені 
СD відрізок СВ ′, рівниé за довжиноþ відрізку АВ, 
то точка В ′ неодмінно áуде внутріøньоþ точкоþ 
відрізка СD. Справді, зáігатися з точкоþ D вона не 
може, áо для цього відрізки АВ і СD маþть áути 
рівними. Якáи ж вона розмістилася ззовні відрізка 
СD, то тоді відрізок СВ ′ дорівнþвав áи сумі відрізків 
СD і DВ ′ і тому мав áи довжину, áільøу за довжину 
відрізка СD, а тому é за довжину відрізка АВ, ùо 
неможливо.
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Отже, ÿêщî íåð³âí³ â³äð³çêи â³äêëàñòи íà 
îäíîìó é òîìó ñàìîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó, 
òî â³äð³çîê ç ìåíøîю äîâæиíîю бóäå чàñòиíîю 
â³äð³çêà ç б³ëь øîю äîâæиíîю.

Відповідно до цього, якùо довжина відрізка СD 
áільøа за довжину відрізка АВ, то кажуть, ùо é сам 
відрізок СD áільøиé за відрізок АВ, і записуþть: 
СD > АВ. Тоді ж відрізок АВ уважається менøим від 
відрізка СD, і це записується так: АВ < CD.

розв’язуємо разом

Задача. 
Чи можуть точки А, В, С лежати на одніé пряміé, 
якùо АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см?

Розв’язання. Якùо три точки Х, Y, Z лежать на 
одніé пряміé, то одна, і тільки одна, з ниõ лежить між 
двома інøими. Неõаé точка Y лежить між точками 
X і Z (рис. 1.35). Це означає, ùо точка Y належить 
відрізку XZ. Тоді, за властивістþ вимірþвання 
відрізків, 
	 XZ = XY + YZ.

Отже, XZ — наéдовøиé із трьоõ відрізків XY, YZ 
і XZ, які попарно сполучаþть три точки X, Y, Z, і він 
дорівнþє сумі двоõ інøиõ відрізків.

Ó наøому випадку наéдовøим є відрізок АС = 10 см, 
однак він не дорівнþє сумі двоõ інøиõ відрізків, 
оскільки АВ + ВС = 5 + 7 = 12 (см). Отже, точки 
А, В, С не можуть лежати на одніé пряміé.

Ðèñ. 1.35
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Вправи і задачі

 35°. Виміряйте і запишіть результати вимірювання для 
усіх відрізків, зображених на рис. 1.36.

 36°. Проведіть у зошиті промінь з початком у точці О, 
а потім відкладіть на цьому промені відрізки ОА = 
= 6 см і ОВ = 2,8 см. Чому дорівнює довжина від-
різка ВА? Визначте її двома способами.

 37°. Проведіть промінь АX, відкладіть на ньому відрізок 
АВ завдовжки 4 см і за допомогою лінійки знайдіть 
його середину С. Потім побудуйте такий відрізок АD, щоб точка В була його 
серединою. Чому дорівнюють довжини відрізків АС і АD?

 38°. На прямій точка N лежить між точками L і M. Який з відрізків з кінцями у цих 
точках, має найбільшу довжину?

 39°. Порівняйте на око довжини відрізків  АВ і СD на рис. 1.37 та АВ і ВС на 
рис. 1.38, а потім перевірте свої враження вимірюванням.

 40°. Точка С належить відрізку АВ (рис. 1.39). Визначте довжину відрізка:
  а) АВ, якщо АС = 4,5 см, СВ = 2,7 см;
  б) АС, якщо СВ = 3,6 см, АВ = 9,3 см;
  в) СВ, якщо АС = 5,1 см, АВ = 8 см.
 41°. На прямій по різні боки від точки О відкладені відрізки ОА = 3 см і ОВ = 5 см. 

Чому дорівнює відстань між точками А і В?
 42°. Точка О розміщена між точками А і В і віддалена від них на відстанях 2,4 см 

і 3,6 см. Чому дорівнює відстань між точками А і В?
 43. Рівні відрізки АВ і ВС розміщені на одній прямій. Котра із точок А, В, С лежить 

між двома іншими?
 44. Точки А, В, С лежать на одній прямій і відрізок ВС більший за відрізок ВА. 

Яка із цих трьох точок може лежати між двома іншими?

Ðèñ. 1.36
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 45. Чи можуть точки L, M, N лежати на одній прямій, якщо:
  а) LM = 3 см, LN = 7 см, MN = 9 см;
  б) LM = 3 см, LN = 6 см, MN = 9 см?
  Якщо можуть, то зобразіть це на рисунку.
 46. Точки С ділить відрізок АВ завдовжки 28 см на частини, різниця яких дорівнює 

6 см. Визначте довжини відрізків АС і СВ.
 47. Довжина відрізка дорівнює 28 см. На яких відстанях від кінців відрізка роз-

міщені точки, які ділять його у відношенні 3 : 4?
 48. Точка С — середина відрізка АВ, а точка D — середина відрізка АС. Визначте 

довжину відрізка АВ, якщо ВD = 8 см.
 49. Точки В і С належать відрізку АD, що має довжину 12 см. Відомо, що АВ = 6 см, 

а СD = 8 см. Визначте довжину відрізка ВС.
 50•. Точки А, В, С лежать на одній прямій. Визначте довжину відрізка ВС, якщо 

АВ = 3,3 см, АС = 4,7 см. Скільки розв’язків має ця задача?
 51•. Точка В належить променю ОА, причому ОВ = 10 см, АВ = 4 см. Визначте 

довжину відрізка ОА. Розгляньте два випадки.
 52•. На промені з початком О позначені точки А, В, С так, що ОА = 5 см, АВ = 6 см, 

ВС = 3 см. Визначте можливу відстань між точками О і С.
 53•. Точки А, В, С, D лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 13 см, ВС = 8 см, 

СD = 6 см. Визначте найбільшу і найменшу з можливих відстаней між точками 
А і D.

 54•. Точка ділить відрізок на дві частини, відстань між серединами яких дорівнює 
5 см. Чому дорівнює довжина відрізка?

 55•. Точка С належить відрізку АВ. Обґрунтуйте, що відстань між серединами 
відрізків АС і СВ не залежить від розміщення точки С. Чому вона дорівнює, 
якщо довжина відрізка АВ дорівнює 16 см?  

 56•. Відрізки АВ і СD лежать на одній прямій і мають спільну середину. Обґрун-
туйте, що тоді відрізки АС і ВD — рівні. Чи можна стверджувати, навпаки, 
що коли відрізки АВ і СD лежать на одній прямій, а відрізки АС і ВD рівні, то 
відрізки АВ і СD мають спільну середину?
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Ñ  ò  î  ð  ³  í  ê  è    ³  ñ  ò  î  ð  ³  ¿ 

як вимірювали довжини у різні часи

Сучасна лþдина зазвичаé не задумується над 
тим, ùо ті численні áлага цивілізаці¿, якими вона 
користується, заáезпечені невтомноþ працеþ всього 
лþдства упродовж віків. Характерним прикладом 
є вимірþвання довжин і відстанеé. Хто тепер не 
знає, ùо довжини, які сумірні з ростом лþдини, 
ви мі рþþть у сантиметраõ, áільøі — у дециметраõ 
і метраõ, великі відстані — у кі лометраõ, а маленькі 
проміжки — у міліметраõ? Хто не знає, ùо між цими 
одиницями існуþть дуже прості співвідноøення, які 
виражаþться множенням чи діленням на степінь числа 
10? Нареøті, õто не знає, ùо для проведення самиõ 
вимірþвань використовуþться прості прилади — 
лініéки, стрічки, складні метри, рулетки тоùо? І кожна 
лþдина, в якіé áи частині світу не проживала, узявøи 
один із такиõ приладів, може легко перевірити вказані 
áудь-де розміри аáо закласти потріáні розміри у 
виріá, якиé зáирається виготовляти. Àле так áуло не 
завжди. Більøу частину своє¿ історі¿ лþдство не мало 
загальноприéнятиõ мір.

1. Перші еталони — в людині
Ïерøими мірами довжини, природно, служили 

частини лþдського тіла — наéчастіøе рук і ніг.
Ще давні єгиптяни, вавилоняни та інøі народи 

застосовували таку міру, як ліêоть, ùо дорівнþвала 
відстані від ліктя до кінця розпрямленого середнього 
пальця руки. Ëіктями, зокрема, дуже зручно вимі-
рþвати мотузки та відрізи тканини. Ïовниé оáерт 
тканини довкола ліктя називався подвійним ліêтем. 
Ця міра теж застосовувалася у áагатьоõ народів.

Ëікоть не мав стало¿ величини. Ó різниõ державаõ 
і в різні часи застосовувалися різні лікті. Навіть в 
одніé державі в один час могли існувати різні лікті. 

Міра лікоть
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Наéдовøим зазвичаé áув царськиé лікоть, якиé 
застосовувався при зáорі податі.

Ó руськіé державі міра, аналогічна ліктþ, називалася 
арøином. Відомиé росіéськиé історик і письменник 
Ì.Ì. Êарамзін (1766−1826) уважав, ùо ця назва 
áула запозичена внаслідок торгівлі зі сõідними наро-
дами. Зокрема, у персів лікоть називався «арøі». 
Недоáросовісні купці часто по-своєму тлумачили цþ 
міру. Звідси áере свіé початок відомиé вислів «міряти 
на свіé арøин», ùо означає «по-своєму підõодити до 
справи, пильнувати сво¿ інтереси».

Дріáніøими від ліктя та арøина мірами довжини 
áули: долоня (наприклад, в þде¿в, áританців), êóлаê 
(в араáів) і п’ядь (у давніõ русичів).

Долоня — це øирина кисті руки. Ó класичніé анг-
ліéсь кіé літературі часто зустрічаþться оповіді про 
вимірþвання висоти конеé саме долонями.

Ìала п’ядь — це відстань від кінця великого пальця 
до кінця вказівного, а велика п’ядь — відстань від кінця 
великого пальця до кінця мізинця при наéáільøому 
можливому ¿õньому розведенні. Ï’яді зустрічаþться 
уже в актаõ XIV ст. Вважалося, ùо в арøині містяться 
4 п’яді. Тому п’ядь часто називалася також чверткоþ. 
З п’яддþ пов’язаниé крилатиé вислів: «Берегти кожну 
п’ядь рідно¿ землі».

Ще дріáніøоþ міроþ довжини áув палець (наприк-
лад, у вавилонян) і дюйм (в англо-саксонськиõ наро дів). 
Цілком природно, ùо долоня дорівнþвала 4 пальцям.

Дþéм початково вважався рівним довжині суглоáа 
великого пальця. Ïро це говорить і сама назва: 
слово duim голландськоþ мовоþ якраз і означає 
«великиé палець».

На початку XVII ст. указом росіéського царя Ïетра І 
áула встановлена відповідність між традиціéними 
росіéськими і новими англіéськими мірами — «заради 
краùо¿ узгодженості з європеéськими народами 
у трактатаõ і контрактаõ». Відповідно до цього указу, 
1 арøин прирівнþвався до 28 англіéськиõ дþéмів.

Іùе з часів Êи¿всько¿ Русі на укра¿нськиõ земляõ 
застосовувалася така міра довжини, як сажень. Ïро 

Міра долоня

Міра палець
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це, зокрема, свідчить і Нестор-літописець. Слово 
«сажень» мало первісну ôорму «сяжень». Тому 
éмовірно, ùо воно поõодило від дієслова «сягати».

Розрізняли маховий сажень, ùо дорівнþвав 
роз маõу рук, і êосий сажень, рівниé відстані від 
п’яти право¿ ноги до кінців пальців витягнуто¿ вгору 
ліво¿ руки. Звичаéно, косиé сажень áув áільøим від 
маõового. Тому про кремезниõ чоловіків (зокрема, 
про казковиõ геро¿в) казали, ùо вони маþть «косиé 
сажень у плечаõ». Інколи таке порівняння можна 
почути é нині.

Ó XVII ст. áуло узаконено, ùо міра 1 сажень становить 
3 арøини, ùо на ниніøніé вимір дорівнþє 2,13 м. 
Зокрема, в «Соáорному укладі» 1649 року сказано: 
«À сажень, ùоá міряти землþ чи ùось інøе, — роáити 
на три арøини, а áільøе аáо менøе трьоõ арøинів 
сажнів не роáити». На відміну від косого та маõового 
сажнів, цеé новиé сажень називався царсьêим аáо 
êазенним.

Наéпоøиреніøоþ з мір, пов’язаниõ з ногоþ 
лþдини, є фóт. Він дорівнþє середніé довжині 
ступні доросло¿ лþдини (англіéське foot якраз і означає 
«нога», «ступня»). Ця міра теж застосовувалася у 
різниõ народів. В Àнглі¿ ôут áув узаконениé разом 
із дþéмом у XIV ст. королем Едвардом ІІ: 1 ôут 
вважався рівним 12 дþéмам, ùо на ниніøніé вимір 
становить 30,48 см. Французькиé королівськиé 
ôут (якиé теж поділявся на 12 дþéмів і áув у Франці¿ 
основноþ міроþ довжини аж до введення метра), 
мав довжину 32,5 см.

Не менø цікаве поõодження основно¿ міри довжини 
в англо-саксонськиõ народів — ярда. Ця міра 
áула узаконена англіéським королем Генріõом І ùе у 
1101 році. Згідно з легендоþ, 1 ярд — це відстань від 
кінчика носа цього короля до кінця середнього пальця 
éого витягнуто¿ руки. Щоправда, за інøоþ версієþ 
прооáразом ярда став меч Генріõа І. 1 ярд уважається 
рівним 3 ôутам. На даниé час — це приáлизно 91 см.

Міра фут

Міра ярд
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2. Еталон — ячмінна зернина
Ó 1324 р. англіéськиé король Едвард ІІ уточнив 

величину дþéма. Згідно з королівським указом, 1 дþéм 
дорівнþвав «довжині трьоõ ячмінниõ зернин, узятиõ 
із середньо¿ частини колоска і прикладениõ одне до 
одного сво¿ми кінцями». À в англіéському поáуті ùе é 
досі залиøилася мірка «ячмінне зерня», ùо дорівнþє 
третині дþéма. Цікаво згадати, ùо улþáлена дітьми 
Дþéмовочка — малесенька дівчинка з одноéменно¿ 
казки Àндерсена, яка могла жити у квітці і мала зріст 
1 дþéм, народилася саме з ячмінно¿ зернини.

Ó XVI ст. відомиé тогочасниé учениé Христоô 
Êлавіé (1537−1612) запропонував уточнити розміри 
ôута за допомогоþ тиõ самиõ ячмінниõ зернин. 
Ïоловину ôута, за Êлавієм, мали визначати 64 
зернини, прикладені одна до одно¿ упоперек. Це давало 
змогу дуже просто відтворþвати довжину еталона 
у áудь-якому місці, оскільки товùина ячмінниõ 
зернин дуже стаáільна (значно стаáільніøа від ¿õньо¿ 
довжини, яку застосовували для визначення дþéма), 
а велика кількість узятиõ зернин практично повністþ 
згладжувала індивідуальні відõилення від середньо¿ 
величини. До того ж, число 64 є степенем двіéки. À 
це давало змогу простим діленням навпіл діставати 
менøі долі ôута.

3. ×ас як відстань
Ïринципово інøі спосоáи застосовувалися 

для встановлення одиниць вимірþвання великиõ 
відстанеé. Вони пов’язувалися з ураõуванням часу 
на ¿õнє подолання. Наприклад, такоþ áула міра 
довжини стадій. Óважається, ùо ця міра виникла у 
Давньому Вавилоні. Достеменно відомо, ùо стадіями 
вимірþвали відстані давні греки. Зокрема, від цього 
слова утворилося сучасне слово «стадіон».

За переказами, стадіé дорівнþвав відстані, яку 
доросла лþдина проõодить розміреним кроком за 
проміжок часу від появи перøого сонячного променя 
при сõоді сонця до того моменту, коли весь сонячниé 
диск повністþ зіéде над горизонтом. Оскільки доáре 

Õристоф Êлавіé  
(Êлавіé Øлþссель)  

(1537–1612) — італійський 
математик німецького 

походження. Íайбільøе 
відомий як керівник проекту 
з уведення Григоріанського 
календаря, яким увесь світ 

користується й понині.
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відомо, ùо сõід сонця триває 2 õв, то, враõовуþчи 
середнþ øвидкість піøоõода, легко діéти висновку, 
ùо величина стадія переáувала в межаõ від 160 до 
195 метрів.

Відомо, ùо вавилоняни ділили свіé стадіé на 360 
ліктів. À оскільки лікоть у ниõ приáлизно дорівнþвав 
54 см, то звідси неважко вивести, ùо довжина 
вавилонського стадія становила приáлизно 194 м.

На основі аналогічниõ міркувань з’ясовано, ùо 
римськиé стадіé мав довжину 185 м, а грецькиé 
олімпіéськиé — 192 м.

Давньовавилонська лініéка (бл. 2000 р. до н. е.). Оскільки ця лінійка є фрагментом напівзруйнованої 
статуї царя Гудея, то можна вважати, що нею визначалася половина давньовавилонського царського 
ліктя. Лінійка поділена на 16 рівних частин, із яких друга у свою чергу поділена на 6, четверта — 

на 5 рівних частин, øоста — на 4, восьма — на 3, а дев’ята — на 2 рівні частини.

Ідея з використанням часовиõ проміжків для 
встановлення міри довжини дістала несподіваниé 
роз виток у XVII ст. Ó результаті ôізичниõ екс пери-
ментів з маятником (важливим елементом маятни-
кового годинника, якиé якраз тоді áув винаéдениé) 
з’я су валося, ùо період коливання маятника зале-
жить від éого довжини. На основі цього самим 
винаõідником маятникового годинника голландським 
математиком і меõаніком Христіаном Гþéгенсом 
(1629−1695) у 1664 році áуло запропоновано за 
одиницþ вимірþвання відстанеé довжину такого 
маятника, період коливання якого становить 
1 секунду. À польськиé природодослідник Тіт Бурратіні 
(1615−1682) у 1675 році запропонував і назву для ціє¿ 
ново¿ одиниці — метр, утворивøи ¿¿ від грецького слова 
«метрео», тоáто «вимірþþ».

Ïроте невдовзі несподівано з’ясувалося, ùо пе-
ріод коливання маятника залежить не тільки від 
éого довжини, а é від геограôічно¿ øироти місця, де 
проводиться вимірþвання. Зокрема, поáлизу екватора 
і в середніõ øиротаõ ці величини суттєво відрізняþться 

Христіан Гюйґенс
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одна від одно¿. Виявивøи цеé недолік, помітили é інøиé, 
а саме, ùо при реалізаці¿ ціє¿ іде¿ одиниця вимірþвання 
довжини «прив’язувалася» до одиниці вимірþвання часу. 
À це в теоретичному аспекті значно гірøе, ніж аáи 
ці величини визна чалися незалежно одна від одно¿. Тому, 
незважаþчи на оригінальність іде¿, від не¿ відмовилися, 
залиøивøи лиøе на маéáутнє назву «метр» для одиниці 
вимірþвання довжин.

4. Óніверсальним мірилом оголошено 
Çемлю

Ó 1670 році ôранцузькиé дослідник Ìутон висунув 
ùе áільø заõоплþþчу ідеþ — пов’язати одиницþ 
вимірþвання довжин з розмірами всіє¿ матінки-Землі, 
точніøе, з довжиноþ ¿¿ меридіана. Àле для реалізаці¿ 
ціє¿ сміливо¿, а по суті глиáоко ôілосоôсько¿ та 
гуманістично¿ іде¿, потріáні áули осоáливі суспільно-
політичні умови. Вони з’явилися лиøе через сотнþ літ 
у зв’язку з револþціéними подіями у Франці¿ наприкінці 
XVIII ст. Ëиøе револþціéниé руõ, якиé оõопив 
тоді цþ кра¿ну, дав змогу організувати відповідні 
великомасøтаáні вимірþвання, а наéголовніøе — 
стимулþвав переõід на нову систему мір. В усіõ інøиõ 
консервативніøиõ кра¿наõ цеé переõід затягнувся 
áільøе, як на століття, а в деякиõ не реалізованиé 
пов ноþ міроþ é досі.

Характерним у цьому зв’язку є звернення ôран-
цузь кого уряду до населення 1790 р. В ньому, зокрема, 
мовилося:

«Як можуть друзі рівності миритися з розма¿ттям 
і незручністþ мір, які зáерігаþть ùе пам’ять про 
ганеáне ôеодальне раáство..., у тоé час, як вони клялися 
зниùити саму назву тирані¿, якоþ á вона не áула?.. Для 
створення істинно ôілосоôсько¿ системи мір, яка áула 
á достоéноþ віку просвітництва, не можна взяти 
нічого, ùо не ґрунтувалося á на твердиõ підвалинаõ, 
ùо не пов’язано наéтісніøим чином з предметами 
незмінними, нічого, ùо в подальøому могло á залежати 
від лþдеé і від подіé. Ïотріáно звернутися до само¿ 
природи і взяти основу системи мір із ¿¿ надр ...».
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5. Як же зміряли Çемлю?
Ó áерезні 1791 року Національні зáори Фран ці¿ 

затвердили пропозиціþ Àкадемі¿ наук, ùо виõодила від 
наéвидатніøиõ тогочасниõ учениõ Ëапласа, Ëагранжа, 
Ìонжа, Ëавуазьє та ін., — про спорядження спеціально¿ 
експедиці¿ для вимірþвання земного меридіана. Було 
виріøено виміряти довжину паризького меридіана 
між двома містами, розміùеними на ньому, — 
Дþнкерком (приморським містом на півночі Франці¿) 
і Барселоноþ (іспанським містом на áерезі 
Середземного моря). Знаþчи геограôічні øироти циõ 
міст, потім áуло легко оáчислити é довжину всього 
меридіана. Винятково сприятливоþ оáставиноþ áуло 
те, ùо оáидва виáрані міста знаõодилися на рівні 
моря, оскільки це суттєво спроùувало вимірþвання 
é підвиùувало ¿õнþ точність. Êерівниками експедиці¿ 
áуло призначено академіків Æана Батіста Деламáра 
(1749 − 1822) і Ï’єра Ìеøена (1744 − 1804).

Вимірþвальні роáоти експедиці¿ та відповідні 
роз раõунки тривали декілька років. На відстані 
áлизь ко 1 000 км між Дþнкерком і Барселоноþ за 
допомогоþ провіøування áуло поáудовано é виміряно 
115 трикутників, розміùениõ уздовж меридіана. Øукана 
величина áула знаéдена оáчисленням і суму  ванням 
довжин відрізків меридіана, розмі ùениõ усередині 
кожного трикутника. Для цього застосовувалися 
співвідноøення, які існуþть між кутами і сторонами 
трикутника (ви вивчатимете ¿õ у 9 класі). З осоáливоþ 
точністþ вимірþвалася лиøе одна сторона краéнього 
трикутника — так звана áаза. À в усіõ реøти 
трикутникаõ за допомогоþ кутомірниõ приладів вимі-
рþ валися лиøе кути — ùо значно простіøе, ніж 
вимірþвання відстанеé. За допомогоþ ôормул, які 
пов’язуþть сторони é кути трикутника, крок за кроком, 
починаþчи від перøого трикутника, оáчислþвалися 
сторони всіõ інøиõ трикутників, а потім і відрізки 
меридіана, розміùені всередині ниõ.

Встановивøи довжину паризького меридіана 
у стариõ ôранцузькиõ міраõ (туазаõ і ôутаõ; 1 туаз 
дорівнþвав 6 ôутам), áуло виріøено за основу ново¿ 

Ñхема вимірювання 
довжини паризького 

меридіана
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міри — метра — взяти 1
40 000 000

 від знаéдено¿ 

величини. Ó стариõ ôранцузькиõ міраõ це становило 

3 ôути і 11,44 ліні¿ (1 лінія = 1
12

 ôута).

6. Еталон створено
Ïерøиé еталон метра áуло виготовлено у 1799 році. 

Àле навіть у Франці¿ повниé переõід на нову систему 
вимірþвання відáувся лиøе у 1840 р. À міжнародноþ 
міроþ метр став у 1872 р. після відповідного ріøення 
спеціально скликано¿ в Ïарижі міжнародно¿ конôеренці¿. 
Тоді ж áуло затверджено міжнародниé еталон метра, 
ùо áув виготовлениé зі сплаву платини (90%) та іридіþ 
(10%). Еталон має ôорму стержня завдовжки 102 см із 
двома мітками на відстаняõ 1 см від кінців. Відстань 
між цими мітками якраз і уосоáлþє довжину 1 м. 
Ïоперечниé переріз еталона нагадує літеру Х. Саме така 
ôорма заáезпечує éому наéáільøу міцність при 
наé менøіé вазі (останнє дуже важливо, оскільки 
платина, яка домінує в сплаві, дорожча навіть за золото).

 §4. Кути та їхнє вимірювання

Êоли у поáуті говорять про кут, наприклад, у кім-
наті, на маéданчику, на ділянці, між вулицями тоùо, 
то маþть на увазі ôігуру, утворену двома відрізками-
сторонами. На рис. 1.40 дужкоþ позначениé один 
із кутів у парку. Ó геометрі¿ теж використовується 
сõоже поняття про кут, коли, наприклад, говорять 
про кути трикутника. Однак у застосування геометрі¿, 
наприклад, при складанні планів місцевості з допо-
могоþ візування, доводиться розглядати і кути з як 
завгодно продовженими сторонами, тоáто утвореними 
променями. Ïромені містять у соáі é відрізки, однак 
жоден відрізок не вмістить променя. Тому аáи можна 
áуло користуватися як одним, так і інøим уявленням 
про кут, приéмається таке éого означення.

Міжнародний талон метра

Ðèñ. 1.40

Урок 
5
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означення . 
Кóòîì називається фігура, що складається 
з двох променів, які мають спільний початок. 
При цьому кожен із променів називається 
ñòîðîíîю кута, а їхній спільний початок — 
âåðøиíîю кута.

На рис. 1.41 зоáражениé кут з верøиноþ Î 
і сто ронами ÎА, ÎВ, які також позначені як a і b. 
Ïозначити цеé кут можна одним із такиõ спосоáів: 
∠Î, ∠АÎВ, ∠аb або ∠(ab). Ïри цьому позна-
чення у ôормі ∠Î застосовується лиøе у тому 
разі, коли при верøині Î не розглядаþться інøі 
кути. Звернемо також увагу, ùо в позначенні ∠АÎВ 
верøина êóта розміщóється між точêами, взя-
тими на сторонах.

Інколи для спроùення рисунків кути позначаþть 
циôрами. Наприклад, на рис. 1.42 при верøині Î 
зоáражено три кути: ∠1, ∠2 і ∠3.

означення.
Якщо сторони кута є взаємно доповняльними 
променями, тобто утворюють пряму, то такий 
кут називається ðîçãîðíóòиì. 

На рис. 1.43 зоáражено розгорнутиé кут Î зі 
сторонами а і b. Фактично — це пряма, з виокрем-
леноþ на ніé точкоþ, ùо вважається верøиноþ 
розгорнутого кута.

означення. 
Êажуть, ùо промінь з початком у вершині 
нерозгорнутого кута проходить між його 
ñòîðîíàìи, якщо він перетинає якийнебудь 
відрізок з кінцями на сторонах кута. 

На рис. 1.44 зоáражено промінь с, якиé лежить 
між сторонами а і b нерозгорнутого кута Î: він 
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перетинає відрізок АВ з кінцями на сторонаõ кута 
у точці С.

Для розгорнутого кута вважається, ùо áудь-якиé 
промінь с, якиé виõодить з верøини кута Î, лежить 
між éого сторонами а і b (рис. 1.45).

Êажуть, ùо промінь, якиé проõодить між 
сторонами кута, розбиває його на два êóти. На 
рис. 1.44 і 1.45 промінь с розáиває кут ∠аb на два 
кути: ∠ас і ∠сb.

Точки усіõ променів, які проõодять між сторонами 
нерозгорнутого кута, називаþться внутріøніми точ-
ками цього кута. Óсі інøі точки плоùини називаþться 
зовніøніми. На рис. 1.46 синім кольором позначені 
внутріøні точки нерозгорнутиõ кутів А і В, 
жовтим — зовніøні. 

Для розгорнутого кута О внутріøніми вважаþться 
всі точки одніє¿ з півплоùин, граничну пряму яко¿ 
утворþþть сторони кута, а зовніøніми — точки інøо¿ 
півплоùини (рис. 1.47).

Отже, áудь-якиé кут розáиває плоùину на дві 
частини. Та частина, яка містить сторони кута і всі 
внутріøні точки кута, називається опóêлим плосêим 
êóтом, а та, ùо містить сторони кута і всі зовніøні 
точки, — óвігнóтим плосêим êóтом.

Ó трикутникаõ, які вивчатимуться далі, усі плоскі 
кути опуклі (рис. 1.48), однак уже в чотирикутникаõ, 
які вивчатимуться у 8 класі, можуть áути é увігнуті 
кути (рис. 1.49).

Ó навчальніé і креслярськіé практиці кути вимі-
рþþть за допомогоþ транспортира (рис. 1.50). Ó гео-
дезичниõ та астрономічниõ вимірþванняõ застосо-
вуþться інøі інструменти — астроляáі¿, октанти, 
секстанти, áусолі, теодоліти. Однак основоþ ¿õньо¿ 
конструкці¿, як і в транспортирі, є круг аáо частина 
круга, з нанесеноþ на краþ øкалоþ. Детальніøе про 
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це розповідається в історичному нарисі, вміùеному 
в кінці параграôа. 

Основноþ одиницеþ для вимірþвання кутів є гра-
дус (gradus — латинськоþ мовоþ «крок»). Градуси 
позначаþться з допомогоþ кружечка °, якиé запису-
ється зверõу справа áіля відповідного числа. 

Êутом з градусноþ міроþ 1° уважається 1
180

 

частина розгорнутого кута. Ця одиниця значно 
давніøа від метричниõ одиниць, ùо зараз вико ристо-
вуþться для вимірþвання відрізків і відстанеé: ¿¿ 
застосовували ùе античні астрономи, тимчасом, як 
метричні одиниці наáули поøирення лиøе з 2-¿ 
половини ХІХ ст. 

Дріáніøими одиницями для вимірþвання кутів є 
мінута (minuta — дослівно «менøа») і секунда (se-
cunda — дослівно «друга», тоáто друга менøа 
одиниця). Одна мінута (позначається 1′) дорівнþє 
1
60

 частині градуса, а одна секунда (позначається 

1′′) дорівнþє 1
60

 частині мінути, тоáто 1
3600

 частині 

градуса. Ó надточниõ астрономічниõ вимірþванняõ 
застосовуþться навіть терці¿ (tertia — означає 
«третя»). Одна терція (позначається 1′′′) дорівнþє 
1
60

 частині секунди. Вимірþвання з такоþ величезноþ 

точністþ здіéснþється øляõом візування з викорис-
танням телескопів і дуже точниõ меõанізмів для 
¿õнього наведення.

Величина кута в градусаõ та частинаõ градуса 
називається градóсною мірою кута.

Якùо, наприклад, кут А має градусну міру 60°, то 
це записуþть так: ∠А = 60°.

Назва приладу «транспортир» поõодить від 
латинського слова transportare, ùо означає «перено-
сити». Отже, спочатку цеé прилад слугував не тільки 
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для вимірþвання, а é для перенесення (відкладання) 
кутів. 

Відповідно до цього, основними властивостями 
вимірþвання та відкладання кутів уважаþть такі:

êîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî 
âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé 
êóò äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº 
ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ 
бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî 
ñòîðîíàìи;

â³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó äàíó ï³âïëîщиíó 
ìîæíà â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю 
ì³ðîю, ìåíøîю â³ä 180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На рис. 1.50 показано спосіá вимірþвання з допо-
могоþ транспортира кута ∠ab; éого градусна міра 
дорівнþє 115°. На рис. 1.51 цеé кут відкладено від 
променя l у верõнþ півплоùину: ∠lm = 115°.

Незважаþчи на очевидну сõожість між вимі-
рþ ванням і відкладанням кутів та вимірþванням 
і відкла данням відрізків, між ними існуþть суттєві 
відмінності. Ïо-перøе, для кутів існує аáсолþтниé 
і незмінниé еталон — розгорнутиé кут, тимчасом, 
як для відрізків еталон можна виáирати довільно: 
це може áути метр, ôут, сажень, лікоть тоùо. 
(Згадаéте відомиé анімаціéниé ôільм «38 папуг», 
геро¿ якого вимірþвали довжину удава і папугами, 
і мавпами, і навіть слониками.) Ïо-друге, для кутів 
існує наéáільøа можлива величина — 180°, а для 
відрізків наéáільøо¿ величини не існує.

означення. 
Кути, які мають однакові градусні міри, на
зиваються ð³âíиìи.

Рівність кутів записується за допомогоþ звичаéного 
знака рівності. На рисункаõ рівні відрізки часто 
позначаþть однаковоþ кількістþ дужок áіля верøин. 
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Наприклад, на рис. 1.52 за допомогоþ двоõ дужок 
позначено, ùо ∠Î = ∠Q.

Як і для відрізків, можливість відкладання кутів 
із заданоþ градусноþ міроþ заáезпечує можливість 
суміùення рівниõ кутів і порівняння кутів, які не є 
рівними. À саме, аналогічно як для відрізків, можна 
довести:

1. Яêщî êóòи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà ñóì³ñòиòи.
2. Яêщî íåð³âí³ êóòи â³äêëàñòи â³ä îäíîãî é 

òîãî ñàìîãî ïðîìåíÿ â îäíó é òó ñàìó ï³âïëîщиíó, 
то êóò ç ìåíøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю бóäå чàñòиíîю 
êóòà ç б³ëьøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю.

Зважаþчи на другу властивість, можна конкре-
ти зовувати нерівності між кутами. Ці нерівності 
позначаþть за допомогоþ тиõ самиõ знаків > та 
<, ùо é для відповідниõ градусниõ мір, записуþчи, 
наприклад, ∠A > ∠B.

означення. 
Промінь, який виходить з вершини кута, 
проходить між його сторонами і ділить кут 
на два рівних кути, називається б³ñåêòðиñîю 
кута.

Слово «áісектриса» поõодить від латинського 
bissectrix, ùо означає «розтинаþча навпіл». 

На рис. 1.53 промінь с — áісектриса кута ∠ab. 
Вона ділить цеé кут на два рівниõ кути ∠ac і ∠cb, 
ùо маþть спільну сторону c.

На рис. 1.54 промінь с — áісектриса розгорнутого 
кута ∠ab. Оскільки розгорнутиé кут має градусну 
міру 180°, то кути ∠ac і ∠cb дорівнþþть по 90°.

означення.
Кут, який дорівнює 90°, називається ïðÿìиì.

Ïрямі кути на рисункаõ часто відзначаþть знач-
ком . 
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Для креслення прямиõ кутів, окрім транспортира, 
використовується косинець (рис. 1.55). Ïроôесіéні 
креслярі використовуþть реéсøину — інструмент, 
ùо складається із двоõ лініéок різно¿ довжини, скрі-
плениõ у ôормі літери Т (рис. 1.56).

Ïрямиé кут використовується як засіá для 
порівняння усіõ нерозгорнутиõ кутів.

означення.
Кут, величина якого менша від 90°, нази
вається ãîñòðиì, а кут, величина якого більша 
за 90°, але менша від 180°, називається òóïиì. 

На рис. 1.57 зоáражено усі три види нерозгорнутиõ 
кутів, залежно від ¿õньо¿ величини — гостриé, 
прямиé і тупиé.

розв’язуємо разом

Задача. 
Оáґрунтувати, ùо приéняте означення променя, 
ùо проõодить між сторонами кута, не залежить 
від виáору відрізка з кінцями на сторонаõ кута. 
Тоáто, якùо промінь с, ùо виõодить з верøини 
кута Î, перетинає якиéсь відрізок АВ з кінцями 
на сторонаõ а, b кута, то він перетинає і áудь-якиé 
інøиé такиé відрізок LM (рис. 1.58).

Розв’язання. Ïроведемо відрізок BL і оáґрун-
туємо, ùо промінь с éого перетинає. Точки А і L 
лежать з одного áоку від прямо¿ с, оскільки відрізок 
AL ¿¿ не перетинає. Точки А і В лежать по різні áоки 
від прямо¿ с, оскільки відрізок АВ ¿¿ перетинає. Точка 
L лежить з того самого áоку, ùо é точка А, отже, по 
різні áоки з точкоþ В, а тому відрізок ВL перетинає 
пряму с у деякіé точці D.
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Чи може точка D належати не променþ с, а до-
повняльному до нього променþ? Не може, оскільки 
доповняльниé промінь міститься по інøиé áік від пря-
мо¿ b, ніж відрізок ВL. Отже, відрізок ВL перетинає 
саме промінь с.

Так само, як ùоéно розглянуто відрізки АВ і ВL, 
розглянемо відрізки ВL і LМ. Оскільки уже відомо, 
ùо промінь с перетинає відрізок ВL, то так само виве-
демо, ùо він перетинає і відрізок LМ. Оáґрунтування 
заверøено.

Вправи і задачі

 57°. Позначте три точки, що не лежать на одній пря-
мій, і накресліть усі кути з вершинами у кожній із 
цих точок, сторони яких проходять через дві інші 
точки. Скільки всього кутів буде побудовано? Як 
зміниться відповідь, якщо точки лежатимуть на 
одній прямій? 

 58°. Виміряйте за допомогою транспортира кути А, В, С, 
D, зображені на рис. 1.59, і на цій підставі зробіть 
висновок, котрі з цих кутів гості, котрі — тупі, а котрі, 
можливо, — прямі.

 59°. Проведіть промінь ОА і за допомогою транспор-
тира відкладіть від нього в різні півплощини кути 
∠АОВ = 55° і ∠АОС = 75°. Визначте градусну міру 
кута ВОС. Як зміниться результат, якщо кути АОВ 
і АОС відкласти в одну півплощину? Обґрунтуйте 
свої відповіді.

 60°. За допомогою транспортира накресліть кути з гра-
дусними мірами 30°, 60° і 120°, а потім проведіть 
їхні бісектриси. Утвориться ціла низка нових кутів. 
Чи будуть серед «старих» і нових кутів рівні?

 61°. Скільки різних кутів утворюють чотири промені à, 
b, ñ, d, що виходять зі спільного початку (рис. 1.60). 
Запишіть позначення цих кутів.
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 62°. Чи є промінь à бісектрисою кута АОВ у випадках, зображених на рис. 1.61, а)−в)?

 63°. Визначте кути, які утворюють хвилинна і годинна стрілки годинника у кожний 
момент, коли годинник показує цілу кількість годин. Чи є серед цих кутів рівні?

 64°. Чи може сума градусних мір двох гострих кутів бути: а) більшою; б) меншою; 
в) рівною градусній мірі прямого кута?

 65°. Чи може кут між бісектрисою і стороною кута бути: а) тупим; б) прямим?
 66. Чи істинні такі твердження:
  а) кут, який менший від прямого, — гострий, а який більший за прямий — тупий;
  б) будь-який кут, який менший від тупого, — гострий;
  в) будь-який кут, який менший від розгорнутого, — тупий
  г) різниця двох тупих кутів менша від прямого?
 67. Промінь с проходить між сторонами кута ∠àb. Визначте:
  а) ∠àb, якщо ∠àñ = 32°, ∠bñ = 74°;
  б) ∠àñ, якщо ∠àb = 138°, ∠bñ = 61°;
  в) ∠bc, якщо ∠àb = 90°, ∠àñ = 39°.
 68. Чи може промінь ñ проходити між сторонами кута ∠àb, якщо: ∠àñ = 30°, 

∠bc = 70°, ∠àb = 40°; б) ∠àñ = 105°, ∠ñb = 80°, ∠àb = 40°; ∠àñ > ∠ab?
 69. Між сторонами кута ∠àb, градусна міра якого дорівнює 60°, проведено про-

мінь ñ. Визначте кути ∠àñ і ∠bc, якщо:
  а) кут ∠àñ на 20° більший за кут ∠bc;
  б) кут ∠àñ утричі менший від кута ∠bc;
  в) градусні міри кутів ∠àñ і ∠bc відносяться, як 3 : 7.
 70. Промінь ОС проходить між сторонами кута АОВ 

і при цьому ∠АОС = 45°, ∠СОВ = 60°. Проведено 
також промінь ОD — такий, що ∠ВOD = 15°. Визнач-
те градусну міру кута АОD. Скільки розв’язків має 
ця задача?

 71. На рис. 1.62 промені à і b — доповняльні, ñ — 
довільний інший промінь з тим самим початком, що 
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й у променів à і b. Накресліть такий рисунок у зошиті і проведіть за допомогою 
транспортира бісектриси кутів ∠àñ і ∠ñb. Потім виміряйте кут між цими бісек-
трисами. Можливо, результат, який ви одержите, наштовхне вас на певний 
загальний висновок?

 72. У прямому куті між його сторонами проведено довільний промінь, а потім 
бісектриси обох кутів, на які цей промінь ділить прямий кут. Чому дорівнює 
кут між бісектрисами? Як зміниться відповідь, якщо кут буде не прямим, 
а дорівнюватиме, наприклад, 70° чи 120°? Чи не наштовхують вас ці запи-
тання на певний загальний висновок?

 73•. Розгляньте обернену ситуацію до тієї, що описана у попередній задачі. Тобто не-
хай у якомусь куті О з невідомою градусною мірою проведено промінь між його 
сторонами, а потім бісектриси кутів, на які цей промінь ділить кут О. Нехай кут між 
бісектрисами має градусну міру n°. Чи можна знайти градусну міру кута О?

 74•. З деякої точки проведено три промені так, що всі кути, які утворюють будь-які 
два з них, рівні між собою. Визначте ці кути.

 75•. Чи можна з деякої точки провести чотири або п’ять променів так, щоб кути, 
які утворюють будь-які два з них, були рівними між собою? Якщо можна, то 
якими будуть ці кути?

 76•. У вас є шаблон кута, який дорівнює 75°. Які кути можна побудувати, вико-
ристовуючи лише цей шаблон?

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

як вимірювали кути у різні часи

Прилади для вимірювання кутів
Транспортир і астролябія. Наéдавніøим 

прооáразом транспортира áув кутомірниé прилад, 
якиé використовували астрономи, — астроляáія. 
Транспортир — це половина астроляáі¿.

Вважається, ùо астроляáіþ винаéøов у ІІ ст. 
до н. е. знаменитиé грецькиé астроном Гіппарõ 
(180−125 до н.е.), а вдосконалив середньовічниé 
німецькиé астроном та математик Регіомонтан (Éоганн 
Ìþллер) (1436−1476). Цеé прилад слугував для 
визначення положення неáесниõ світил на неáесніé 
сôері. Для прикладу, на гравþрі ХVІ ст., відтвореніé 
на рис. 1.63, відоáражено один зі спосоáів для 

Регіомонтан  
(Éоганн Мþллер)  

(1436–1476).  
Автор перøого в Європі 

підручника з тригонометрії. 
Ñклав знамениті 

астрономічні таблиці.
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визначення горизонтального напрямку на світило, 
якиé застосовувався мореплавцями.

Ïочатково астроляáіþ використовували здеáільøого 
для визначення висоти світил над горизонтом. Із цієþ 
метоþ ¿¿ виготовляли у вигляді важкого мідного диска — 
лімáа, якиé підвіøували за кільце у вертикальному 
положенні (рис. 1.64). Ïо краþ лімáа наносилася øкала 
від 0° до 360°. Ïряма ÃÃ

1
, ùо сполучала поділки 0° 

і 180°, заéмала горизонтальне положення. Ó центрі лімáа 
кріпилася руõома стрілка АА

1 — алідада. На ¿¿ кінцяõ 
розміùувалися перпендикулярні до лімáа пластинки 
з отворами — діоптри.

Для визначення висоти світила над горизонтом 
спостерігач прикладав око до нижнього діоптра А 
і повертав алідаду доти, поки світило не áуло видно 
одразу через оáидва діоптри. Ïоділка на øкалі, на 
якіé зупинявся краé алідади (А чи А

1
), вказувала на 

висоту світила над горизонтом у градусаõ.
Квадранти, секстанти та октанти. Бурõливиé 

розвиток астрономі¿, якиé розпочався в ªвропі із 
початком епоõи Відродження, вимагав значно áільøо¿ 
точності від астрономічниõ вимірþвань, ніж ¿¿ могли 
заáезпечити давні астроляáі¿. Цього можна áуло 
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досягти лиøе за раõунок зáільøення лімáа. Àдже чим 
áільøа кругова øкала на éого краþ, тим áільøоþ áуде 
відстань між сусідніми поділками, а це давало змогу 
визначати не тільки кількість цілиõ градусів у куті, 
а é кількість ¿õніõ частин — мінут і навіть секунд.

Водночас áуло помічено, ùо в áільøості астрономічниõ 
вимірþвань ôактично використовується не вся 
кругова øкала астроляáі¿, а лиøе певна ¿¿ частина. 
Тому замість усіє¿ астроляáі¿ у зáільøеному вигляді 
виготовляли лиøе квадранти, секстанти і октанти, 

тоáто відповідно 1
4
,  1
6

 і 1
8

 частини астроляáі¿. Спосіá 

використання квадранта відоáражено на старовинніé 
гравþрі, відтвореніé на рис. 1.65. À на рис. 1.66 
зоáражено поєднання в одному приладі квадранта 
é астро ляáі¿, запропоноване видатним данським астро-
номом Тиõо Браге (1546−1601). 

Окрім численниõ гравþр із зоáраженням кутомірниõ 
інструментів, створениõ õудожниками, астрономи ùе 
é у свіé спосіá засвідчили своþ лþáов і повагу до 
циõ приладів, назвавøи Секстантом одне із сузір’¿в у 
південніé частині неáа. Відповідну пропозиціþ подав 
видатниé польськиé астроном Ян Гевеліé (1611−1687), 
автор всесвітньовідомого атласу зоряного неáа. Історія 
символічна é повчальна. Для проведення досліджень 
Гевеліé зáудував оáсерваторіþ é величезниé секстант 
у своєму місті ¥данську. Àле затуркані é настраøені 
городяни спалили прилад. Тоді Гевеліé виріøив 
«перенести éого на неáо» é увічнити в назві сузір’я, 
аáи вже ніколи нічия зла рука не могла до нього 
дотягнутися. Однак на тоé час якраз не áуло ùе не 
названого сузір’я, яке á своєþ ôормоþ нагадувало 
секстант (принцип, ùо éого дотримувалися при 
утворенні назв áільøості сузір’¿в). Тому Гевеліé виáрав 
сузір’я, яке õоч і не нагадувало за сво¿ми контурами 
секстант, проте знаõодилося між сузір’ям Ëева 
(якраз під éого лапами) та Гідри і тому мало ¿õніé 
символічниé заõист.

Телескоп і теодоліт. Наступне суттєве удосконален-
ня в конструкціþ астроляáі¿ вніс ôранцузькиé астроном 

ßí Ãåâåë³é âåäå
ñïîñòåðåæåííÿ

çà äîïîìîãîþ êâàäðàíòà

Ðèñ. 1. 56

Ñузір’я Ñекстант. Рисунок 
з атласу Гевелія

Ðèñ. 1. 66
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Æан Ïікар (1620−1682) в середині ХVІІ ст. Він замінив 
діоптри підзорноþ труáоþ, винаéденоþ незадовго до 
цього ¥алілеєм, а для плавного переміùення алідади 
використав мікрометричниé гвинт. Óсе це значно 
підвиùувало точність вимірþвань і не потреáувало 
використання великиõ øкал.

Ïодальøі удосконалення астроляáі¿ продовжилися 
у напрямку використання замість підзорно¿ труáи 
наéрізноманітніøиõ телескопів. À для прове-
дення наземниõ (геодезичниõ) вимірþвань áуло 
сконструéовано теодоліт (рис. 1.67) (назва утворена 
від грецькиõ слів «теомаé» — дивитися і «доліõос» — 
довгиé).

Теодоліт має два лімáи, розміùені у вертикальніé і 
горизонтальніé плоùинаõ. Це дає змогу застосовувати 
цеé прилад як для складання планів, так і для проведення 
нівелþвання, тоáто визначення відносниõ висот.

Áусоль. Êути, які застосовуþться у морськіé та 
повітряніé навігаці¿, вимірþþть у горизонтальніé 
плоùині від напрямку на північ проти руõу годинниково¿ 
стрілки від 0° до 360°. Êожен такиé кут називається 
курсом. Ïрилад, ùо дає змогу вимірþвати курс, 
поєднує в соáі античну астроляáіþ і компас. Він 
називається áусоллþ (рис. 1.68) («áусоль» — до-
слівно з ôранцузько¿ «компас»). На принципі áусолі 
конструþється сучасне навігаціéне оáладнання для 
морськиõ та повітряниõ суден.

Як áачимо, звичниé нам транспортир має дуже 
давнþ історіþ é водночас утілþється в наéсучасніøиõ 
приладаõ.

Одиниці для вимірювання кутів
Ãрадуси. Наéпоøиреніøоþ одиницеþ для вимірþ-

вання кутів є градус. Ëатинське слово gradus, від 
якого утворено цþ назву, означає «крок», «ступінь». 
Величина кута 1 градус визначається так. Візьмемо 
за верøину кута центр якого-неáудь півкола, а саме: 
півколо поділимо на 180 рівниõ частин (рис. 1.69). Тоді 
кут, сторони якого проõодять через сусідні поділки, 
і є кутом завáільøки 1 градус (пиøуть 1°).

Ñекстант Òихо Браге

Ðèñ. 1. 76

Ðèñ. 1. 86
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Àле чому для визначення кута 1° півколо ділять 
саме на 180 частин?

Ще давньовавилонські жерці помітили, ùо під час 
рівнодення (тоáто коли день і ніч маþть однакову 
тривалість) сонячниé диск упродовж свого руõу 
неáосõилом (рис. 1.70) вкладається у проéденому øляõу 
рівно 2 × 180 разів. À оскільки цеé øляõ — півколо, 
то цілком природно áуло розáивати éого на 180 такиõ 
подвіéниõ кроків Сонця. Саме ці кроки пізніøе é áули 
названі градусами.

Спостереження за руõом Сонця впродовж дня 
підтверджувалися і відповідними спостереженнями за 
éого річним руõом. Ó ті часи вважалося, ùо рік триває 
360 діá. Тому весь річниé øляõ Сонця неáосõилом — 
так зване зодіакальне коло — теж ділився на 360 
подвіéниõ кроків, тоáто градусів, а éого половина, 
відповідно, — на 180 градусів.

Нареøті, свіé вплив на виáір основи для визначення 
градуса могло мати é те, ùо у Давньому Вавилоні 
застосовувалася øістдесяткова система числення, 
а число 180 ділиться áез остачі на основу 60 ціє¿ 
системи. Із цим самим пов’язано і ділення градуса на 
60 мінут, а мінути — на 60 секунд.

В античну епоõу старовинну вавилонську сис-
тему переéняли грецькі астрономи, зокрема, наéви-
дат ніøиé із ниõ Êлавдіé Ïтолемеé (І−ІІ ст. н. е.). 
Àвторитет Ïтолемея сприяв тому, ùо ця система 
наáула повсþдного поøирення в епоõу Відродження, 
а потім і в пізніøі часи. Ó результаті ми é тепер, 
як і давні вавилоняни, давні греки та середньовічні 
євро пеéці вимірþємо кути у градусаõ, вважаþчи, ùо 
розгорнутиé кут має 180°.

Цікаве поõодження самого позначення для градус-
но¿ міри. Êути величиноþ 1° Ïтоломеé називав 
моé рами, ùо в перекладі з грецько¿ мови означає 
«частини». Слово µοιρα він скорочував двома перøими 
літерами, причому другу літеру писав менøоþ від 
перøо¿ вгорі — µο. Ïізніøе залиøилася лиøе маленька 
літера ο. Це скорочення застосовується é досі.

O
Ðèñ. 1.69

Ðèñ. 1.70

Ãîðèçîíò Ñõ³ä

Çàõ³ä
Ñîíöå

Клавдій Птолемей. 
Ñтаровинна гравюра



48 Розділ І. Елементарні геометричні фігури та їхні властивості

Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі і

Що вивчається у геометрії
Ãеометрія — наука про геометричні ôігури.
Ãеометричні фігури — систематизовані у свідомості уявлення про реальні аáо 

уявні просторові ôорми.
Планіметрія — частина геометрі¿, в якіé вивчаþться геометричні ôігури, роз-

міùені на плоùині.
Основні геометричні фігури у планіметрії — точки і прямі. На ¿õніé основі 

означаþться (конструþþться) усі інøі плоскі ôігури.
точки і прямі. Проведення прямої

Ô³ãóðà

Òî÷êà

A

B
C

D

Óявлення про точку дає слід на аркуøі від тонко 
загостреного олівця. Вважається, ùо точка не має розмірів 
і ùо на плоùині існує áезліч точок. 

Ó застосуванняõ геометрі¿ точками можуть уважатися 
áудь-які реальні оá’єкти, розмірами якиõ за даниõ умов 
можна знеõтувати.

Будь-яка геометрична ôігура — це певна множина точок.
Точки позначаþться великими літерами латинського 

алôавіту. Наприклад: А, В, С, D.

A

B
l

Óявлення про пряму дає лінія, проведена під лініéку. 
Інøі реальні прооáрази прямо¿ — натягнуті мотузки, 

світ лові і зорові промені.
На кожніé пряміé існує áезліч точок, однак для 

проведення прямо¿ достатньо лиøе двоõ точок.
Основна властивість проведення (поáудови) прямо¿:
чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó, ³ äî 

òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.
Ïрямі позначаþть аáо двома великими літерами, якими 

позначені які-неáудь дві точки прямо¿, аáо однієþ малоþ 
латинськоþ літероþ. Наприклад: АВ, l.

m

P

n

Ïро дві прямі m і n, які маþть одну спільну точку Р, 
ка жуть, ùо вони ïåðåòиíàюòьñÿ у ціé точці.
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b

a Якùо прямі a і b не маþть жодно¿ спільно¿ точки, то 
вони називаþться ïàðàëåëьíиìи (в дослівному перекладі 
з грецько¿ — «éдуть поруч»). 

Скільки á не продовжувати зоáраження паралельниõ 
прямиõ, вони ніколи не перетнуться.

розміщення точок на прямій. Відрізки і промені

A BÑ l

Основна властивість розміщення точоê на прямій: 
³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëåæиòь 

ì³æ äâîìà ³íøиìи.
Якùо точка С лежить між точками А і В, то кажуть 

також, ùо точки А і В лежать по різні áоки від точки С, аáо 
ùо точки С і В лежать з одного áоку від точки А, а точки А 
і С — з одного áоку від точки В.

A B

Відрізок — це частина прямо¿, ùо складається з усіõ 
точок ціє¿ прямо¿, які лежать між двома ¿¿ точками, разом із 
цими точками. Ці точки називаþться кінцями відрізка, а всі 
реøта точок називаþться внутрішніми точками відрізка.

Ïозначаþть відрізки зазвичаé ¿õніми кінцями. Наприклад: АВ.

O

X
l

A

Промінь (аáо півпряма) — це частина прямо¿, ùо 
складається з усіõ точок ціє¿ прямо¿, які лежать з одного 
áоку від деяко¿ ¿¿ точки, разом із цієþ точкоþ. Ця точка 
називаþться початком променя, а всі реøта точок нази-
ваþться внутрішніми точками променя.

Ïозначаþть промені двома спосоáами: 1) двома великими 
літерами, з якиõ перøа вказує на початок променя, 
а друга — на яку-неáудь внутріøнþ точку; 2) однієþ малоþ 
літероþ. Наприклад: ÎА, OX, l.

Два промені одніє¿ прямо¿ зі спільним початком нази-
ваþться äîïîâíÿëьíиìи (аáо âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи).

розміщення точок на площині відносно прямої. Півплощини

l

B

A

C

Основна властивість розміщення точоê на площині 
відносно прямої:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³âïëîщиíи, 
щî ìàюòь ñï³ëьíó ãðàíичíó ïðÿìó.

Це розáиття має таку властивість: кожен відрізок АВ, ùо 
сполучає точки одніє¿ півплоùини, не перетинає гранично¿ 
прямо¿ l, а кожен відрізок АС, ùо сполучає точки різниõ 
півплоùин, перетинає ¿¿. 
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Вимірювання і відкладання відрізків. рівність відрізків

A

B

C

AB AC CB= +

BMA

AM MB=

Основна властивість вимірювання відрізêів.
Кîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðàæàºòьñÿ 

äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³âíюº ñóì³ 
äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêîю ñâîºю 
âíóò ð³øíьîю òîчêîю.

Відрізки, які маþть однакову довжину, називаþться 
ð³âíиìи.

Точка, яка ділить відрізок на дві рівні частини, назива-
ється ñåðåäиíîю відрізка.

A

B

Ñ D l

CD AB=

Основна властивість відêладання відрізêів:
íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó ìîæíà â³ä

êëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðиòîìó — 
ò³ëьêи îäиí

З основниõ властивостеé вимірþвання і відкладання 
відрізків випливає, ùо ð³âí³ â³äð³çêи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

Кути

O

A

B

1

Кóò — це ôігура, ùо складається з двоõ променів, які 
маþть спільниé початок. Ïри цьому кожен із променів 
називається ñòîðîíîю кута, а ¿õніé спільниé початок — 
âåðøиíîю кута.

Якùо Î — верøина кута, ÎА і ÎВ — éого сторони, то 
позначити цеé кут можна так: ∠Î аáо ∠АÎВ. 

Якùо сторони кута позначені через а і b, то кут позна-
чаþть у ôормі ∠аb аáо ∠(ab).

Інколи кути позначаþть циôрами. Наприклад, ∠1.

O Якùо сторони кута є взаємно доповняльними променями, 
то такиé кут називається ðîçãîðíóòиì. 

O b

a

c

Ïромінь з початком у верøині нерозгорнутого кута 
проõодить ì³æ éîãî ñòîðîíàìи, якùо він перетинає 
якиé-неáудь відрізок з кінцями на сторонаõ кута. 

Ìожна оáґрунтувати, ùо промінь, якиé лежить між 
сторонами нерозгорнутого кута, перетинає усі відрізки 
з кін цями на éого сторонаõ.
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O

ab

c Для розгорнутого кута ∠аb уважається, ùо áудь-якиé 
промінь с, якиé виõодить з верøини кута Î, лежить між 
éого сторонами а і b.

O

Точки усіõ променів, які проõодять між сторонами 
нерозгорнутого кута, називаþться âíóòð³øí³ìи точками 
цього кута. Реøта точок плоùини називаþться çîâí³øí³ìи 
точками кута.

Для розгорнутого кута âíóòð³øí³ìи уважаþться всі 
точ ки одніє¿ з півплоùин, граничну пряму яко¿ утворþþть 
сторони кута.

Êожен кут розáиває плоùину на дві частини. Та частина, 
яка містить сторони кута і всі внутріøні точки кута, нази-
вається îïóêëиì ïëîñêиì кутом, а та, ùо містить сторони 
кута і всі зовніøні точки, — óâ³ãíóòиì ïëîñêиì êóòîì.

Вимірювання і відкладання кутів. рівність кутів

90°

a

b

Êути вимірþþть у градусаõ, зокрема, за допомогоþ тран-

спортира. Êутом з градусноþ міроþ 1° уважається 1
180

 

частина розгорнутого кута. На рисунку ∠ab = 115°.
Дріáніøими одиницями для вимірþвання кутів є мінута 

і секунда Одна ì³íóòà 1′ дорівнþє 1
60

 частині градуса, 

а одна ñåêóíäà 1′′ дорівнþє 1
60

 частині мінути.

b

a

c

� � �ab ac cb= +

b a

�ab=180°

Основна властивість вимірювання êóтів:
Кîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî âиðàæàºòьñÿ 

äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò äîð³âíюº 180°. Гðà
äóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà 
ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь 
ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.
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90
°

l

m

115°

Основна властивість відêладання êóтів:
â³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó äàíó ï³âïëîщиíó ìîæíà 

â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, ìåíøîю â³ä 
180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На рисунку від променя відкладено кут 115°.

O

Q

� �O Q=

Êути, які маþть однакові градусні міри, називаþться 
ð³âíиìи.

З основниõ властивостеé вимірþвання і відкладання кутів 
випливає, ùо ð³âí³ êóòи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

b

a

c

� �ac cb=

Ïромінь, якиé виõодить з верøини кута, проõодить між 
éого сторонами і ділить кут на два рівниõ кути, називається 
б³ñåêòðиñîю кута. 

C

A

�A=90°

B

�B<90°

�C>90°

Êут, градусна міра якого дорівнþє 90°, називається 
ïðÿìиì.

Êут, градусна міра якого менøа від 90°, називається 
ãîñòðиì, а кут, градусна міра якого áільøа за 90°, але 
менøа від 180°, називається òóïиì.
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Перевір себе

 1. Як можна охарактеризувати предмет вивчення у геометрії? Назвіть відомі 
вам приклади геометричних фігур.

 2. Які геометричні фігури вважаються основними на площині? Як вони 
зображуються і позначаються?

 3. Сформулюйте основну властивість проведення (побудови) прямої.
 4. Яким може бути взаємне розміщення двох прямих на площині?
 5. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на прямій.
 6. Дайте означення відрізка. Як позначаються відрізки?
 7. Що таке промінь (півпряма)? Як позначаються промені? 
 8. Які промені називаються доповняльними?
 9. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на площині. 
 10. Що означає вислів: «Пряма розбиває площину на дві півплощини»?
 11. Сформулюйте основну властивість вимірювання відрізків. Які відрізки 

називаються рівними? Як записується рівність відрізків?
 12. Що таке відстань між двома точками?
 13. Що таке середина відрізка?  
 14. Сформулюйте основну властивість відкладання відрізків.
 15. Обґрунтуйте, що коли відрізки рівні, то їх можна сумістити.
 16. Дайте означення кута. Як позначаються кути?
 17. Який кут називається розгорнутим?
 18. Поясніть, що означає вислів: «Промінь проходить між сторонами кута».
 19. Що таке плоский кут? Які плоскі кути називаються опуклими, які — увігнутими?
 20. В яких одиницях вимірюються кути?
 21. Сформулюйте основні властивості вимірювання та відкладання кутів.
 22. Які кути називаються рівними?
 23. Як можна обґрунтувати, що коли кути рівні, то їх можна сумістити?
 24. Що таке бісектриса кута?
 25. Які кути називаються прямими, які — гострими, які — тупими?
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Завдання для повторення та проведення контрольної  
роботи до розділу і

 1°. а) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку D, але не 
проходять через точку В. Випишіть усі можливі позначення для них.

  б) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку О, але не про-
ходять через точку С. Випишіть усі можливі позначення для них.

 2°. а) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок АВ, але не 
перетинають відрізок СD.

  б) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок CD, але не 
перетинають відрізок AB.

 3°. а) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів з вершиною Q.
  б) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів з вершиною P.

 4°. а) Які із тверджень стосовно співвідношення між 
довжинами відрізків на рис. 1.74, а) є істинними: 

  1) MN = PQ;  2) MN > PQ;  3) NP > NQ; 
  4) NQ = NP + PQ;  5) MN + PN + PQ = MQ?
  б) Які із тверджень стосовно співвідношення між 

величинами кутів на рис. 1.74, б) є істинними: 
1) ∠bd > ∠ad; 2) ∠bd > ∠ac; 3) ∠ab < ∠ac + ∠bd; 
4) ∠ab = ∠ad + ∠db; 5) ∠ab = 180°?

 5. а) На промені ОА позначено точку С. Відомо, що 
ОА = 8 см, а відрізок АС більший за відрізок ОА на 
3 см. З’ясуйте, котра із точок О, А, С лежить між 
двома іншими та знайдіть довжину відрізка ОС.
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  б) На промені ОК позначено точку Р. Відомо, що ОР = 3 см, а відрізок РК удвічі 
більший за ОР. З’ясуйте, котра із точок О, К, Р лежить між двома іншими та 
знайдіть довжину відрізка ОК.

 6. а) Точка А належить відрізку PQ. Відрізок РА утричі довший за відрізок АQ. 
Визначте довжини відрізків РА і РQ, якщо PQ = 12 см.

  б) Точка Р лежить на прямій АВ так, що точка В розміщена між точками А 
і Р. Відомо, що відрізок АВ удвічі менший від відрізка ВР. Визначте довжину 
відрізка ВР, якщо АР = 15 см.

 7. а) З вершини розгорнутого кута POQ проведені у різні боки від прямої PQ 
промені ОА і ОВ так, що ∠РОА = 75°, ∠ QOB = 125°. Визначте кут АОВ.

  б) З вершини розгорнутого кута АОВ проведені у різні боки від прямої АВ 
промені ОК і ОМ так, що ∠КОВ = 100°, ∠ МОА = 125°. Визначте кут КОМ.

 8. а) Промінь ОА проходить між сторонами кута МОN, що дорівнює 95°. Кут 
МОА на 25° більший за кут АОN. Визначте кути МОА і АОN.

  б) Промінь ОР проходить між сторонами кута АОВ, що дорівнює 72°. Кут АОР 
утричі більший за кут ВОР. Визначте кути АОР і ВОР.

 9. а) На відрізку АВ завдовжки  12 см позначені точки P і Q так, що AP = 7 см, 
PQ = 3 см. Визначте довжину відрізка QB.

  б) Всередині кута ∠àb, що дорівнює 130°, проведено промені ñ і d так, що 
∠àñ = 60°, ∠ñd = 20°. Визначте величину кута ∠bd.

 10. а) Промені ОВ і ОС проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Обґрун-
туйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

  б) Промені ОВ і ОС не проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Об-
ґрунтуйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

 11•. а) На прямій послідовно позначені точки О, Р, А, В так, що ОР = 2 см, РА = 
= 6 см, ОВ = 14 см. Визначте відстань між серединами відрізків ОА і РВ. 

  б) На прямій послідовно відкладені відрізки АВ, ВС і СD так, що АВ : ВС = 2 : 3, 
АD = 15 см, CD = 5 см. Визначте відстань між серединами відрізків АВ і СD. 

 12•. а) Точки А, В, С лежать на одній прямій і при цьому АВ = 10 см, ВС = 12 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

  б) Точки А, В, С лежать на одній прямій і при цьому АВ = 8 см, ВС = 3 см. Яка 
із цих точок не може лежати між двома іншими?

 13•. а) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 80°, ∠СОD = 20°. Визначте кут ВОD.

  б) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD не проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 140°, ∠СОD = 60°. Визначте кут ВОD.

 14•. а) Промінь, проведений з вершини прямого кута, ділить цей кут на два кути. 
Обґрунтуйте, що кут між бісектрисами цих кутів дорівнює 45°.

  б) Промінь, проведений з вершини кута О, ділить цей кут на два кути. Кут 
між бісектрисами утворених менших кутів дорівнює 45°. Обґрунтуйте, що кут 
О — прямий.



Василь Êандинськиé.  
Композиція номер VIII (1923 р.).

У цій всесвітньовідомій картині один із засновників живописного абстракціонізму відобразив своє 
сприйняття геометричних кодів Всесвіту. Приводом стало спостереження сонячного затемнення. Íай-
важливіøими формоутворюючими елементами у цих кодах є прямі лінії і кола. Прямі ми детально 
вивчатимемо у цьому розділі, кола — в останньому розділі.



Розділ ІI Взаємне розміщення  
прямих на площині

  Вступ

«Тоé, õто доáре вивчив пряму, не матиме трудно-
ùів з геометрієþ», — часто повторþвав сво¿м учням 
у знаменитіé Ïолітеõнічніé øколі в Ïарижі відомиé 
ôранцузькиé математик і громадськиé діяч Гаспар 
Ìонж (1746–1818).

На минулиõ урокаõ ми розпочали ґрунтовне ви-
вчення прямо¿. Ïерøі ôакти, з якими ви ознаéоми-
лися, стосувалися саме ціє¿ ôігури. То áули основні 
властивості про проведення прямо¿, про розміùення 
точок на пряміé і про розміùення точок на плоùи-
ні відносно прямо¿. Отже, éøлося про властивості 
окремо взято¿ прямо¿. Наступним кроком має áути 
дослідження взаємного розміùення двоõ прямиõ. 
Цьому é присвячуватиметься цеé розділ.

Однак перø ніж áезпосередньо переéти до розгля-
ду циõ питань, нам потріáно зроáити декілька вкраé 
важливиõ для подальøого зауважень. Ïри цьому ми 
áудемо посилатися і на тоé невеликиé досвід вивчен-
ня геометрі¿, якиé ви вже маєте.

Пам’ятник Гаспару Монжу 
у містечку Боні (Бургун-

дія), в якому він народився. 
Відомий скульптор Франсуа 
Рюд увічнив великого уче-
ного в образі професора під 
час його лекції з геометрії 
у Політехнічній øколі.

Урок 
6
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  Про аксіоми, теореми і доведення у геометрії

На минулиõ урокаõ ви не могли не помітити, ùо 
вже при виáорі основниõ ôактів для закладення ôун-
даменту геометрі¿ ми постіéно вдавалися до певно¿ 
логічно¿ аргументаці¿. Наприклад, важливість ос-
новниõ властивостеé прямо¿ аргументували тим, ùо 
ці властивості могли á і не виконуватися, якáи геоме-
трія áудувалася не для земного, а для якогось інøого 
світу, наприклад, для невеличко¿ кулясто¿ планети 
Ìаленького принца аáо для планети у ôормі áуáлика. 
Що ж до неáагатьоõ інøиõ ôактів, то ми виводили 
¿õ з основниõ винятково логічними міркуваннями, 
навіть якùо вони é áез того начеáто не викликали 
сумнівів. Так, зокрема, у §1 аргументувалося, ùо дві 
прямі не можуть мати áільøе одніє¿ спільно¿ точки, 
а в §4 — ùо рівні відрізки можна сумістити.

Геометрія — теоретична наука. Це означає, ùо 
всі ¿¿ положення виведені логічним øляõом, тоáто 
за допомогоþ міркувань з наведенням відповідниõ 
аргументів.

Що ж є аргументами у циõ міркуванняõ? Ïо-
перøе, — усі зазначені у попередньому розділі основ-
ні властивості наéпростіøиõ ôігур. Їõ ùе називаþть 
аêсіомами геометрі¿ (ùе дві аксіоми áуде долучено 
пізніøе). Ó дослівному перекладі з грецько¿ слово 
«аксіома» означає «повага», «авторитет», а в матема-
тиці воно вживається у значенні незаперечно¿ істини, 
підстави для логічниõ виведень. 

Ïо-друге, аргументами в логічниõ міркуванняõ у 
геометрі¿ є раніøе виведені ôакти і висновки (кожен 
з якиõ, у кінцевому підсумку, теж ґрунтується на 
аксіомаõ). 

Будь-ùо інøе, окрім аксіом і вже доведениõ тео-
рем, наприклад, посилання на рисунки, для логічниõ 
міркувань не є вагомим. Рисунок може наøтовõувати 

Усі доêазові наóêи за-
стосовóють аêсіоми. Аê-
сіо ми мають найвищий 
стó пінь загальності, а то-
мó є початêом óсього.

Аристотель (кі-
нець 4-го — по-
чаток 3-го ст. до 
н. е) — один із 
найвидатніших 
учених-приро-

додослідників і філософів усіх 
часів.  Портрет-реконструкція 
з ан тичного бюсту.

Для мене знайти дове-
ден ня математичної тео-
реми — дорожче, ніж заво-
ювати óсе персьêе царство. 

Демокрит — ви-
датний давньо-
грецький мисли-
тель, засновник 
атомізму. Жив на 
межі 5-го і 4-го 
століть до н. е. 

Портрет «Демокрит, що смі-
ється» створив з уяви нідер-
ландський художник Хендрик 
Тербрюгген у 1628 р. 
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на певниé логічниé аргумент, однак у жодному разі 
не може éого замінþвати.

Оáґрунтовані у такиé спосіá і важливі для гео-
метрі¿ ôакти називаþться теоремами, а сам процес 
оáґрунтування теореми називається ¿¿ доведенням. 

За ôормоþ теорема складається із двоõ частин — 
умови та висновку. В умові вказуþться оáмеження, 
які накладаþться на певну ôігуру аáо ôігури, а у вис-
новку — наслідки із циõ оáмежень для властивостеé 
ôігур. Óмову ùе коротко õарактеризуþть як те, ùо 
дано, а висновок — як те, ùо потріáно довести.

Наприклад, у теоремі «Якùо відрізки рівні, то ¿õ 
можна сумістити» умовоþ (оáмеженням) є те, ùо 
відрізки рівні, а висновком — те, ùо тоді ¿õ можна 
сумістити.  

Слово «теорема» грецьке. Воно поõодить від слова 
«теорео», ùо означає «уважно розглядаþ», «придив-
ляþся», і має тоé самиé корінь, ùо é значно поøи-
реніøе тепер слово «теорія». 

À ùе слово «теорема» має значення «вистава», яке 
áлизьке до сучасного «øоу». В античні часи у Греці¿ 
áули поøирені інтелектуальні розваги у ôормі пуáліч-
ниõ диспутів, під час якиõ ¿õні учасники оáстоþвали 
(доводили) сво¿ твердження аáо навіть цілі теорі¿. Ці 
міні-вистави, які зараз назвали á інтелектуальними  
«øоу», теж називалися «теоремами». 

Отже, стежачи за доведенням теореми на класніé 
доøці аáо знаéомлячись із ним за підручником, ви 
можете уявляти сеáе присутніми на інтелектуальному 
øоу і навіть áрати у ньому участь. Сподіваємося, ùо 
такиé погляд на теореми і ¿õнє доведення позáавить 
вас деякого остраõу, якиé на початкаõ можуть ви-
кликати ці слова.

Математичне доведен-
ня — це логіêа, яêа сприяє 
правильномó формóванню 
розóмó, розвиває його здіб-
ності, посилює їх настіль-
êи, що розóм привчається 
мислити точно і завж-
ди відрізняти істинó від 
хибності, навіть ó речах 
нематематичних. Саме 
томó єгиптяни, перси і ла-
êедемоняни, яê свідчать 
джерела, рідêо вибирали 
собі правителя, яêий не 
бóв трохи обізнаним з ма-
тематиêою, вважаючи, що 
необізнаний з математи-
êою зовсім не вміє мисли-
ти, а томó неспроможний 
правити й êерóвати.

Бенджамін 
Франк лін (1706–
1780) — видат- 
ний американсь-
кий учений-фі-
зик, просвітитель 

і державний діяч, один із за-
сновників США. 
Портрет Франкліна перед 
бюс том Ньютона створив 
з натури англійський худож-
ник Девід Мартін у 1767 р. 
Експонується в Білому Домі 
у Вашингтоні.
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 §5. Суміжні кути

Ïри перетині двоõ прямиõ утворþється декілька 
різниõ кутів (рис. 2.1). Взаємне розміùення пря-
миõ õарактеризуþть за допомогоþ циõ кутів. Якиõ 
саме? — Це ми зрозуміємо після того, як уважніøе 
придивимося до ниõ. Для цього розглядатимемо ¿õ 
парами. Одні пари кутів називаþться суміжними, 
інøі — вертикальними. Суміжні кути ми вивчатиме-
мо у цьому параграôі, вертикальні — в наступному.

означення.
Два кути називаються ñóì³æíиìи, якщо вони 
мають одну спільну сторону, а дві інші їхні 
сторони є доповняльними променями.

Ïоáудувати суміжні кути можна так. Візьмемо 
якиé-неáудь кут ∠аb (рис. 2.2) і проведемо промінь 
а′, ùо є доповняльним до променя а. Êути ∠аb 
і ∠ba′ — суміжні: у ниõ сторона b спільна, а сторони 
a і a′ є доповняльними променями.

Êут, суміжниé з кутом ∠аb, дістанемо é тоді, якùо 
проведемо промінь b′, доповняльниé до променя b 
(рис. 2.3).

Отже, для кожного кута ∠аb можна поáудувати 
два суміжниõ з ним кути ∠ba′ і ∠аb′.

теорема 
(про сóмó сóміжних êóтів). 

Сóìà ñóì³æíиõ êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Неõаé кути ∠аb і ∠ba′ — суміжні, 
і в ниõ сторона b спільна, а сторони a і a′ є допов-
няльними променями (див. рис. 2.2). Тоді промінь b 
проõодить між сторонами розгорнутого кута зі сто-
ронами а, a′. Відповідно до аксіоми про вимірþвання 
кутів, сума кутів ∠аb і ∠ba′ дорівнþє розгорнутому 
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куту ∠аа′, тоáто має градусну міру 180°. Теорему 
доведено.

Твердження, яке áезпосередньо випливає з теоре-
ми, називається наслідêом.

З теореми про суму суміжниõ кутів маємо такі 
наслідки.

Наслідок 1. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ïðÿìиì êóòîì, — ïðÿìиé.

Наслідок 2. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ãîñòðиì êóòîì, — òóïиé, 
à êóò, ñóì³æíиé ç òóïиì êóòîì, — ãîñòðиé.

Справді, якùо кут ∠аb — прямиé (рис. 2.4), то 
він дорівнþє 90°. Тому суміжниé з ним кут ∠bа′, за 
теоремоþ, дорівнþє 180° – 90°, тоáто теж 90°, отже, 
є прямим.

Неõаé тепер ∠аb — гостриé (див. рис. 2.2). Це 
означає, ùо éого градусна міра менøа від 90°. Ó сумі 
зі сво¿м суміжним кутом ∠аb′ він дає 180°. Отже, 
цеé суміжниé кут має градусну міру, яка áільøа за 
90°, тоáто є тупим. 

Випадок, коли ∠аb — тупиé, розглядається 
ана логічно.

розв’язуємо разом

Задача. 
Один із суміжниõ кутів на 60° менøиé від інøого. 
Визначити градусні міри циõ кутів і поáудувати ¿õ.

Розв’язання. Ïозначимо через х градусну міру 
áільøого із кутів. Тоді градусна міра менøого кута 
дорівнþватиме х – 60°. Оскільки сума суміжниõ кутів 
дорівнþє 180°, то звідси маємо рівняння:
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 х + х – 60° = 180°.
Звідси 2х = 240°, а х = 120°. Отже, áільøиé із 

кутів дорівнþє 120°, а менøиé — 120° – 60°, тоáто 
60°. На рис. 2.5 відоáражено поáудову циõ кутів за 
допомогоþ транспортира. 

Вправи і задачі

 77°.  На кожному з рис. 2.6, а)–в) укажіть пари суміжних кутів.

 78°.  Чи є кути 1, 2, зображені на рис. 2. 7, а)–ґ), суміжними?

 79°. Назвіть усі пари суміжних кутів, що утворюються 
прямими АВ і СD, які перетинаються в точці О 
(рис. 2.8).

 80°. Накресліть два нерівних суміжних кути так, щоб їхня 
спільна сторона проходила вздовж лінійки у вашо-
му зошиті. Укажіть два принципово різні варіанти.
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 81°. Знайдіть інший із суміжних кутів, якщо один із них дорівнює:
  а) 67°; б) 138°; в) 90°;  г) 45° 25′.
 82°. Чи можуть у парі суміжних кутів бути:
  а) обидва кути гострими;
  б) обидва кути тупими;
  в) обидва кути прямими;
  г) один кут гострий, а інший — прямий;
  ґ) один кут тупий, а інший — прямий;
  д) один кут тупий, а інший — гострий?
 83°. Чому при подвійному складанні аркуша паперу, 

коли суміщаються краї, одержуються прямі кути?
 84. При перетині двох прямих утворилося чотири кути 

(рис. 2.9). Визначте кути 2, 3 і 4, якщо кут ∠3 = 36°.
 85. Чому дорівнює кут, якщо два суміжні з ним кути 

дають у сумі 100°?
 86. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 80° більший за інший.
 87. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 40° менший від іншого.
 88. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них у 5 разів менший від іншого.
 89. Визначте величини суміжних кутів, якщо вони відносяться, як 2 : 3.
 90. Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони — прямі.
 91. Доведіть, що коли два прямих кути мають спільну сторону, то вони або сумі-

щаються, або суміжні.
 92. Доведіть, що коли кути рівні, то й суміжні з ними кути рівні.
 93. Нехай ∠А і ∠В — одна пара суміжних кутів, а ∠С і ∠D — інша. Що можна 

стверджувати про величини кутів В і D, якщо ∠А < ∠C? Як це обґрунтувати?
 94. Які з наведених нижче тверджень є істинними, а які — хибними:
  1) для кожного кута можна побудувати не більше одного суміжного з ним кута;
  2) якщо два кути суміжні, то один із них гострий, а інший — тупий;
  3) якщо два кути суміжні, то один із них менший від іншого;
  4) якщо сума двох кутів дорівнює 180°, то вони — суміжні;
  5) якщо сума двох кутів дорівнює 180° і вони мають спільну сторону, то кути 

суміжні;
  6) якщо сума двох кутів не дорівнює 180°, то вони — не суміжні;
  7) якщо два кути мають спільну сторону, то вони — суміжні;
  8) якщо сторона одного з кутів є доповняльним променем до сторони іншого, 

то кути суміжні? 
  Проілюструйте ваші відповіді рисунками.
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 95•. Один із суміжних кутів утричі більший за їхню різницю. Визначте ці кути.
 96•. Один із суміжних кутів удвічі менший від їхньої різниці. Визначте ці кути.
 97•. Бісектриса кута А утворює з його стороною кут, який удвічі більший за кут, 

суміжний з кутом А. Визначте кут А.
 98•. Величини двох кутів відносяться, як 1 : 3, а величини суміжних з ними кутів — 

як 4 : 3. Визначте ці кути.
 99•. Визначте величину кута, який утворюють бісектриси двох суміжних кутів.
 100•.  Доведіть, що коли бісектриси двох кутів АОВ і ВОС утворюють прямий кут, 

то точки А, О, С лежать на одній прямій.

 §6. Вертикальні кути

означення.
Два кути називаються âåðòиêàëьíиìи, якщо 
сторони одного з них є доповняльними про
менями до сторін іншого.

Ïри перетині двоõ прямиõ утворþється дві пари 
вертикальниõ кутів.

Справді, кожна із прямиõ точкоþ перетину ділить-
ся на два доповняльниõ промені. Неõаé ці промені 
позначені а, а′ та b, b′ (рис. 2.10). Тоді кути ∠аb 
і ∠а′b′, а також ∠аb′ і ∠а′b — вертикальні.

Назва «вертикальні кути» утворена від латин-
ського слова «vertex», одним зі значень якого є 
«верøина». Отже, у ціé назві відоáражається те, ùо 
вертикальні кути маþть спільну верøину, а не те, 
ùо вони заéмаþть вертикальне, тоáто прямовисне, 
положення. Раніøе застосовувалася áільø влучна 
назва: «протилежні кути».

теорема 
(про вертиêальні êóти).

Вåðòиêàëьí³ êóòи ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Неõаé маємо два вертикальниõ кути 
∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10). Êожен із ниõ є суміжним 
з кутом ∠аb′, а тому в сумі з цим кутом дає 180°:
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	 ∠аb + ∠аb′ = 180°;  ∠а′b′ + ∠аb′ = 180°.
Звідси

	 ∠аb = 180° – ∠аb′;  ∠а′b′ = 180° – ∠аb′.
Виõодить, ùо градусні міри кутів ∠аb і ∠а′b′ рівні, 

а тому рівні é самі ці кути. Теорему доведено.

Ïерøе доведення теореми про вертикальні кути 
давні історики приписуþть легендарному ôундатору 
антично¿ науки Фалесу Ìілетському. Фалес жив 
у кінці VI − на початку V ст. до н. е. Ó ті часи ви-
мірþвання кутів у градусаõ ùе не áуло. Тому наé-
імовірніøе, ùо Фалес доводив цþ теорему тим, ùо 
оáґрунтовував можливість суміùення одного із вер-
тикальниõ кутів з інøим øляõом повороту. 

Справді, якùо уявити, ùо півплоùину з граничноþ 
прямоþ b, яка містить сторону а одного з вертикаль-
ниõ кутів ∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10), повернули 
відносно спільно¿ верøини кутів так, ùоá ця пів-
плоùина сумістилася з інøоþ півплоùиноþ, то при 
цьому промінь b суміститься з променем b′, а про-
мінь а — з променем а′. Отже, кут ∠аb суміститься 
з вертикальним кутом ∠а′b′. À тому, міг звідси роáити 
висновок Фалес, вертикальні кути рівні між соáоþ.

Цієþ давньоþ ідеєþ з поворотом ôігури для дове-
дення теореми ми ùе невдовзі скористаємося.

Вправи і задачі

 101°. Назвіть пари вертикальних кутів, утворених при перетині прямих АВ і СD на 
рис. 2.11.

 102°. Назвіть усі пари вертикальних кутів, які утворюються при перетині трьох 
прямих в одній точці на рис. 2.12.

 103°. Чи є вертикальними кути, зображені на рис. 2.13?
 104°. Накресліть за допомогою транспортира кут, що дорівнює 70°, а потім за до-

помогою лінійки проведіть прямі, які містять сторони цього кута. Скільки кутів 

Фалес. Фрагмент фрески 
на фасаді національного 
університету в Афінах
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утворилися при перетині цих прямих? Визначте їхні величини вимірюванням 
і за допомогою обчислення. Чи збігаються результати?

 105°. Чи можуть вертикальні кути бути: а) прямими; б) тупими; в) один гострим, 
а інший — тупим?

 106°. Чи істинне таке твердження: «Якщо два кути рівні, то вони вертикальні»? 
Проілюструйте відповідь рисунком.

 107°. Сума величин двох вертикальних кутів дорівнює 120°. Визначте величину 
кожного з них.

 108°. Якими (гострими, прямими чи тупими) є вертикальні кути, якщо їхня сума: 
а) менша від 180°; б) більша за 180°; в) дорівнює 180°?

 109°. Один із кутів, які утворюються при перетині двох прямих, дорівнює 30°. Чому 
дорівнюють інші кути?

 110. Один із кутів, утворених при перетині двох прямих ліній, є прямим. Якими 
можуть бути інші кути? Відповідь обґрунтуйте.

 111. Сума двох кутів, які утворилися при перетині двох прямих, дорівнює 130°. 
Доведіть, що ці кути — вертикальні.

 112. Один із кутів, які утворюються при перетині двох 
прямих, на 50° менший за інший. Визначте ці кути.

 113. Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, 
учетверо більший за інший. Визначте ці кути.

 114. Визначте величини кутів, утворених при перетині 
двох прямих, якщо: а) один із них на 20° більший 
за інший; б) один із кутів дорівнює половині іншого; 
в) сума величин двох кутів дорівнює 100°.

 115. Відомі два із кутів, утворених при перетині трьох 
прямих в одній точці (рис. 2.14). Визначте кути 1, 
2, 3, 4.

 116. Три прямі перетинаються в одній точці (рис. 2.15), 
Доведіть, що ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°.
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 117•. Сума двох кутів, що утворилися при перетині двох прямих, на 60° менша від 
суми двох інших. Визначте ці кути.

 118•. Сума вертикальних кутів удвічі більша за кут, суміжний з ними обома. Визна-
чте ці кути.

 119•. Визначте кути, які утворюються при перетині двох прямих, якщо сума трьох 
із них дорівнює 270°.

 120•. Один із кутів, що утворилися при перетині двох прямих, удвічі менший від 
суми решти трьох кутів. Визначте усі ці кути.

 121•. Доведіть, що бісектриси вертикальних кутів лежать на одній прямій.
 122•. Два рівні кути мають спільну вершину, а їхні бісектриси лежать на одній 

прямій. Доведіть, що ці кути вертикальні.

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

Геометрія і... математика

Навчальна дисципліна, на урокаõ з яко¿ ви 
у попередніõ класаõ ознаéомлþвалися з окремими 
геометричними ôактами, називалася математиêою. 
Окрім геометричниõ відомостеé, на урокаõ з математики 
вивчалися ùе різні числа та операці¿ з ними, спосоáи 
складання та розв’язування рівнянь, а також численні 
приклади застосування циõ знань для розв’язування 
задач із практичним змістом.

Ïочинаþчи із 7 класу, математика розділяється 
на дві окремі математичні дисципліни — геометріþ 
é алгеáру (а в старøіé øколі з алгеáри виокремляться 
ùе початки математичного аналізу). Ïроте зв’язок 
між окремими математичними дисциплінами ніколи не 
áуде перериватися. Для õарактеристики геометричниõ 
величин áудуть застосовуватися алгеáра¿чні ôормули 
é рівняння, а для алгеáра¿чниõ ôормул і рівнянь áу-
дуватимуться геометричні моделі у вигляді граôіків, 
сõем, діаграм, і це суттєво допомагатиме при аналізі 
циõ ôормул і при розв’язуванні рівнянь.

Слово «математика» виникло у Давніé Греці¿ 
приáлизно у V ст. до н. е. в середовиùі піôагоріéців — 
послідовників легендарного Ïіôагора. Ïоõодить 
воно від слова «матема», ùо означає «вчення» аáо 

Ïіфагор. Ñимволічний 
портрет. Гравюра невідомого 

художника XVI ст.
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«знання». Давні греки визнавали чотири матема: про 
числа (ариôметику), про ôігури (геометріþ), про 
пропорці¿ у природі та мистецтві (гармоніþ) та про 
ôорми світу (астрономіþ). Неодмінноþ умовоþ 
приналежності певного знання до математики áуло 
виведення éого øляõом логічного міркування, тоáто 
за допомогоþ мислення. Характерно, ùо інøі науки, 
наприклад, ôізику, геограôіþ, історіþ у Давніé Греці¿ 
не тільки не відносили до «матема», а é узагалі не 
вважали вартими уваги справжніõ учениõ (ôілосоôів). 
Вважалося, ùо тільки математика має тверді основи, 
оскільки вони здоáуті розумом, тоáто наéвиùоþ 
суáстанцієþ, а не органами відчуття, які часто 
спонукаþть лþдину помилятися.

Ïерøі піôагоріéці тримали математичні знання 
у суворіé таємниці від непосвячениõ і передавали ¿õ 
«на віру», áез належного оáґрунтування. Через те 
¿õ називали аêóсматиêами (від слова «акусма» — 
«звук», «свяùенниé вислів»). Для зáереження таємниці 
передача знання від учителя до учнів відáувалась лиøе 
в усніé ôормі. Ïроте згодом гору взяли математиêи, 
які вважали, ùо справжні знання можуть і повинні 
áути доступні всім і ¿õ потріáно оáґрунтовувати.

В епоõу середньовіччя давньогрецьке слово мате-
ма тиêа вживалося рідко, а наука, яку ми зараз нази-
ваємо математикоþ, ділилася на ариôметику (науку 
про числа) та геометрієþ (науку про ôігури). Навчаль-
ні дисципліни з такими назвами вивчалися лиøе на 

Франческо ді Стефано (бл. 1422 – 1457). Ñім вільних мистецтв. 
Зверху — фрагменти цієї картини із зображеннями музи Геометрії та Евкліда.



69§6. Вертикальні кути

другому ступені освіти —так званому êвадрівіóмі. На 
квадрівіум можна áуло переéти лиøе після успіøного 
проõодження початкового рівня, якиé називався трі-
віóмом і вклþчав три навчальні предмети: граматику, 
логіку і риторику (красномовство). Êвадрівіум, як про 
це свідчить éого назва, вклþчав чотири предмети: 
окрім ариôметики é геометрі¿ — ùе астрономіþ та 
музику (гармоніþ).

Óсі сім предметів трівіума і квадрівіума øаноáливо 
називали вільними мистецтвами — у тому сенсі, 
ùо вони звільняþть лþдину від виснажливо¿ ôізично¿ 
праці. В епоõу Відродження õудожники é граôіки 
присвятили ¿м чимало творів, зоáражаþчи ¿õ прекрас-
ними музами на зразок дев’ятьоõ античниõ муз, які 
вважалися покровительками оáразотворчиõ мистецтв.

Мартен де Вос (1532 – 1603). Алегорія семи вільних мистецтв, 1590 р.
Муза Геометрії — на передньому плані ліворуч. У руках у неї циркуль, за допомогою якого вона 

проводить вимірювання на земному глобусі; біля ніг лежать лінійка й косинець. Поруч з Геометрією — 
Арифметика, зайнята обчисленнями на дощечці; біля неї книга з написом «ПІФАГОР».  
У центрі біля небесного глобуса — муза Астрономії; біля її ніг — сонячний годинник.

Етьєн Делон 
(1518 – бл. 1583) 

«Геометрія». Гравюра.



70 Розділ ІІ. Взаємне розміщення прямих на площині

Ó XVI–XVII ст., коли ªвропа ознаéомилася із 
здоáутками середньовічно¿ араáсько¿ науки, з’явилася 
алгебра. Àраáськоþ áула не лиøе назва ціє¿ науки, 
а é зміст — розв’язування рівнянь. Ццим античні 
математики маéже не заéмалися. Ïевниé час з 
араáським терміном «алгеáра» конкурував латинськиé 
термін «аналіз», ùо мав тоé самиé зміст. Однак пізніøе 
аналізом назвали відгалуження алгеáри, яке виникло 
у зв’язку поняття ôункці¿.

Термін «математика» для сукупно¿ назви ариôметики, 
геометрі¿, алгеáри та аналізу почали систематично 
застосовувати у XVIII ст. Ïроте ùе у перøіé половині 
XIX ст. кожного визначного математика øаноáли-
во називали геометром, навіть якùо він проводив 
дослідження в інøіé галузі математики. 

Незважаþчи на очевидні відмінності, різні матема-
тичні дисципліни маþть одну суттєву спільну рису, 
яка споріднþє ¿õ між соáоþ é вирізняє з-поміж інøиõ 
наук. Óсі поняття, які вивчаþться у математичниõ 
наукаõ, — числа, ôігури, ôормули, ôункці¿ тоùо, є 
мисленнєвими оáразами і тому можуть розглядатися 
é аналізуватися окремо від áудь-якиõ матеріальниõ 
носі¿в. Ïісля того, як установлені основні властивості 
циõ мисленнєвиõ оáразів (у геометрі¿ ці властивості 
називаþться аксіомами, в алгеáрі — правилами, 
законами, ôормулами), усі інøі властивості виводяться 
із ниõ уже суто логічним øляõом.

П’єр Леґросс молодøий 
(1666–1719). Геометрія. 

Париж. Лувр.

Êорнеліс Êорт  
(1533 – 1578).  

«Геометрія». Гравюра.  
Із серії «Вільні мистецтва».
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 §7. Кут між прямими. Перпендикулярні прямі

Ïідведемо підсумок проведеного у попередніõ двоõ 
параграôаõ вивчення властивостеé кутів, ùо утворþ-
þться при перетині двоõ прямиõ. Óсього при цьому 
утворþється чотири кути зі спільноþ верøиноþ, сто-
рони якиõ належать різним прямим (рис. 2.16) (ми 
не áеремо до уваги ùе два розгорнуті кути, сторони 
якиõ належать кожніé пряміé). Ці чотири кути роз-
падаþться на дві пари вертикальниõ кутів, які рівні 
між соáоþ. Будь-які два кути з різниõ пар є суміж-
ними, а тому ¿õня сума дорівнþє 180°. Отже, якùо 
один із суміжниõ кутів гостриé, то інøиé — тупиé, 
а якùо один із ниõ прямиé, то інøиé теж прямиé 
(і тоді прямими є всі чотири кути, утворені прямими).

На підставі цього приéмається таке означення. 

означення. 
Êóтом між прямими, що перетинаються, нази
вається величина гострого або прямого кута, 
утвореного при перетині цих прямих.

Зверніть увагу, ùо на відміну від кута, утворено-
го променями, якиé є ôігуроþ і має своþ величину 
(градусну міру) в межаõ від 0° до 180°, кут між пря-
мими — це лиøе величина і вона не перевиùує 90°.

Êут між прямими а і b позначається так: ∠аb. 
Наприклад, у випадку, зоáраженому на рис. 2.17, 
∠аb = 60°, а у випадку, зоáраженому на рис. 2.18, 
∠аb = 90°.

означення. 
Якщо кут між прямими дорівнює 90°, то такі 
прямі називаються перпендиêóлярними (або 
взаємно перпендиêóлярними).

Êажуть також, ùо перпендикулярні прямі перети-
наþться під прямим кутом.

Ðèñ. 2.16

Ðèñ. 2.17

120°

120°

60°60°

a

b

Ðèñ. 2.18

90°

a

b

90°

90°90°

Уроки 
8–9



72 Розділ ІІ. Взаємне розміщення прямих на площині

На рис. 2.18 зоáражені перпендикулярні прямі а 
і b.

Ïерпендикулярність прямиõ позначаþть за допо-
могоþ знака ^. Наприклад: а ^ b, АВ ^ СD тоùо.

На рис. 2.19 і 2.20 відоáражені спосоáи поáудови 
перпендикулярниõ прямиõ за допомогоþ косинця. 
На перøому з ниõ пряма b, ùо перпендикулярна до 
дано¿ прямо¿ а, проведена через точку А ціє¿ прямо¿. 
На другому рисунку пряма b, ùо перпендикулярна до 
дано¿ прямо¿ а, проведена через точку А, ùо лежить 
поза прямоþ а.

Чи може інøа поáудова, наприклад, за допомогоþ 
транспортира, дати інøі перпендикулярні прямі? — 
Ні, не може, і це можна довести.

теорема 
(про єдиність перпендиêóлярної прямої). 

Чåðåç бóäьÿêó òîчêó ìîæíà ïðîâåñòи ëиøå 
îäíó ïðÿìó, ïåðïåíäиêóëÿðíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿.

Довед ення .  Ïрипустимо, ùо через точку А, 
розміùену на прямій а, можна провести дві прямі b 
і с, перпендикулярні до прямо¿ а (рис. 2.21). Неõаé 
áуквами b і с позначені і промені циõ прямиõ, ùо 
лежать в одніé із півплоùин з граничноþ прямоþ а. 
Тоді у ціé півплоùині матимемо два рівниõ (прямиõ) 
кути ∠аb і ∠ас, відкладениõ від одніє¿ півпрямо¿ Îа. 
Оскільки за аксіомоþ про відкладення кутів таке 
неможливо, то зроáлене припуùення õиáне. Тому 
через точку А можна провести тільки одну пряму, 
перпендикулярну до прямо¿ а.

Ïрипустимо тепер, ùо через точку А, розміùе-
ну поза прямою а, можна провести дві прямі b і с, 
перпендикулярні до прямо¿ а (рис. 2.22). Неõаé В 
і С — точки перетину циõ прямиõ із прямоþ а.

Ïовернемо подумки ту півплоùину з гранич-
ноþ прямоþ а, в якіé знаõодиться точка А, віднос-
но середини Î відрізка ВС до суміùення з інøоþ 

Ðèñ. 2.19

aA

b

b

aA

Ðèñ. 2.20

a

A

b

b

a

A

Ðèñ. 2.21
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півплоùиноþ з тієþ само граничноþ прямоþ а. Ïри 
цьому точка В переміститься у точку С, точка С — 
у точку В, прямиé кут АВС — у рівниé éому пря-
миé кут А′СВ, а прямиé кут АСВ — у рівниé éому 
прямиé кут А′ВС. 

Із того, ùо кути АВС і А′ВС — прямі, випливає, 
ùо кут АВА′ — розгорнутиé, тоáто ùо точки А, В, 
А′ лежать на одніé пряміé. Те ж саме стосується 
é точок А, С, А′. Виõодить, ùо через точки А і А′ 
проõодять дві прямі. Ці прямі не можуть зáігатися, 
оскільки пряма а перетинає ¿õ у різниõ точкаõ В 
і С. Дістали суперечність з аксіомоþ про проведення 
прямо¿, за якоþ через дві точки А і А′ можна прове-
сти лиøе одну пряму. Із цього можна зроáити лиøе 
один висновок, а саме тоé, ùо зроáлене припуùення 
про існування двоõ перпендикулярниõ прямиõ b і с 
до прямо¿ а — õиáне, а тому існує тільки одна така 
пряма. Теорему доведено.

Цікаво зауважити, ùо, на відміну від перпендику-
лярно¿ прямо¿, через áудь-яку точку А можна прове-
сти дві прямі b і с, які перетинаþть дану пряму а під 
заданим кутом, якиé не є прямим (рис. 2.23, а)–á)) 
(порівняé з рис. 2.19 і 2.20).

Інколи доводиться вести мову про перпендикуляр-
ність не тільки прямиõ, а é частин прямиõ — відріз-
ків і променів.

означення. 
Відрізки або промені називаються ïåðïåí
äиêóëÿðíиìи (кажуть також âçàºìíî ïåðïåí
äиêóëÿðíиìи), якщо вони лежать на перпен
дикулярних прямих. Відрізки або промені 
називаються перпендикулярними до прямої, 
якщо вони лежать на прямих, які перпенди
кулярні до цієї прямої.

Ðèñ. 2. 22
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Для короткого запису перпендикулярності відріз-
ків і променів застосовується тоé самиé знак ^, ùо 
é для прямиõ.

На рис. 2.24 зоáражені õарактерні випадки вза-
ємного розміùення перпендикулярниõ відрізків, а на 
рис. 2.25 — õарактерні випадки взаємного розміùен-
ня відрізків, перпендикулярниõ до прямо¿.

означення. 
Відрізок, який перпендикулярний до прямої 
і при цьому один з його кінців належить пря
мій, називається ïåðïåíäиêóëÿðîì до цієї пря
мої. Спільна точка прямої і перпендикуляра 
до неї, називається îñíîâîю перпендикуляра.

Àналогічно означається поняття перпендикуляра 
до променя та до інøого відрізка.

Ïерпендикуляри до відрізків зоáражені на 
рис. 2.24, в) і г), а перпендикуляр до прямо¿ — на 
рис. 2.25, в). 

Терміни «перпендикулярниé», «перпендикуляр» 
утворені від латинського слова perpendicularis, ùо 
означає «прямовисниé». Ïрямовисна лінія утворþє 

a)

Ðèñ. 2.24

á) â) ã)

a)

Ðèñ. 2.25

á) â)
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прямі кути з áудь-якоþ горизонтальноþ прямоþ 
(рис. 2.26). Це é стало підставоþ для того, аáи 
áудьякі прямі чи відрізки, які утворþþть прямиé кут, 
називати перпендикулярними. Ó зв’язку із цим часто 
замість виразу «провести перпендикуляр з точки до 
прямо¿» кажуть: «опóстити перпендикуляр з точки 
на пряму» аáо «поставити перпендикуляр до прямо¿ 
у заданіé на ніé точці», — навіть тоді, коли пряма 
не заéмає горизонтального положення (рис. 2.27).

З використанням поняття перпендикуляра уво-
диться поняття відстані від точки до прямо¿.

означення. 
В³äñòàííю â³ä òîчêи äî ïðÿìî¿ називається 
довжина перпендикуляра, опущеного із цієї 
точки на пряму.

Ïідставоþ для такого означення є те, ùо перпен-
дикуляр до прямо¿ є наéкоротøим з усіõ відрізків, які 
сполучаþть цþ точку з точками прямо¿ (рис. 2.28). 
Ïоки ùо у нас немає достатнього теоретичного ôун-
даменту, аáи довести це твердження. Ìи доведемо 
éого у наступному розділі.

розв’язуємо разом

Задача. 
Визначити кут між двома прямими, якùо сума 
трьоõ кутів, утворениõ при ¿õньому перетині, 
дорівнþє 300°.

Розв’язання. Як áи ми не виáирали три із чоти-
рьоõ кутів, утворениõ двома прямими, ùо перетина-
þться (рис. 2.29), два з ниõ завжди áудуть суміж-
ними, отже, в сумі дадуть 180°. Тоді на третіé кут, 
за умовоþ ціє¿ задачі, припаде 
 300° – 180° = 120°.

Ðèñ. 2.26

Ðèñ. 2. 72

Ðèñ. 2.28

Ðèñ. 2.29
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Це — тупиé кут, а кут між прямими дорівнþє ве-
личині гострого аáо прямого кута. Тому в цьому разі 
øуканиé кут між прямими дорівнþє 180° – 120° = 60°.

Відповідь. 60°.

Вправи і задачі

 123°. Позначте точку і за допомогою лінійки проведіть через неї дві довільні прямі, 
а потім за допомогою транспортира визначте кут між цими прямими.

 124°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира дві прямі, кут між якими дорів-
нює: а) 30°;  б) 60°;  в) 90°.

 125°. Один із кутів, що утворюється при перетині двох прямих, дорівнює 140°. Чому 
дорівнює кут між цими прямими?

 126°. Жоден із кутів, утворених при перетині двох прямих, не є гострим. Чому дорівнює 
кут між прямими?

 127°. Перерисуйте в зошит зображення точки Р і прямої m, подані на рис. 2.30. Про-
ведіть у кожному випадку за допомогою косинця перпендикуляр із точки Р на 
пряму m. За допомогою лінійки у кожному випадку визначте відстані від точки Р 
до прямої à.

 128°. Проведіть пряму і за допомогою лінійки і косинця позначте дві які-небудь точки 
А і В, що знаходяться від прямої на відстанях відповідно 3 см і 2 см.

 129°. Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного роз-
міщення відрізка і променя, які є взаємно перпендикулярними.

 130°. Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного 
розміщення двох променів, а також променя і прямої, які є взаємно перпенди-
кулярними.

 131. Визначте кут між двома прямими, якщо:
  1) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 100°;
  2) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 200°;
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  3) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 250°;
  4) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 350°.
 132. Визначте кут між двома прямими, якщо один із кутів, що утворилися при 

їхньому перетині, удвічі менший від іншого.
 133. Визначте кут між двома прямими, якщо різниця двох кутів, що утворилися 

при їхньому перетині, дорівнює 70°.
 134. Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 

кутів, що утворилися при їхньому перетині, учетве-
ро менша від суми двох інших.

 135. Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 
кутів, що утворилися при їхньому перетині, більша 
за суму двох інших на 140°.

 136. На рис. 2.31 відображений спосіб перевірки за допо-
могою лінійки, чи є прямим найбільший кут у косинця 
(пунктиром зображене попереднє положення косин-
ця). На якій геометричній властивості ґрунтується цей 
спосіб?

 137. На рис. 2.32 відображений спосіб перевірки за до-
помогою столярного кутника правильності обробки 
бруса. Як би ви пояснили цей спосіб? На якій геоме-
тричній властивості він ґрунтується?

 138. На рис. 2.33 відображений спосіб провішування пер-
пендикулярних прямих на місцевості за допомогою 
екера (у перекладі з французької мови це слово 
(equerre) означає «кутник»). У найпростішому варіанті 
екер складається із хрестовини, що кріпиться на ніжці; 
на кінцях хрестовини вбиті штирки для візування. Як 
би ви пояснили спосіб використання екера?
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 139. Три прямі АВ, СD і КМ перетинаються в точці О і при 
цьому АВ ̂  СD, ∠КОВ = 30° (рис. 2.34). Визначте кути 
АОМ і КОD.

 140. На рис. 2.35 СО ^ АВ, DО ^ ОF. Доведіть, що тоді 
∠DОС = ∠FОВ.

 141•. Визначте кут між прямими, якщо один із кутів, що 
утворився при їхньому перетині, у вісім разів мен-
ший від суми трьох решти.

 142•. На рис. 2.35 ∠АОВ = 180°, ∠DОС = ∠FОВ, ∠АОD 
= = ∠COF. Доведіть, що тоді СО ^ АВ, а DО ^ ОF. 

 143•. Три прямі АВ, СD, КМ перетинаються в точці О 
(див. рис. 2.34) і при цьому ∠КОА = 125°, ∠СОМ = 
145°. Доведіть, що тоді АВ ^ СD.

 144•. Якого найбільшого і найменшого значення може 
набувати сума трьох із чотирьох кутів, утворених 
при перетині двох прямих?

 145•. Через одну точку проведено чотири прямі. Скільки 
серед них може бути взаємно перпендикулярних?

 §8. Паралельні прямі. ознаки паралельності прямих

Ви вже знаєте, ùо прямі на плоùині можуть пере-
тинатися, а можуть і не перетинатися (цим плоùина 
суттєво відрізняється від сôери, де áудь-які прямі 
завжди перетинаþться). Ïрямі, які не перетинаþть-
ся, називаþться паралельними.

Для запису паралельності прямиõ застосовується 
знак ||. Наприклад, запис а || b читається так: «пряма 
а паралельна пряміé b». 

Дуже легко накреслити прямі, ùо перетинаþться 
у заданіé точці А: одну пряму (позначимо ¿¿ через а) 
проводимо довільно, потім áеремо поза неþ яку-не-
áудь точку В і через точки А і В проводимо øукану 
пряму b (рис. 2.36). Використовуþчи транспортир, 
пряму b можна провести навіть під заданим кутом 
до прямо¿ а (рис. 2.37): тоді точку В потріáно áра-
ти на промені АВ, якиé утворþє цеé кут з одним із 
променів прямо¿ а.
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Накреслити паралельні прямі можна за допомо-
гоþ лініéки, використовуþчи оáидва ¿¿ кра¿. Так, на 
рис. 2.38 проведені паралельні прямі а і b. Однак 
якùо õоч троõи конкретизувати вимогу, наприклад, 
аáи пряма b áула паралельна заданіé пряміé а і про-
õодила через задану точку В (рис. 2.39), то завдання 
суттєво ускладнþється. Êреслярі виріøуþть éого за 
допомогоþ лініéки і косинця аáо навіть двоõ однако-
виõ косинців, як показано на рис. 2.40 і 2.41.

Неважко зауважити, ùо у перøому із циõ спосо-
áів поáудовані паралельні прямі ôактично проведені 
перпендикулярно до деяко¿ прямо¿ (до лініéки), а в 
другому утворþþть рівні кути з деякоþ прямоþ (пе-
ремичкоþ косинця). Якùо зважити, ùо прямі кути 
теж рівні, то оáидва спосоáи зводяться до одного: 
паралельні прямі проводяться так, ùоá утворþвалися 
рівні кути з деякоþ січноþ прямоþ.

Однак прямі а і b, які утворþþть рівні кути із 
січноþ прямоþ c, можуть áути é не паралельними 
(рис. 2.42). Тому для паралельності прямиõ лиøе 
рівності циõ кутів недостатньо. Ïотріáні уточнення 
ùодо ¿õнього розміùення.

Ïодивіться на рис. 2.43. На ньому дві прямі а і b 
перетнуті третьоþ прямоþ с. Для спроùення мови 
пряму с, яка перетинає прямі а і b у різниõ точкаõ, 
називаþть січною циõ прямиõ. Ïри цьому утворþþть-
ся вісім нерозгорнутиõ кутів з верøинами у точкаõ 
перетину А і В.
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Для окремиõ пар циõ кутів, які якраз і даþть змогу 
провести згадане уточнення, яке неоáõідне для пара-
лельності прямиõ, уведені спеціальні назви. À саме:

∠3 і ∠5, а також ∠4 і ∠6 називаþться внутріø-
німи різносторонніми кутами;

∠3 і ∠6, а також ∠4 і ∠5 називаþться внутріø-
німи односторонніми кутами;

∠1 і ∠5, ∠4 і ∠8, ∠2 і ∠6, ∠3 і ∠7 називаþться 
відповідними кутами.

З рисунка видно, ùо внутріøні різносторонні 
кути розміùені так, ùо одна пара ¿õніõ сторін має 
спільну внутріøнþ частину АВ січно¿ (відрізок), 
а інøі сторони лежать з різниõ áоків від січно¿ с. 
Внутріøні односторонні кути розміùені так, ùо одна 
пара ¿õніõ сторін так само має спільну внутріøнþ 
частину АВ січно¿, однак інøі сторони лежать уже 
з одного áоку від січно¿ с.

Відповідні кути лежать з одного áоку від січно¿ с, 
а також і з одного áоку від одніє¿ з прямиõ а чи b.

Інколи виокремлþþть ùе зовніøні різносторонні 
(1 і 7 та 2 і 8) та зовніøні односторонні кути (1 і 8 
та 2 і 7).

Якùо ви тепер повернетеся до рис. 2.41, то легко 
зáагнете, ùо паралельність поáудованиõ на ньому 
прямиõ а і b заáезпечується рівністþ саме внутріøніõ 
різносторонніõ кутів, які утворþþться при перетині 
циõ прямиõ із перемичками косинців.

Це спостереження приводить нас до ознаки пара-
лельності прямиõ. Залиøається лиøе сôормулþвати 
¿¿ та довести за всіма правилами геометрі¿ як теорему.

Îзнаêами у геометрі¿ називаþть теореми про такі 
умови ùодо ôігур, виконання якиõ є достатніми для 
виконання певниõ ôундаментальниõ геометричниõ 
властивостеé, наприклад, паралельності, перпенди-
кулярності, рівності тоùо.
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теорема
(ознаêа паралельності прямих).

Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю 
âíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ 
ïàðàëåëьí³.

Доведення. Ìи доведемо цþ теорему спосоáом, 
якиé у сво¿õ головниõ рисаõ споріднениé з тим, яким 
у попередньому параграôі доведено теорему про єди-
ність перпендикулярно¿ прямо¿. Спорідненість поля-
гає у тому, ùо, по-перøе, «éтимемо від супротивно-
го», по-друге — застосовуватимемо уявне суміùення 
двоõ півплоùин øляõом повороту.

Неõаé при перетині двоõ прямиõ а і b січноþ 
с утворþþться рівні внутріøні різносторонні кути 
з верøинами А і В, які для спроùення позначимо 
циôрами 1 і 2 (рис. 2.44). Зрозуміло, ùо тоді су-
міжні з ними внутріøні різносторонні кути 3, 4 теж 
рівні. Ïотріáно довести, ùо за ціє¿ умови прямі а і b 
паралельні.

Ïрипустимо супротивне, тоáто, ùо прямі а і b 
перетинаþться в деякіé точці С (рис. 2.45).

Зауваження. Незважаþчи на те, ùо таке при-
пуùення з перøого погляду може здатися аáсолþтно 
аáсурдним, насправді воно має цілком реальні підстави. 
Ïрямі ліні¿ áезмежні, і те, ùо видається неможливим 
на певному невеликому проміжку, цілком може здіéс-
нþватися у великиõ масøтаáаõ. Якáи на земніé по-
верõні прокласти øироку алеþ між двома меридіанами 
від екватора до полþса (рис. 2.46), то, руõаþчись неþ 
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на автомоáілі, ви почали á помічати звуження лиøе 
через декілька діá. З літака éого можна помітити через 
декілька годин, тимчасом як з орáіти навколоземно¿ 
космічно¿ станці¿ це áуло á очевидно одразу. 

Отже, реальні підстави для зроáленого припуùен-
ня існуþть. Ïроте логічниé аналіз тако¿ можливості 
приведе нас до суперечності з приéнятими аксіомами. 
Це свідчитиме про те, ùо в геометрі¿ на плоùині, яку 
ми розвиваємо, таке неможливо.

Ïовернемо подумки ту півплоùину з граничноþ 
прямоþ с, у якіé знаõодиться точка С, відносно се-
редини Î відрізка АВ до суміùення з протилежноþ 
півплоùиноþ (рис. 2.47). Ïри цьому точка А пере-
міститься у точку В, точка В — у точку А, кут 2 
накладеться на рівниé éому кут 1, а кут 3 — на 
рівниé éому кут 4. Ïозначимо через С ′ точку, в яку 
переміститься точка С. 

Із того, ùо кути 1 і 3 — суміжні, випливає, ùо кут 
С ′АС — розгорнутиé, тоáто ùо точки С ′, А, С лежать 
на одніé пряміé. Те ж само стосується é точок С ′, 
В, С. Виõодить, ùо через точки С і С ′ проõодить дві 
прямі. Ці прямі не можуть зáігатися, оскільки пряма 
с перетинає ¿õ у різниõ точкаõ А і В. Дістали супе-
речність з аксіомоþ про проведення прямо¿, за якоþ 
через дві точки С і С ′ можна провести лиøе одну 
пряму. Це свідчить про те, ùо зроáлене припуùення 
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про перетин прямиõ а і b — õиáне, а тому ці пря-
мі — паралельні. Теорему доведено.

З доведено¿ теореми можна вивести декілька 
очевидниõ наслідків, кожен з якиõ теж є окремоþ 
ознакоþ паралельності прямиõ.

Наслідок 1.
Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ ïåðïåíäиêóëÿðí³ äî òðåòьî¿ 
ïðÿìî¿, ïàðàëåëьí³.

Доведення. Якùо прямі а і b перпендикулярні 
до січно¿ с (рис. 2.48), то внутріøні різносторонні 
кути 1 і 2 — прямі, а тому рівні. Отже, відповідно до 
доведено¿ теореми, прямі а і b — паралельні. 

Варто зазначити, ùо саме внаслідок того, ùо довгі 
кра¿ лініéки перпендикулярні до ¿¿ áічниõ кра¿в, про-
ведені уздовж ниõ прямі паралельні (див. рис. 2.38).

Наслідок 2.
Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю â³ä ïî
â³ä í³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ ïàðàëåëьí³.

Доведення. Неõаé при перетині прямиõ а і b 
січноþ с відповідні кути рівні, наприклад, ∠1 = ∠2 
(рис. 2.49). Êут 1 рівниé куту 3, оскільки ці кути 
вертикальні. Отже, ∠3 = ∠2. Àле ці кути є внутріøні-
ми різносторонніми, а тому, за доведеноþ теоремоþ, 
прямі а і b — паралельні. 

Наслідок 3.
Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю ñóìà 
âíóòð³øí³õ îäíîñòîðîíí³õ êóò³â äîð³âíюº 180°, 
òî ïðÿì³ ïàðàëåëьí³.

Доведення . Неõаé при перетині прямиõ а 
і b січноþ с сума внутріøніõ односторонніõ кутів 
дорів нþє 180°, наприклад, ∠4 + ∠2 = 180° (див. 
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рис. 2.49). Оскільки сума суміжниõ кутів 4 і 3 теж 
дорівнþє 180°, то ∠2 = ∠3. Знову приéøли до рів-
ності внутріøніõ різносторонніõ кутів. Отже, прямі 
а і b — паралельні.

Ïоняття паралельності прямиõ природним чином 
поøирþється на відрізки та промені. Наприклад, 
два відрізки називаþться паралельними, якùо вони 
лежать на паралельниõ прямиõ.

Для позначення паралельності відрізків і променів 
застосовується тоé самиé знак ||, ùо é для прямиõ. 
Наприклад: АВ || СD, m || n, MN || a (рис. 2.50).

Про доведення методом «від супротивного»

Ïри доведенні ознаки паралельності прямиõ áув застосованиé осоáливиé 
вид міркувань, якиé називаþть доведенням «від супротивного» (у попередньо-
му параграôі так само áуло доведено теорему про єдиність перпендикулярно¿ 
прямо¿). Цеé спосіá доведення надзвичаéно поøирениé у математиці. Тому 
розглянемо éого детальніøе.

Доведенням «від супротивного» полягає у тому, ùо на éого початку 
роáиться припуùення, супротивне тому, яке потріáно довести, а потім на ціé 
підставі øляõом міркувань виводиться наслідок, якиé суперечить аáо самому 
зроáленому припуùеннþ, аáо певніé аксіомі, аáо вже доведеніé раніøе теоре-
мі. Через цþ суперечність зроáлене припуùення відкидається як õиáне і цим 
установлþється істинність твердження, яке потріáно áуло довести.

Ïогляньмо ùе раз, як це áуло втілено при доведенні ознаки паралельності 
прямиõ. Ïотріáно áуло довести, ùо дві прямі а і b, які утворþþть із січноþ с 
рівні внутріøні різносторонні кути, паралельні. Спочатку ми припустили, 
ùо прямі а і b не паралельні, тоáто перетинаþться. Ïотім звідси вивели, ùо 
вони мусять мати ùе одну точку перетину. À оскільки такиé висновок уже 
суперечить аксіомі про проведення прямо¿, то звідси áуло зроáлено єдиниé 
логічно можливиé висновок про те, ùо зроáлене припуùення неправомірне. 
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Отже, прямі a i b насправді не можуть перетинатися, тоáто є паралельними, 
ùо é треáа áуло довести.

Що є логічноþ підставоþ для такого спосоáу міркувань? — Те, ùо із двоõ 
взаємно супротивниõ тверджень істинним є тільки одне. Тому якùо одне з ниõ 
веде до яко¿сь суперечності, то істинним є інøе, оскільки істинне твердження 
до суперечності вести не може.

Інколи, коли ùе тільки-но починаþть застосовувати спосіá доведення «від 
супротивного», на початку доведення неправильно роáлять припуùення про 
істинність того твердження, яке доводять (а не супротивного, як потріáно). 
Ïотім на підставі цього приõодять до висновку про істинність якогось інøого, 
уже доведеного твердження і, вважаþть, ùо доведення заверøене. Однак цим 
самим потріáного твердження так і не áуде доведено. Буде доведено тільки 
те, ùо éого істинність не суперечить раніøе доведеному твердженнþ. À не 
суперечити — не означає áути необхідним. Наприклад, мати високиé зріст — 
не суперечить тому, ùоá доáре грати у áаскетáол. Однак це не є неоáõідним: 
відомі áаскетáолісти навіть світового рівня, які мали невисокиé зріст.

І вже зовсім õиáним є спосіá міркувань, коли роáиться припуùення про 
істинність твердження, яке потріáно довести, а через кілька логічниõ кроків 
одержується висновок про… істинність того самого твердження, і на підставі 
цього теорема вважається доведеноþ. Насправді тут уже не áуде доведено 
навіть того, ùо істинність потріáного твердження не суперечить істинності 
інøого твердження: вона не суперечить істинності… того самого твердження. 
Такиé помилковиé спосіá міркувань називається хибним логічним êолом.

розв’язуємо разом

Задача. 
Довести методом «від супротивного», ùо дві прямі, 
які перпендикулярні до третьо¿ прямо¿, — пара-
лельні.

Розв’язання. Один із можливиõ спосоáів для 
доведення цього твердження аáсолþтно аналогічниé 
тому, яким виùе доведена ознака паралельності. 
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Дуже радимо читачеві провести це доведення 
самостіéно.

Інøиé спосіá ґрунтується на теоремі про єди-
ність перпендикулярно¿ прямо¿. Ïрипустимо, ùо дві 
прямі а і b, які перпендикулярні до яко¿сь прямо¿ с 
(рис. 2.51), перетинаþться у деякіé точці С. Тоді 
через точку С проõодитиме дві прямі а і b, перпен-
дикулярні до одніє¿ é тіє¿ само¿ прямо¿ с. Це супере-
чить теоремі про єдиність перпендикулярно¿ прямо¿. 
Отже, зроáлене припуùення õиáне, а тому прямі а 
і b — паралельні, ùо é треáа áуло довести.

Вправи і задачі

 146°.  Назвіть і запишіть усі пари паралельних прямих, зображених на рис. 2.52.
 147°.  Назвіть і запишіть усі пари паралельних фігур, зображених на рис. 2.53.

 148°.  На рисунках 2.54, а)–в) прямі à і b перетинає січна ñ. У кожному випадку 
назвіть кути 1 і 2.
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 149°.  На рисунках 2.55, а)–в) прямі à і b перетинає січна ñ. У кожному випадку 
визначте величини відповідних кутів. У якому випадку про прямі à і b можна 
стверджувати, що вони паралельні?

 150°.  На рис. 2.56, а)–в) позначені величини двох кутів, що утворилися при перетині 
прямих à і b січною ñ. Чи можемо ми на підставі цих даних стверджувати, що 
прямі à і b паралельні?

 151°.  На рис. 2.57, а)–б) прямі à і b перетинає січна ñ. Перерисуйте ці рисунки 
у зошит і на кожному з них позначте на прямій b такі точки М, N, L, щоб кути 
РАВ і МВА були внутрішніми різносторонніми, кути РАВ і NВА — внутрішніми 
односторонніми, а кути PAB і LBQ — відповідними. По який бік від січної ñ 
у кожному випадку розміщуватимуться точки М, N і L — по той самий, що 
й точка Р, чи по інший?

 152.  На рис. 2.58 відображений спосіб проведення за допомогою транспортира 
прямої b, що проходить через задану точку В і паралельна заданій прямій à. 
Як би ви пояснили цей спосіб?

Ðèñ. 2. 55

à)

a

b

c

120°

125°

á)

c

a b

â)

c

a

b
110° 70°

80°

78°

Ðèñ. 2. 65

à)

a

b

c

50°
á)

c

a

b 120°

60°
50°

Ðèñ. 2. 75

à) á)

B

P

Ac

ba P
A

B

Q Q

a

b

c



88 Розділ ІІ. Взаємне розміщення прямих на площині

 153.  На рис. 2.59 відображені два способи проведення за допомогою лінійки 
і косинця прямої b, що проходить через задану точку В і паралельна заданій 
прямій à. Як би ви пояснили ці способи?

 154.  На рис. 2.60 відображені два способи проведення за допомогою двох одна-
кових косинців прямої b, що проходить через задану точку В і паралельна 
заданій прямій à. Як би ви пояснили ці способи? Чи обов’язково косинці 
мають бути однаковими?

 155.  На рис. 2.61 відображений спосіб побудови паралельних прямих на кресляр-
ській дошці. Довга креслярська лінійка кріпиться одним кінцем на шарнірі до 
короткої рейки, яка може ковзати вздовж одного з країв креслярської дошки. 
Кут взаємного нахилу довгої лінійки і короткої рейки можна фіксувати за допо-
могою гвинта. Тоді при різних положеннях рейки на краю креслярської дошки 
довга лінійка визначатиме паралельні прямі. Як ви це можете пояснити?

 156.  На рис. 2.62 відображений спосіб побудови паралельних прямих за допомогою 
малки, якою користуються у столярній справі. Як ви можете пояснити цей спосіб? 
Малка складається із двох планок, кінці яких скріплені на шарнірі за допомогою 
гвинта; планки можна фіксувати під будь-яким кутом одна до одної.
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 157.  Нарисуйте в зошиті таке розміщення точки В і прямої à, яке показано на 
рис. 2.63, а потім за допомогою наявних у вас інструментів проведіть через 
точку В пряму b, паралельну прямій à. Скільки різних способів побудови ви 
можете запропонувати? Поясніть їх.

 158.  Доведіть, що коли при перетині двох прямих січною утворені внутрішні різно-
сторонні кути рівні, то рівні й відповідні кути, а сума внутрішніх односторонніх 
кутів дорівнює 180°.

 159.  На рис. 2.64 ∠1 = ∠2. Доведіть, що прямі a і b паралельні.
 160.  На рис. 2.64 ∠1 + ∠3 = 180°. Доведіть, що прямі a і b паралельні.
 161•.  На рис. 2.65 ∠1 = ∠2, ∠2 + ∠3 = 180°. Доведіть, що прямі a і b паралельні.

 162•.  Кут між прямими à і b дорівнює куту між прямими b і ñ. Чи можна стверджу-
вати, що прямі à і ñ паралельні?

 163•.  Чотири кути, утворені при перетині двох прямих à і b січною, дорівнюють по 
50°, решта чотири — по 150°. Чи можна стверджувати, що прямі à і b пара-
лельні?

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿ 

«Начала» евкліда — перший підручник з геометрії  
(бл. 365 – бл. 300 рр. до н.е.)

Історія знає чимало прикладів, коли видатні твори 
цілковито затьмарþвали славу сво¿õ творців. Одним із 
наéвидатніøиõ такиõ творів став підручник з геометрі¿ 
під назвоþ «Начала» (грецькоþ «Стоõея», латинськоþ 
«Елементос») давньогрецького математика Евкліда 
(áл. 365 – áл. 300 рр. до н.е.). Ця дивовижна книга 
нарівні зі свяùенними письменами проéøла крізь 
випроáування áагатьоõ століть. Водночас про самого 
Евкліда достеменно відомо лиøе декілька ôактів.
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Відомо, зокрема, ùо Евклід áув родом з Àôін і ùо 
там він ùе þнаком навчався у самого Ïлатона — 
одного з наéславетніøиõ античниõ ôілосоôів. 
Ìожливо, ùо саме Ïлатон заронив у нього ідеþ про 
систематизаціþ всього запасу геометричниõ знань 
та послідовного виведення ¿õ з неáагатьоõ основниõ 
істин. Ïізніøе ці істини учень Ïлатона Àристотель 
назвав аксіомами.

Останнþ третину свого життя Евклід прожив 
у єгипетськіé Àлександрі¿. Тому éого називали ùе 
Евклідом Àлександріéським. Це місто áуло столицеþ 
династі¿ Ïтолеме¿в. Родоначальник ціє¿ династі¿ 
Ïтолемеé І Сотер áув одним із сподвижників Àлек-
сандра Ìакедонського, а коли тоé помер, то на éого 
честь заснував місто, а в місті створив науковиé 
центр — Ìусеéон (Будинок Ìуз). Сþди скликали 
наéславетніøиõ учениõ з усіõ світів і за раõунок 
царсько¿ казни давали ¿м повне утримання та створþ-
вали умови для науково¿ роáоти. Серед запроøениõ 
áув і Евклід. Тут він започаткував математичну 
øколу, гучна слава яко¿ згодом поøирилася на весь 
елліністичниé світ. Ìожливо, ùо саме для слуõачів 
ціє¿ øколи в перøу чергу é призначалися Евклідові 
«Начала».

Як засвідчує александріéськиé математик Ïапп, 
якиé жив через øість століть після Евкліда, сам 
Евк лід áув лþдиноþ доáросердечноþ і скромноþ, 
але водночас принциповоþ і дуже незалежноþ. 
Ïоáутувала легенда, яка яскраво засвідчує це. Ніáито 
якось сам цар Ïтолемеé, тільки-но ознаéомивøись з 
«Началами», прикликав до сеáе Евкліда é запитав: 
«Чи не має áільø коротøого øляõу до опанування 
геометрі¿, ніж тоé, ùо передáачаþть éого «Начала»? — 
На це Евклід áез жодного страõу відповів: «Ó геометрі¿ 
немає царськиõ доріг». 

Àáи до кінця зрозуміти цþ мудру відповідь, потріáно 
знати, ùо в давнину в ªгипті, а також і в деякиõ інøиõ 
кра¿наõ, справді існували окремі дороги, ¿здити якими 
мав право лиøе цар і éого кур’єри. Отже, Евклід 

Евклід.  
 Гравюра невідомого  
художника ХVI ст. 

Евклід презентує  
Птолемею І Ñотеру  

свої «Íачала» геометрії.
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недвозначно натякав володарþ на те, ùо у науку øляõ 
лиøе один: як для царів, так і для простолþду.

В інøіé легенді розкривається ставлення античного 
ученого до мирськиõ розкоøів. Якось один з þнаків, 
опанувавøи декілька теорем з «Начал», запитав 
у Евкліда: «À ùо я зароáлþ, якùо усе вивчу?». На ùо 
Евклід покликав раáа é зневажливо сказав: «Даé éому 
три оáоли (тоáто три наéдріáніøі тогочасні грецькі 
монети), áідолаõа õоче зароáити на навчанні».

Ось це é усе, ùо відомо про Евкліда. Один із 
наéоáізнаніøиõ коментаторів éого «Начал» Ïрокл 
Діодоõ, якиé жив у V ст. н.е., тоáто через вісім століть 
після Евкліда, і тривалиé час провів в Àлександрі¿, вже 
навіть не знав, де é коли народився славетниé учитель.

Неможливо переоцінити талант і звитягу автора 
«Начал». Ó нас час існуþть сотні é тисячі підручників, 
десятки тисяч журнальниõ пуáлікаціé, а учені-
теоретики до дріáниць проаналізували оáґрунтованість 
кожно¿ умови і висновку. І все ж, незважаþчи 
на це, по-справжньому õороøі навчальні книги 
з’являþться нечасто. À ùо вже казати про епоõу 
Евкліда, коли користуватися можна áуло лиøе 
декількома рукописами! Ìаéже весь зміст потріáно 
áуло продумувати самому — аксіоми, послідовність 
викладу, логічну канву кожно¿ теми, доведення кожно¿ 
теореми é оáґрунтування кожно¿ поáудови. З усім цим 
Евклід упорався настільки успіøно, ùо éого праця 
служила основним підручником з геометрі¿ понад 2000 
років. Вона é досі залиøається в арсеналі освітніõ 
книг і є класичним взірцем для викладу науково¿ 
теорі¿ на аксіоматичніé основі. Більøість теорем цього 
підручника теж свого часу áули продумані é записані 
Евклідом у éого «Началаõ». 

«Начала» Евкліда видавалися дуже áагато разів, 
у різні часи, у різниõ кра¿наõ, різними мовами é різни-
ми спосоáами (від прадавнього ручного переписування 
на папірусі та пергаменті до сучасного оôсетного 
і лазерного друку). Ïроте лиøе окремі видання áули 
повними. Наéчастіøе ж вони пристосовувалися до 
викладання на елементарному рівні, а тому суттєво 

Фронтиспис рукописного ла-
тинського перекладу «Íачал» 
Евкліда, виконаного орієн-
товно з 1309 по 1316 рр. 

з арабського рукопису. Òут 
ми бачимо прообраз числен-
них пізніøих зображень музи 
Геометрії. Примітно, що вона 
навчає геометрії ченців. Для 

свого часу це був доволі  
сміливий перехід через кано-

ни і забобони. 
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Перøа сторінка 1-го друкованого латинського перекладу (з грецької) «Íачал» Евкліда (Венеція, 
1482 р.). Íа цій сторінці даються означення основних геометричних фігур, зображених на рисунках.
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Вгорі: репродукції двох з найвідоміøих живописних творів на тему «Ñім вільних мистецтв» — 
Джованні дель Понте (1435 р.) і Ло Шеггія (Джованні ді Ñер Джованні) (1460 р.). Як правило, 
у центрі таких композицій завжди була Астрономія, а поруч із нею — Геометрія зі своїми неод-

мінними атрибутами — циркулем і кутником.
Внизу: фрагменти цих картин за участю Геометрії. І в перøому, і в другому випадках геометрію 

супроводжує або сидить біля її ніг герой цього історичного нарису — Піфагор.
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скорочувалися, інколи доповнþвалися коментарями та 
додатками, не вклþченими Евклідом аáо розроáленими 
уже після нього. Однієþ з наéкраùиõ такиõ перероáок 
Евклідовиõ «Начал» свого часу áули «Начала усіõ 
математичниõ наук» німецького математика та 
ôілосоôа Êристіана Вольôа (1679 −1754). Ця книга 
виéøла у 1710 р. Для нас вона цікава тим, ùо по-
служила за основу для курсу математики Феоôана 
Ïрокоповича (1681−1736), якиé читався у Êиєво-
Ìогилянсько¿ академі¿. 

Ó 2-é половині ХІХ ст. в Óкра¿ні áуло здіéснено 
ґрунтовне видання «Начал» Евкліда з численними до-
датками é коментарями Ìиõаéла ªгоровича Ваùенка-
Заõарченка (1825 −1912), проôесора Êи¿вського 
університету св. Володимира. Êнига áула видрукувана 
видавництвом університету у 1880 р. і мала значниé 
вплив на вітчизняну науку é освіту. Вона é досі 
залиøається одним із краùиõ досліджень та коментарів 
Евклідовиõ «Начал», спрямованим на потреáи прак-
тичного викладання та вивчення геометрі¿.

Видання «Íачал» Евкліда англійською мовою 1661 і 1726 рр.

М.Є. Ващенко-Захарченко

Òитульна сторінка 
з перекладу  

Евклідових «Íачал»  
М.Є. Ващенка-Захарченка

Видання «Íачал» Евкліда італійською (1545 р.)  
і французькою (1573 р.) мовами.
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 §9. Аксіома про паралельні прямі.  
Властивості паралельних прямих

Як з’ясувалося у попередньому параграôі, існуþть 
різні спосоáи для поáудови паралельниõ прямиõ. 
Ó зв’язку з цим виникає природне запитання: а чи не 
залежить результат поáудови від виáраного спосоáу? 

Ïрипустимо, ùо через задану точку В ви проводите 
пряму b, паралельну пряміé а. Неõаé перøиé раз 
ви провели пряму b′ так, ùоá вона утворþвала 
рівні гострі внутріøні різносторонні кути з деякоþ 
січноþ с (рис. 2.66, а), а другиé раз — пряму b′′, яка 
утворþє прямі кути з прямоþ с, перпендикулярноþ 
до прямо¿ а (рис. 2.66, á). Чи зáігатимуться проведені 
паралельні прямі b′ і b′′? 

Ìожливо, ви скажете, ùо тут і доводити нічого, 
мовляв, і так очевидно, ùо зáігатимуться. — Тоді 
зауважте, ùо і єдиність перпендикулярно¿ прямо¿ b, 
проведено¿ через точку В до прямо¿ а (рис. 2.67, а), 
може здаватися «очевидноþ», допоки не зауважити, 
ùо на сôері може існувати не одна така пряма 
(рис. 2.67, á). Тому потріáне áуло доведення, яке 
незаперечно виклþчає таку можливість на плоùині.

Скористатися сôероþ для аналогічного прикладу 
з паралельними прямими ми не можемо, оскільки на 
сôері взагалі відсутні паралельні прямі. Однак існує 
поверõня, яка дає змогу це зроáити. Вона називається 
псевдосôероþ (тоáто, несправжньоþ сôероþ), а за ôор-
моþ нагадує розтруá дуõовиõ інструментів (рис. 2.68). 
Ї¿ відкрив у 2-é половині ХІХ ст. італіéськиé математик 
Евженіо Бельтрамі (1835–1900). На псевдосôері через 
задану точку В можна провести скільки завгодно лініé, 
ùо відіграþть роль прямиõ, які не перетинаþть дано¿ 
ліні¿ а (рис. 2.69). Цим áула поставлена крапка у давніé 
історі¿ з доведенням теореми про єдиність паралельно¿ 
прямо¿.
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Ще античні математики, за аналогієþ з теоремоþ 
про єдиність перпендикулярно¿ прямо¿, намагалися 
довести é теорему про єдиність паралельно¿ прямо¿. 
Однак попри усі зусилля ¿м цього зроáити не 
вдавалося. І тому у ІІІ ст. до н. е. Евклід у своєму 
підручнику з геометрі¿ вклþчив ¿¿ до переліку аксіом. 

Ïроте сумніви залиøалися, і ùе понад дві ти-
сячі років ця проáлема продовжувала непоко¿ти 
вчениõ. Ó перøіé половині ХІХ ст. троє видатниõ 
учениõ — німецькиé математик Êарл Фрідріõ ¥аусс 
(1777–1855), угорськиé математик Яноø Болья¿ 
(1802–1860) і росіéськиé математик Ìикола Іванович 
Ëоáачевськиé (1792–1856) незалежно один від одного 

Ðèñ. 2.68
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Я. Больяї М.І. ЛобачевськийК.Ф. Ґаусс
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і різними спосоáами довели, ùо припуùення «від 
супротивного» не веде до логічно¿ суперечності, а тому 
можлива така геометрія, в якіé аксіома про єдиність 
паралельно¿ не виконується. Однак лиøе Бельтрамі 
вказав поверõнþ, на якіé здіéснþється така геометрія. 
Це вже незаперечно доводило, ùо довести єдиність 
паралельно¿ прямо¿ як теорему неможливо: Евклід áув 
правиé, зараõувавøи ¿¿ до аксіом.

Отже, у геометрі¿ на плоùині приéмається така 
аксіома.

Аксіома про паралельні прямі.
Чåðåç òîчêó ïîçà ïðÿìîю ìîæíà ïðîâåñòи 
ò³ëьêи îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëьíó äàí³é.

На рис. 2.70 пряма b — єдина, ùо проõодить через 
точку В і паралельна пряміé а.

Розглянемо два важливі áезпосередні наслідки 
з аксіоми про паралельні прямі.

Ïерøиé з ниõ часто використовуþть як ùе одну 
ознаку паралельності. Éого називаþть також теоремоþ 
про переõід (аáо транзитивність) паралельності 
(латинське transitus — дослівно «переõід»). Ó ціé 
теоремі éдеться про своєрідниé «переõід» властивості 
паралельності з двоõ пар прямиõ на третþ пару.

теорема 
(про перехід паралельності).

Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ ïàðàëåëьí³ òðåò³é ïðÿì³é, 
ïàðàëåëьí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Неõаé у плоùині маємо три прямі 
а, b, c і при цьому a || c і b || c (рис. 2.71). Ïотріáно 
довести, ùо тоді a || b.

Ïрипустимо, ùо прямі а і b не паралельні, тоáто 
перетинаþться в деякіé точці С. Тоді через точку С 
проõодитиме дві прямі а і b, кожна з якиõ паралельна 
пряміé с. À це суперечитиме аксіомі про паралельні 
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прямі. Тому зроáлене припуùення неправомірне. 
Отже, a || b, ùо é треáа áуло довести.

Друга властивість паралельності пов’язана з ку-
тами, які утворþþться при перетині паралельниõ 
прямиõ січноþ.

Ви вже знаєте, ùо, за однакоþ паралельності, 
коли дві прямі а і b утворþþть рівні внутріøні різно-
сторонні кути з деякоþ січноþ с, то вони паралельні 
(рис. 2.72). Ó зв’язку з цим виникає питання: а якùо 
для циõ паралельниõ прямиõ а і b провести інøу 
січну m, то чи áудуть утворені при цьому внутріøні 
різносторонні кути теж рівними між соáоþ?

Àналогічні запитання можна поставити é стосовно 
відповідниõ та внутріøніõ односторонніõ кутів.

На всі ці запитання відповідь ствердна, але, на 
від міну від ознак паралельності, доведення циõ 
властивостеé неможливо провести áез посилання на 
аксіому про паралельні прямі.

теорема 
(про êóти, óтворені паралельними прямими із 
січ ною).

Вíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ òà â³äïîâ³äí³ êóòи, 
óòâîðåí³ ïðи ïåðåòиí³ ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ 
ñ³ч íîю, ð³âí³ ì³æ ñîбîю, à ñóìà âíóòð³øí³õ 
îäíî ñòîðîíí³õ êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Неõаé прямі а і b — паралельні, 
m — довільна січна, М — точка перетину січно¿ m з 
прямоþ а (рис. 2.73). Доведемо спочатку, ùо рівними 
є внутріøні різносторонні кути 1 і 2.

Ïрипустимо, ùо ці кути не рівні. Ïроведемо тоді 
через точку М пряму а′ так, ùоá кут 1′, якиé разом 
з кутом 2 утворþватиме пару внутріøніõ різно-
сторонніõ кутів, дорівнþвав куту 2. Тоді, за ознакоþ 
паралельності, прямі а, а′ áудуть паралельними. 
Виõодить, ùо через точку М проõодитиме дві пря мі 
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а і а′, паралельні пряміé b. Ïриéøли до супереч-
ності з аксіомоþ про паралельні прямі. Отже, 
зроáлене припуùення неправомірне. Тому внутріøні 
різносторонні кути 1 і 2 рівні між соáоþ. Ïерøе 
твердження теореми доведено.

Доведемо, далі, ùо рівними є, наприклад, відповідні 
кути 2 і 3. Оскільки ∠3 = ∠1 (ці кути вертикальні), 
а за ùоéно доведеним, ∠1 = ∠2, то ∠3 = ∠ 2, ùо é 
треáа áуло довести.

Розглянемо, нареøті, внутріøні односторонні кути, 
наприклад, 4 і 2. Оскільки кути 1 і 4 — суміжні, то 
¿õня сума ∠1 + ∠4 = 180°. Як уже доведено, ∠1 = 
= ∠2. Отже, сума ∠4 + ∠2 теж дорівнþє 180°. 
Теорему доведено повністþ.

Наслідок 1.
Яêщî îäíà ç ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ ïåðïåíäи êó
ëÿðíà äî ñ³чíî¿, òî é ³íøà ïðÿìà òåæ ïåðïåí
äиêóëÿðíà äî ц³º¿ ñ³чíî¿.

Доведення. Неõаé прямі а і b паралельні, а січ-
на с перпендикулярна до прямо¿ а (рис. 2.74). Тоді 
∠1 = 90°. Ïри перетині паралельниõ прямиõ січноþ 
утворені внутріøні різносторонні кути рівні. Тому 
∠2 = ∠1 = 90°. Отже, с ̂   b, ùо é треáа áуло довести.

Наслідок 2.
ßêщо одна з прямих перпендиêóлярна до січної, 
а інøа — не перпендиêóлярна до неї (похила), 
то ці прямі перетинаються.

Справді, неõаé пряма а перпендикулярна до січно¿ 
с, а пряма b не перпендикулярна до не¿ (рис. 2.75). 

Якáи прямі а і b не перетиналися, тоáто áули 
паралельними, то, за наслідком 1, пряма b теж áула 
á перпендикулярноþ до m. Оскільки це не так, то 
прямі а і b перетинаþться, ùо é треáа áуло довести.

1

2

a

b

c
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Прямі та обернені теореми

Теорема про кути, утворені паралельними прямими із січноþ, дає нам 
привід поговорити про прямі é оáернені теореми.

Як ви вже знаєте, у ôормулþванні кожно¿ теореми виокремлþþться 
дві частини. Ó перøіé частині éдеться про те, ùо дано, тоáто які ôігури 
і відноøення між ними розглядаþться. Ó другіé частині вказується на те, ùо 
потріáно довести, тоáто які властивості виводяться з того, ùо дано. Ïерøу 
частину теореми називаþть ¿¿ умовоþ, другу — висновком.

Відповідно до цього кожну теорему можна символічно записати у ôормі: 
«якùо А, то В» аáо «з А випливає В», де через А коротко позначена умова 
теореми, а через В — висновок. 

Ó математиці кожен ôакт досліджується максимально всеáічно. Тому після 
доведення кожно¿ теореми, яка має ôорму «з А випливає В», як правило 
ставиться питання про те, чи справджується висновок В лиøе за умови А, а чи 
він може справджуватись é за інøиõ умов. Якùо висновок В справджується 
лиøе за умови А, то це означає, ùо з В випливає А. Àáи це показати, потріáно 
довести оáернену теорему, в якіé умовоþ є висновок В, а висновком — умова 
А початково¿ (прямо¿) теореми. 

Відповідно до цього, якùо пряма теорема має ôорму «якùо А, то В» аáо 
«з А випливає В», то оáернена теорема має ôорму: «якùо В, то А» аáо «з В 
випливає А».

Наприклад, оáерненоþ до ознаки паралельності 
прямиõ: «Якùо при перетині двоõ прямиõ січноþ 
внутріøні різносторонні кути рівні, то прямі 
паралельні» є властивість паралельниõ: «Якùо прямі 
паралельні, то при перетині ¿õ січноþ внутріøні 
різносторонні кути рівні».

Наéчастіøе у øкільному курсі геометрі¿ істинними 
є одночасно і пряма, і оáернена теореми. Однак 
є é винятки. Візьмемо, наприклад, теорему про 
вертикальні кути: «Якùо кути вертикальні, то вони 
рівні» (рис. 2.76, а). Оáерненоþ до не¿ áула á теорема: 
«Якùо кути рівні, то вони вертикальні». Звісно, вона 
õиáна, оскільки рівні кути навіть не оáов’язково маþть 
спільну верøину (рис. 2.76, á).
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Цеé приклад показує, ùо з істинності прямо¿ теореми ùе не можна 
автоматично вивести висновок про істинність оáернено¿. 

Ïряма é оáернена теорема можуть навіть ґрунтуватися на різному арсеналі 
ôактів. Наприклад, доведені у попередньому параграôі ознаки паралельності 
прямиõ не потреáували посилання на аксіому про паралельні прямі, тимчасом 
як доведення оáернениõ до ниõ властивостеé паралельниõ прямиõ уже 
неможливе áез ціє¿ аксіоми.

Отже, оáернена теорема потреáує окремого доведення!

  розв’язуємо разом

Задача. 
Довести, ùо коли пряма перетинає одну з двоõ 
паралельниõ прямиõ, то вона перетинає é інøу.

Розв’язання. Неõаé прямі а і b — паралельні, 
а пряма m перетинає пряму а у деякіé точці М 
(рис. 2.77). Якáи пряма m не перетинала прямо¿ 
b, тоáто áула паралельноþ ¿é, то через точку М 
проõодило á дві прямі а і m, які паралельні пряміé b, 
ùо суперечить аксіомі про паралельні прямі. Отже, 
пряма m перетинає пряму b, ùо é треáа áуло довести.

Вправи і задачі

 164°. Використовуючи обидві сторони лінійки, проведіть дві паралельні прямі, а по-
тім — деяку січну. За допомогою вимірювання транспортиром переконайтесь, 
що утворені при цьому відповідні та внутрішні різносторонні кути рівні.

 165°. Використовуючи обидві сторони лінійки, проведіть дві паралельні прямі, 
а потім за допомогою косинця — січну, перпендикулярну до однієї з них. За 
допомогою транспортира переконайтесь, що проведена січна перпендику-
лярна й до іншої з паралельних прямих.

 166°. На рис. 2.78 прямі à і b паралельні, ñ — січна. Чи рівні кути:
  а) ∠1 і ∠5;   б) ∠4 і ∠6;   в) ∠1 і ∠7;  г) ∠2 і ∠8?

Ðèñ. .2 77
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 167°. На рис. 2.79 прямі a і b паралельні, ñ — січна, ∠1 = 50°. Визначте величини 
кутів 2 – 8.

 168°. Сума двох внутрішніх різносторонніх кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, дорівнює 130°. Визначте ці кути.

 169°. Сума двох відповідних кутів, утворених при перетині двох паралельних пря-
мих січною, дорівнює 130°. Визначте ці кути.

 170°. Січна перетинає дві паралельні прямі. Чи можуть обидва утворені внутрішні 
односторонні кути бути гострими? А — тупими? А — негострими й не тупими?

 171°. За даними рис. 2.80, а) – б) визначте величини кутів x і y. 

 172. На рис. 2.81 à ^ ñ, b ^ ñ. Доведіть, що ∠1 = ∠2.
 173. На рис. 2.82 à ^ ñ, ∠1 = ∠2. Доведіть, що b ^ ñ.

 174. На рис. 2.83, а) – б) ∠1 = ∠2. Доведіть, що ∠3 + ∠4 = 180°. Сформулюйте 
обернене твердження. Чи істинне воно?
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 175. За рис. 2.84, а) – б) визначте кути x, y.

 176. Один із внутрішніх односторонніх кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, на 36° більший за інший. Визначте ці кути.

 177. Один із внутрішніх односторонніх кутів, утворених при перетині двох паралельних 
прямих січною, у п’ять разів менший від іншого. Визначте ці кути.

 178. Внутрішні односторонні кути, утворені при перетині двох паралельних прямих 
січною, відносяться, як 5 : 7. Визначте ці кути.

 179. Прямі a і b перпендикулярні до прямої c, а пряма l перетинає пряму a. Чи 
перетинає пряма l прямі b і ñ?

 180. Прямі à і b перетинаються, а прямі à і ñ — паралельні. Чи можуть бути 
паралельними прямі b і ñ?

 181. Дано чотири прямі à, b, ñ, m. Відомо, що à || b, b || c, а пряма m перетинає 
пряму à. Доведіть, що пряма m перетинає пряму ñ.

 182. Прямі à і b не паралельні прямій с. Чи можна стверджувати, що прямі à і b 
не паралельні між собою?

 183. Прямі à і b перетинає січна. Чи можна стверджувати, що коли утворені при 
цьому відповідні кути не рівні, то прямі à і b не паралельні?

 184•. На рис. 2.85, а) – б) AB || DE. Визначте кут BCD.
 185•. Сума трьох нерозгорнутих кутів, утворених при перетині двох паралельних пря-

мих січною, дорівнює 240°. Визначте усі кути. Розгляньте усі можливі випадки.
 186•. Доведіть, що бісектриси двох внутрішніх різносторонніх кутів, утворених при 

перетині двох паралельних прямих січною, паралельні.
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 187•. Доведіть, що бісектриси двох відповідних кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, паралельні.

 188•. Доведіть, що коли бісектриси двох відповідних кутів, утворених при перетині 
двох паралельних прямих січною, паралельні, то й прямі паралельні.

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

 §10. Альтернативні форми аксіоми про паралельні 
прямі

1. V постулат евкліда
Ìоже здатися неéмовірним, ùо в підручникаõ 

з геометрі¿ аксіома про паралельні прямі з’явилася 
відносно недавно. Вважається, ùо вперøе — у 1795 р. 
у виданні «Начал» Евкліда для øколи, підготовленому 
øотландським математиком Джоном Ïлеéôером (1748–
1819). Ïравда, у Ïлеéôера вона ôормулþвалася троøки 
інакøе, а саме: «Дві прямі, які перетинаþть одна одну, не 
можуть áути паралельними одніé і тіé саміé пряміé». Та 
все одно ¿¿ часто називаþть навіть аксіомоþ Ïлеéôера. À 
до того упродовж 2000 років замість аксіоми Ïлеéôера 
подавалася аксіома Евкліда, яка в éого «Началаõ» áула 
одним із постулатів геометрі¿.

Твердження, які приéмаþться áез доведення, Евклід 
поділяв на два види. Одні з ниõ називав аксіомами, 
інøі — постулатами. Àксіоми стосувалися кількісниõ 
відноøень між довільними величинами. Наприклад, 
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до аксіом Евклід відносив такі твердження: «Рівні 
одному é тому ж, рівні між соáоþ»; «Якùо до рівниõ 
додати рівні, то дістанемо рівні», «Ціле áільøе за своþ 
частину» тоùо. На противагу цьому, до постулатів 
відносилися твердження стосовно геометричниõ ôі-
гур. Ó дослівному перекладі з грецько¿ мови слово 
«постулат» означає «вимога»; латинськоþ — «петиція». 
Отже, постулати вимагалося приéняти áез доведення.

Евклід сôормулþвав п’ять постулатів-вимог. Ïер-
øими чотирма áули такі:

І. Будь-які дві точки можна сполучити відрізком;
ІІ. Будь-якиé відрізок можна як завгодно продовжити 

за кожен з éого кінців;
ІІІ. Навколо áудь-якого центра і áудь-яким радіусом 

можна описати коло;
IV. Будь-які прямі кути можна сумістити.
Виняткову роль в історі¿ геометрі¿ відіграв п’ятиé 

постулат:
V. Якùо при перетині двоõ прямиõ січноþ утво рþ-

þться внутріøні односторонні кути,  які в сумі не 
дорівнþþть двом прямим кутам, то прямі перети-
наþться.

Джон Плейфер і титульна сторінка 9-го видання його адаптації  
для øколи планіметричної частини «Íачал» Евкліда (1836 р.).
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Неважко довести, ùо коли приéняти V постулат 
Евкліда, то з нього можна вивести аксіому Ïлеéôера 
про паралельні прямі (при цьому áуде правомірним 
посилатися на ознаку паралельності, оскільки та áула 
доведена áез аксіоми про паралельні прямі).

Справді, неõаé маємо довільну пряму а і точку 
А поза неþ (рис. 2.86). Ïроведемо через точку А 
довільну січну с, а потім — пряму b так, ùоá сума 
внутріøніõ односторонніõ кутів 1 і 2 дорівнþвала 
180°. Тоді, за ознакоþ паралельності, b || а. Якùо 
ж через А провести довільну інøу пряму b′, то сума  
внутріøніõ односторонніõ кутів 1 і 2′ уже не áуде 
дорівнþвати 180°, а тому, за V постулатом Евкліда, 
пряма b′ перетне пряму а. Отже, пряма b áуде єдиноþ, 
яка проõодить через точку А і паралельна пряміé а, 
тоáто справджуватиметься аксіома Ïлеéôера про 
паралельні прямі.

Навпаки, з аксіоми Ïлеéôера про паралельні прямі 
можна вивести твердження V постулату Евкліда. 

Справді, неõаé маємо довільну пряму а і точку А 
поза неþ, а пряма b′ проõодить через точку А і при 
цьому сума внутріøніõ односторонніõ кутів 1 і 2′ 
не дорівнþє 180° (див. рис. 2.86). Ïроведемо через 
точку А таку пряму b, для яко¿ сума внутріøніõ одно-
сторонніõ кутів 1 і 2 дорівнþє 180°. Тоді, відповідно до 
ознаки паралельності, прямі а і b — паралельні. Àле, за 
аксіомоþ Ïлеéôера, пряма b — єдина, яка проõодить 
через точку А і не перетинає прямо¿ а. Тому пряма 
b′ неодмінно перетне пряму а. Отже, é виõодить, ùо 

Фрагмент 2-ї сторінки 1-го друкованого видання «Íачал» Евкліда (Венеція, 1482 р.)  
з формулюванням усіх постулатів і рисунками до III і V з них.
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коли сума внутріøніõ односторонніõ кутів (1 і 2′) не 
дорівнþє двом прямим кутам, то прямі (а і b′) пере-
тинаþться, тоáто справджується V постулат Евкліда.

Якùо два твердження маþть таку властивість, 
ùо з перøого випливає друге, а з другого — перøе, 
то такі твердження називаþться рівносильними аáо 
еквівалентними.

Оскільки із V постулату Евкліда випливає аксіома 
Ïлеé ôера, а з аксіоми Ïлеéôера — V постулат 
Евкліда, то ці твердження — рівносильні.

2. Аксіома остроградського
Серед діячів, чи¿ імена назавжди закарáовані в істо-

рі¿ математично¿ освіти, на чільному місці, маємо 
згадати é наøого славетного математика Ìиõаéла 
Васильовича Остроградськогор (1801–1862).

Ìиõаéло Остроградськиé народився на Ïолтавùині 
у давніé козацькіé родині. За легендоþ, рід Остро-
градсь киõ áув одним з відгалужень родоводу знаме-
нитиõ волинськиõ державників і просвітителів князів 
Острозькиõ, звідки é прізвиùе — Остроградські.

Ó 1821 р. Ìиõаéло Остроградськиé закінчив 
Хар  ківськиé університет, а після цього впродовж 
5 років навчався у Ïарижі, де слуõав лекці¿ видатниõ 
тогочасниõ ôранцузькиõ учениõ — Ëапласа, Ïуассона, 
Êоøі, Àмпера, Фур’є. Ïовернувøись із-за кордону, 
Остроградськиé упродовж усього життя активно 
пропагував і втілþвав традиці¿ ôранцузькиõ учениõ 
поєднувати наукову роáоту з викладацькоþ. Він 
викладав математику в елітниõ тогочасниõ віéськовиõ 
навчальниõ закладаõ і саме для ¿õніõ слуõачів написав 
унікальниé «Ïідручник з елементарно¿ геометрі¿». Цеé 
підручник áув виданиé трьома окремими випусками 
у 1855–1860 рр. і на десятиліття установив такиé 
високиé рівень викладання математики, якиé ùе é досі 
вирізняє вітчизняну математичну освіту.

Ó своєму підручнику Остроградськиé замість аксіоми 
Ïлеé ôера про паралельні прямі уводить положення, 
яке, як він уважав, досконаліøе õарактеризує геомет-

Михайло Остроградський. 
Маловідомий портрет 
невідомого художника. 

Ймовірно написаний у той 
період, коли учений починав 

працювати над своїм  
«Підручником з елементарної 

геометрії».
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ричні осоáливості реального простору. Однієþ з клþ-
човиõ просторовиõ õарактеристик, які активно вико-
ристовуþться у наéрізноманітніøиõ застосуванняõ, є 
напрямок. Ïри цьому напрямок визначається прямоþ, 
а áудь-яка інøа паралельна ¿é пряма визначає тоé 
самиé напрямок. Цеé ôакт Остроградськиé і ôіксує 
у сво¿é аксіомі про паралельні.

Аксіома остроградського про паралельні прямі.
Дâ³ ïðÿì³, ïàðàëåëьí³ òðåò³é ïðÿì³é, ïàðàëåëьí³ 
ì³æ ñîбîю.

Ó попередньому параграôі ця властивість виведена 
з аксіоми Ïлеéôера про паралельні прямі. Неважко 
показати, ùо é, навпаки, з аксіоми Остроградського 
випливає аксіома Ïлеéôера. Отже, ці аксіоми 
еквівалентні.

Справді, неõаé маємо точку A, розміùену поза 
прямоþ b (рис. 2.87). На підставі ознаки паралельності, 
через точку A легко провести пряму а, паралельну 
пряміé b. Тому доведення потреáує лиøе єдиність ціє¿ 

Òитульна сторінка оригінального видання 
2-ї частини «Підручника з елементарної 

геометрії» М.В. Остроградського

Обкладинка українського перекладу, виданого 
тернопільським видавництвом «Підручники 
і посібники» до 200-ліття з дня народження 

М.В. Остроградського у 2001 р.
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прямо¿ а. Ïрипустимо, ùо існує ùе інøа пряма а′, яка 
теж проõодить через точку А і паралельна пряміé b. 
Тоді, оскільки оáидві прямі а і а′ паралельні пряміé 
b, то, за аксіомоþ Остроградського, вони паралельні 
між соáоþ. Àле ж ці прямі маþть спільну точку А. 
Діс тали суперечність. Тому зроáлене припуùення 
неправомірне. Отже, пряма а — єдина, яка проõодить 
через точку А і паралельна пряміé l, ùо é треáа áуло 
довести. 

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿ 

як з’явилася неевклідова геометрія

Одразу після свого створення «Начала» геометрі¿ 
Евкліда наáули загального визнання серед учениõ. 
ªдиним слаáким місцем у ниõ уважався V постулат. 
Саме éого ôормулþвання, яке áуло значно довøим, 
ніж в інøиõ постулатів, спонукало до думки, ùо на-
справді це — теорема, яку можна довести на підставі 
реøти аксіом і постулатів. Якùо ж знаéти це дове-
дення, то можна áуде оáіéтися і áез цього дивного 
постулата. Так розпочалася наéтриваліøа в історі¿ 
науки «кампанія», ùо розтяглася маéже на 2,5 тис. 
років. Ї¿ метоþ áуло доведення V постулату Евкліда.

Як ми вже мали змогу переконатися, V постулат 
Евкліда рівносильниé аксіомі про паралельні прямі, 
а також і аксіомі Остроградського. Отже, якùо при-
éняти áудь-яку із циõ аксіом, наприклад, вважати ¿¿ 
самоочевидноþ, то V постулат Евкліда можна легко 
довести. Àáсолþтна áільøість дослідників, які повідом-
ляли про знаéдене ними доведення, так і чинили, тіль-
ки ùоразу непомітно для сеáе використовували інøі 
«самоочевидні» ôакти. Тільки при ретельніøому аналізі 
виявлялося, ùо кожен із такиõ ôактів еквівалентниé 
V постулату. Тому насправді ніякого доведення не 
áуло, а створþвалося õиáне логічне коло: доведення 
проводилося на підставі того, ùо насправді потріáно 
áуло довести.

А.М. Лежандр
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Наприклад, німецькиé математик Христоôор Êлавіé 
(1537−1612), про якого уже згадувалося на сторін-
каõ історі¿ у перøому розділі, у своєму доведенні V 
постулату Евкліда використав як «очевидність» те, 
ùо три точки А, В, С, які лежать з одного áоку від 
прямо¿ l і рівновіддалені від не¿, належать інøіé пряміé 
(рис. 2.88). 

Ще замаскованіøоþ áула логічна помилка видат-
ного ôранцузького математика Àдрієна Ìарі Ëежан-
дра (1752−1833), якиé в одному зі сво¿õ доведень 
використовував як «очевидність» те, ùо через áудь-яку 
точку Р, узяту всередині гострого кута А (рис. 2.89), 
завжди можна провести пряму, яка перетне оáидві 
éого сторони. 

Як перøе, так і друге із циõ «очевидниõ» тверджень 
виявилися еквівалентними V постулату. Тому ні 
Êлавіé, ні Ëежандр насправді доведення V постулату 
Евкліда не дали.

Óзявøи до уваги численні невдалі спроáи, а також 
і сво¿ власні невдачі на цьому øляõу, росіéськиé гео-
метр Ìикола Ëоáачевськиé (1792−1856) в середині 
20 рр. ХІХ ст. діéøов висновку, ùо Евклід таки 
áув правиé, вклþчивøи V постулат до ôундаменту 
геометрі¿, тоáто, ùо насправді це твердження довести 
неможливо.

Àле як підтвердити цþ здогадку? — Спосіá áув 
тільки один: узяти замість V постулату аáо якого-неáудь 
рівносильного éому твердження, наприклад, замість 
аксіоми про паралельні прямі, протилежне твердження 
і спроáувати зáудувати на ціé підставі нову логічно 
несуперечливу геометріþ. Це é áуло зроáлено. Однієþ 
з аксіом ново¿ геометрі¿ стала така аксіома.

Аксіома Лобачевського.
Чåðåç òîчêó А ïîçà ïðÿìîю l ó ïëîщиí³ ìîæíà  
ïðîâåñòи ïðиíàéìí³ äâ³ ïðÿì³ а ³ b, ÿê³ íå 
ïåðåòиíàюòь ïðÿìî¿ l (рис. 2.90). 

Ïриéняття такого «дивного» положення на тоé час 
áуло справжнім науковим і громадянським подвигом, 
áо навіть визначні математики не сприéняли éого. 

A

P

Ðèñ. 2.89

a

b

l

Ðèñ. 2.90

A

Ðèñ. 2.91

Ðèñ. 2.88

A B C

l
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Àáсолþтна áільøість ôактів з ново¿ геометрі¿ разþче 
контрастувала з ôактами звичаéно¿ геометрі¿. Зокрема, 
у новіé геометрі¿ немає ні прямокутників, ні квадратів, 
а можливі тільки гострокутні аналоги (рис. 2.91)

Сам Ëоáачевськиé відкриту ним нову геометріþ 
називав уявноþ, õоча é твердо вірив, ùо рано чи пізно 
вона теж матиме практичні застосування. Так воно é 
сталося. Ó §9 вже згадувалося, ùо у 2-é половині ХІХ ст. 
італіéськиé математик Евженіо Бельтрамі (1835 −1900) 
відкрив поверõнþ — псевдосôеру (див. рис. 2.68), на 
якіé виконується геометрія Ëоáачевського, так само 
як звичаéна геометрія виконується на плоùині. À на 
початку ХХ ст. німецькиé ôізик і математик Герман 
Ìінковськиé (1864 −1909) оáґрунтував, ùо геометрієþ 
Ëоáачевського описуþться руõи у так званіé спеціаль-
ніé теорі¿ відносності Еéнøтеéна. 

Àнгліéськиé математик Джеéмс Сильвестр 
(1814−1897) назвав Ëоáачевського «Êоперником 
геометрі¿», наголоøуþчи цим на тому, ùо відкриття 
Ëоáачевського мало такиé самиé револþціéниé вплив 
на науку, як у свіé час відкриття Êоперником руõу 
Землі і планет навколо Сонця. Саме завдяки цьому 
в науці утвердилась ідея про те, ùо на ґрунтовне 
вивчення заслуговує кожна теорія, яка засновується 
на логічно несуперечливіé системі аксіом. Ïрактичні 
ж науки можуть виáирати для сво¿õ цілеé ті теорі¿, 
які наéáільø повно описуþть явиùа é процеси, ùо 
в ниõ вивчаþться.

Геометрія Ëоáачевського стала перøоþ геометрієþ, 
відмінноþ від класично¿ евклідово¿ геометрі¿, основи 
яко¿ áули закладені Евклідом ùе в античну епоõу. Тому 
цþ нову геометріþ назвали неевклідовоþ геометрієþ. 
Тепер неевклідовиõ геометріé існує áагато. Êожна 
з ниõ áазується на сво¿é системі аксіом.

Г. Мінковський

А. Ейнøтейн

М.І. Лобачевський
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Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі іі

Аксіоми, теореми, ознаки
Аксіома (дослівно з грецько¿ «повага», «авторитет», «незаперечна істина») — 

математичне твердження, істинність якого приéмається áез доведення.
Аксіома про паралельні прямі. Чåðåç òîчêó ïîçà ïðÿìîю ìîæíà ïðîâåñòи 

ò³ëьêи îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëьíó äàí³é.
Теорема (від грецького слова «теорео» — «уважно розглядаþ», «придивляþся», 

а також «демонстрація», «вистава») — математичне твердження, істинність якого 
встановлþється øляõом логічного міркування (доведення).

Будь-яку теорему символічно можна записати у ôормі: «ßêщо виêонóється А, 
то виêонóється В», аáо, ùо те саме: «З А випливає В». Тут А — óìîâà теореми 
(те, ùо дано), В — âиñíîâîê теореми (те, ùо потріáно довести).

Якùо поміняти місцями умову é висновок теореми, то дістанемо îбåðíåíó 
теорему. Тоді початкова теорема називається прямоþ.

Отже, якùо пряма теорема: «З А випливає В», то оáернена — «З В випливає А».
Істинність оáернено¿ теореми автоматично не випливає з істинності прямо¿, 

а потреáує окремого доведення. Оáернена теорема може áути é õиáноþ.
Ознака — теорема, óмова яко¿ є достатньоþ для висновку про певні ôундаментальні 

геометричні властивості, наприклад, паралельність, перпендикулярність, рівність 
ôігур тоùо.

Доведення методом «від супротивного» полягає у припуùенні про істинність 
за дано¿ умови інøого висновку — супротивного тому, якиé потріáно довести, 
і логічного виведення звідси протиріччя з умовоþ аáо з аксіомоþ чи раніøе доведеноþ 
теоремоþ.

Суміжні і вертикальні кути

a�a

b

Означення. Два кути називаþться ñóì³æíиìи, якùо 
вони маþть одну спільну сторону, а дві інøі ¿õні сторони є 
доповняльними променями.

Теорема (про суму суміжниõ кутів). Сóìà ñóì³æíиõ 
êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення . Різні сторони а і а′ суміжниõ кутів 
утво рþþть розгорнутиé кут ∠аа′, а спільна сторона b 
проõодить між сторонами цього кута. Тому, за аксіомоþ 
при вимірþвання кутів, ∠аb + ∠ba′ = ∠аа′ = 180°.

Наслідок 1. Êут, суміжниé з прямим кутом, — прямиé.
Наслідок 2. Êут, суміжниé з гострим кутом, — тупиé, 

а кут, суміжниé з тупим кутом, — гостриé.
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a�

b�
a

b

Означення. Два кути називаþться âåðòиêàëьíиìи, 
якùо сторони одного з ниõ є доповняльними променями 
до сторін інøого.

Теорема (про вертикальні кути). Вåðòиêàëьí³ êóòи 
ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Êожен з вертикальниõ кутів ∠аb і ∠а′b′ є 
суміжним з кутом ∠аb′. Тому

∠аb + ∠аb′ = 180°;  ∠а′b′ + ∠аb′ = 180°.
Звідси

∠аb = 180° – ∠аb′;  ∠а′b′ = 180° – ∠аb′.
Отже, ∠аb = ∠а′b′.

Кут між прямими. Перпендикулярні прямі
a

b

Означення. Кóòîì ì³æ ïðÿìиìи, ùо перетинаþться, 
називається величина гострого аáо прямого кута, утвореного 
при перетині циõ прямиõ.

Êут між прямими а і b позначається так: ∠аb. Величина 
кута між прямими знаõодиться в межаõ від 0° до 90°.

90°

a

b

90°

90°90°

Означення. Якùо кут між прямими дорівнþє 90°, то 
такі прямі називаþться ïåðïåíäиêóëÿðíиìи (аáо âçàºìíî 
ïåðïåíäиêóëÿðíиìи).

Ïерпендикулярність прямиõ позначаþть за допомогоþ 
знака ^. Наприклад: а ^ b.

b

a

c

A

a

c b

CB

A

O

A�

Теорема (про єдиність перпендикулярно¿ прямо¿). Чåðåç 
бóäьÿêó òîчêó ìîæíà ïðîâåñòи ëиøå îäíó ïðÿìó, ïåð
ïåíäиêóëÿðíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿.

Доведення. Якáи через точку А прямо¿ а проõодило дві 
прямі b ^ а і с ^ а, то два рівниõ прямиõ кути ∠аb і ∠ас 
áули á відкладені в одну півплоùину від одніє¿ півпрямо¿ 
Îа, ùо суперечить аксіомі про відкладання кутів.

Якáи через точку А поза прямоþ а проõодило дві прямі 
b ^ а і с ^ а, то, повернувøи ту півплоùину з граничноþ 
прямоþ а, яка містить точку А відносно середини Î відрізка 
ВС до суміùення з протилежноþ півплоùиноþ, ми дістали 
á, ùо ті самі прямі b і с маþть інøу точку перетину А′, ùо 
суперечить аксіомі про проведення прямо¿.
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Означення. Відрізки аáо промені називаþться ïåðïåí
äи êóëÿðíиìи до прямо¿, якùо прямі, на якиõ вони лежать, 
перпендикулярні до ціє¿ прямо¿.

Означення. Відрізок, якиé перпендикулярниé до пря-
мо¿ і один з éого кінців належить пряміé, називається 
ïåðïåíäиêóëÿðîì до ціє¿ прямо¿. Спільна точка прямо¿ 
і перпендикуляра до не¿ називається основоþ перпендику-
ляра.

Означення. В³äñòàííю â³ä òîчêи äî ïðÿìî¿ назива-
ється довжина перпендикуляра, опуùеного із ціє¿ точки на 
пряму.

Терміни «перпендикулярниé», «перпендикуляр», утворені 
від латинського слова perpendicularis, ùо означає «прямо-
висниé». Ïрямовисна лінія утворþє прямі кути з áудь-якоþ 
горизонтальноþ прямоþ.

ознаки паралельних прямих

43
2

1

56
7 8

Назви кутів, утворениõ при перетині двоõ прямиõ тре-
тьоþ прямоþ (ñ³чíîю):

∠3 і ∠5, а також ∠4 і ∠6 називаþться âíóòð³øí³ìи 
ð³çíîñòîðîíí³ìи;

∠3 і ∠6, а також ∠4 і ∠5 називаþться âíóòð³øí³ìи 
îäíîñòîðîíí³ìи;

∠1 і ∠5, ∠4 і ∠8, ∠2 і ∠6, ∠3 і ∠7 називаþться 
â³äïîâ³äíиìи.

Теорема (ознаêа паралельності прямих). Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ 
ñ³чíîю âíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ ïàðàëåëьí³.

C� C
1,2 3

13,4

Î

A

Bb

a
c

Доведення. Якùо припустити, ùо за умови ∠1 = ∠2 прямі а і b перетинаþть-
ся у деякіé точці С, а потім повернути ту півплоùину з граничноþ прямоþ с, яка 
містить цþ точку, відносно середини Î відрізка АВ до суміùення з протилежноþ 
півплоùиноþ, то дістанемо, ùо прямі а, b маþть ùе одну спільну точку С′. Це 
протиріччя é доводить теорему.
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b

a

ñ

a

b

1

2
34

Наслідок 1. Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ ïåðïåíäиêóëÿðí³ äî òðå
òьî¿ ïðÿìî¿, ïàðàëåëьí³.

Доведення. Якùо а ^ с і b ^ с, то внутріøні різносто-
ронні кути 1 і 2 — прямі. Отже, вони рівні, а тому а || b.

Наслідок 2. Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю 
â³äïîâ³äí³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ ïàðàëåëьí³.

Доведення. Неõаé ∠1 = ∠2. ∠1 = ∠3, оскільки ці кути 
вертикальні. Отже, ∠3 = ∠2, а тому прямі а і b паралельні.

Наслідок 3. Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю 
ñóìà âíóòð³øí³õ îäíîñòîðîíí³õ êóò³â äîð³âíюº 180°, 
òî ïðÿì³ ïàðàëåëьí³.

Доведення. Неõаé ∠2 + ∠3 = 180°. Сума суміжниõ 
кутів ∠1 + ∠3 теж дорівнþє 180°. Звідси ∠2 = ∠3, тому 
прямі а і b паралельні.

Властивості паралельних прямих

a

b
C

c

Теорема (про перехід паралельності). Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ 
ïàðàëåëьí³ òðåò³é ïðÿì³é, ïàðàëåëьí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Якáи прямі а і b, ùо паралельні пряміé с, 
перетиналися, то через точку перетину С проõодило á дві 
прямі, паралельні пряміé с. Дістали суперечність з аксіомоþ 
про паралельні прямі.

1

2

a

b

c

a b

c

Теорема (про êóти, óтворені паралельними прямими 
із січною). Вíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ òà â³äïîâ³äí³ êóòи, 
óòâîðåí³ ïðи ïåðåòиí³ ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ ñ³чíîю, ð³âí³ 
ì³æ ñîбîю, à ñóìà âíóòð³øí³õ îäíîñòîðîíí³õ êóò³â 
äîð³âíюº 180°.

Доведення. Якáи внутріøні різносторонні кути 1 і 2 
áули не рівними, то, провівøи пряму а′ так, ùоá рівність 
виконувалася, ми мали á дві прямі а і а′, ùо проõодять через 
точку М і паралельні пряміé b. Це суперечить аксіомі про 
паралельні прямі. Отже, ∠1 = ∠2.

Оскільки ∠1 = ∠3 (ці кути вертикальні), то, з поперед-
нього, ∠3 = ∠3.

Оскільки ∠1 + ∠4 = 180° (ці кути суміжні), то, з попе-
реднього, ∠2 + ∠4 = 180°.

Наслідок 1. Яêщî îäíà ç ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ ïåð
ïåíäиêóëÿðíà äî ñ³чíî¿, òî é ³íøà ïðÿìà òåæ ïåð
ïåíäиêóëÿðíà äî ц³º¿ ñ³чíî¿.

Доведення. Нехай ∠1 = 90°. Óнаслідок паралельності 
прямиõ а і b ∠2 = ∠1. Отже, ∠2 = 90°, тоáто с ^ b.
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Наслідок 2. Яêщî îäíà ç ïðÿìиõ ïåðïåíäиêóëÿðíà äî 
ñ³чíî¿, à ³íøà — íå ïåðïåíäиêóëÿðíà äî íå¿ (ïîõиëà), 
òî ц³ ïðÿì³ ïåðåòиíàюòьñÿ.

Доведення. Якáи прямі а і b áули паралельними, то, за 
наслідком 1, пряма b теж áула á перпендикулярноþ до с.

Перевір себе

 1. Що таке аксіома і що таке теорема? Яке походження цих термінів?
 2. Перелічіть усі відомі вам геометричні аксіоми.
 3. Які кути називаються суміжними? Доведіть, що сума суміжних кутів дорівнює 

180°.
 4. Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони прямі.
 5. Які кути називаються вертикальними? Яке походження цього терміна? 

Доведіть, що вертикальні кути рівні.
 6. Що таке кут між двома прямими? Яких значень може набувати цей кут?
 7. Які прямі називаються перпендикулярними? Яке походження цього терміна?
 8. Сформулюйте і доведіть теорему про єдиність перпендикулярної прямої.
 9. Що таке перпендикуляр до прямої і що таке відстань від точки до прямої?
 10. Назвіть усі пари кутів, що утворюються при перетині двох прямих січною. Чи 

є серед них пари рівних кутів?
 11. Що таке паралельні прямі? Сформулюйте ознаки паралельності прямих. Як 

вони доводяться?
 12. У чому полягає метод доведення «від супротивного»? Наведіть відомі вам 

приклади його застосування.
 13. Опишіть усі відомі вам способи побудови паралельних прямих за допомогою 

креслярських інструментів. На яких геометричних властивостях вони ґрунту-
ються?

 14. Як формулюється аксіома про паралельні прямі?
 15. Сформулюйте і доведіть теорему про перехід (транзитивність) паралельності.
 16. Які залежності існують між відповідними, внутрішніми різносторонніми 

та внутрішніми односторонніми кутами, що утворюються при перетині 
паралельних прямих січною?

 17. Дві прямі паралельні, а третя (січна) перпендикулярна до однієї з них. Чи 
можна стверджувати, що січна перпендикулярна й до іншої прямої?

 18. Дві прямі à і b перетинають третю. Одна — під прямим кутом, інша — під 
гострим. Як довести, що прямі à і b перетинаються?

 19. Що таке обернена теорема? Наведіть відомі вам приклади взаємно обернених 
теорем, які одночасно є істинними.
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Завдання для повторення та проведення  
контрольної  роботи до розділу іі

 1°.  а) На якому з рис. 2.92, а – г) зображено суміжні кути?

  б) На якому з рис. 2.93, а – г) зображено суміжні кути?

 2°.  а) Накресліть два суміжні кути, один з яких має градусну міру 125°. Визначте 
за допомогою вимірювання та обчислення величину іншого кута.

  б) Накресліть два суміжні кути, один з яких має градусну міру 95°. Визначте 
за допомогою вимірювання та обчислення величину іншого кута.

 3°.  а) Накресліть два вертикальні кути, сума градусних мір яких дорівнює 80°.
  б) Накресліть два вертикальні кути, рівні зі своїми суміжними.
 4°.  а) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, дорівнює 135°. Визначте 

решту кутів і кут між прямими.
  б) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, дорівнює 150°. Визначте 

решту кутів і кут між прямими.
 5.  а) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, на 30° менший від 

іншого. Визначте усі кути і кут між прямими.

Ðèñ. 2.92

à) á) â) ã)

Ðèñ. 2.93

à) á) â) ã)
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  б) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, на 70° більший за інший. 
Визначте усі кути і кут між прямими.

 6.  а) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, в чотири рази менший 
від іншого. Визначте ці кути і кут між прямими.

  б) Величин двох кутів, утворених при перетині двох прямих, відносяться, як 
2 : 7. Визначте ці кути і кут між прямими.

 7•.  а) Визначте кути, утворені при перетині двох прямих, якщо один із них на 30° 
більший за різницю двох інших. Чому дорівнює кут між прямими?

  б) Визначте кути, утворені при перетині двох прямих, якщо один з них утричі 
більший за різницю двох інших. Чому дорівнює кут між прямими?

 8°.  а) Сума двох внутрішніх різносторонніх кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, дорівнює 148°. Визначте ці кути.

  б) Сума двох відповідних кутів, утворених при перетині двох паралельних 
прямих січною, дорівнює 72°. Визначте ці кути.

 9.  а) Якими мають бути кути õ, y на рис. 2.94, а) – б), аби прямі m, n були пара-
лельними?

  б) Якими мають бути кути õ, y на рис. 2.95, а) – б), аби прямі m, n були па-
ралельними?

 10.  а) Прямі à і b паралельні, ∠2 у п’ять разів більший за ∠1 (рис. 2.96). Визначте 
∠3 і ∠4. 

  б) Прямі à і b паралельні, ∠1 на 70° менший від ∠2 (рис. 2.97). Визначте ∠1, 
∠2 і ∠3.

 11.  а) Внутрішні односторонні кути, утворені при перетині двох паралельних 
прямих січною, відносяться, як 2 : 3. Визначте ці кути. 
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  б) Один із внутрішніх односторонніх кутів, утворених при перетині двох па-
ралельних прямих січною, на 72° більший за інший. Визначте ці кути.

 12•.  а) За рис. 2.98 визначте кут x.
  б) За рис. 2.99 визначте кут x. 
 13•.  а) На рис. 2.100  PQ || EF. Визначте кут QME.
  б) На рис. 2.101 PQ || EF. Визначте кут MEF.
 14•.  а) Нехай прямі à і b перетинаються. Доведіть, що яка б не була пряма ñ, вона 

буде не паралельною принаймні одній з прямих à і b.
  б) Прямі à і b паралельні, а прямі à і m — перетинаються. Пряма ñ паралельна 

прямій à. Доведіть, що пряма ñ перетинає пряму m і паралельна прямій b.
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Василь Кандинський. Піки на вигині (Spitzen im Bogen) (1927 р.).
Вірогідно, ùо у такиé спосіá õудожник втілив áлизьку éому ідеþ  

коcмічності лþдського øляõу, якиé проõодить довкола Землі  
під вітрилами-піками, ùо наповнþþться Сонцем.

Трикутник áув одним з основниõ виражальниõ засоáів у твораõ В. Êандинського.  
Цим õудожник немовáи переносив виняткову роль ціє¿ ôігури з геометрі¿  

на аáстрактниé живопис.



Розділ ІII Трикутники.  
Ознаки рівності трикутників

  Вступ

Ó 1806 р. в Ïарижі виéøов з друку перøиé том 
тритомного звіту ôранцузькиõ астрономів та геоде-
зистів Ï’єра Франсуа Àндре Ìеøена (1744–1804) 
і Æана-Батіста Æозеôа Деламáра (1749–1822) про 
підсумки діяльності очолþвано¿ ними áагаторічно¿ 
експедиці¿ з визначення довжини земного меридіана. 
На основі проведениõ вимірþвань áула встановлена 
довжина еталона метра — як одніє¿ сорокамільéонно¿ 
частинки меридіана (детальніøе про це вже éøлося 
на сторінкаõ історі¿ у перøому розділі). Ó перед-
мові до свого звіту автори писали: «З усіõ чудовиõ 
надáань, які залиøаться від ôранцузько¿ револþці¿, 
це — те, за ùо ми заплатили наéменøу ціну».

Як свідчить заголовок згаданого звіту, експедиція 
провела точні вимірþвання довжини земного мериді-
ана від містечка Дþнкерк, ùо на півночі Франці¿, до 
іспансько¿ Барселони, загалом — áлизько 1300 км. 

Як же це можна áуло здіéснити, коли меридіан — 
то не áитиé øляõ і він не оминає ні високиõ гір, ані 
непролазниõ лісовиõ õаù, ані повноводниõ рік, ані 
õаотичниõ лþдськиõ поселень?

Урок
14

П’єр Меøен
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Для цього áув застосованиé так званиé метод 
тріангуляці¿ (покриття трикутниками), винаéдениé 
ùе за сто років до того голландським математиком, 
ôізиком та астрономом Віллеáрордом Снелліусом 
(1580–1626). Óздовж усіє¿ вимірþвано¿ ділянки ме-
ридіана áуло визначено понад сотнþ гігантськиõ три-
кутників з верøинами на високиõ скеляõ, дзвіницяõ, 
áаøтаõ замків, а то é на спеціально зведениõ для 
цього вежаõ (з кожно¿ тако¿ верøини потріáно áуло 
áачити крізь підзорну труáу õоча á дві інøі). Ïотім 
з допомогоþ геодезичниõ вимірþвань та оáчислень 
визначені ¿õні кути і сторони. Ìаþчи усі ці дані, вже 
неважко áуло знаéти é øукану довжину меридіана.

Загальний вигляд трьох томів і титульна сторінка 1-го тому тритомного звіту  
«Основи метричної десяткової системи, або Вимірювання дуги меридіана між паралелями  

Дюнкерка і Барселони, виконані у 1792 році і в наступні роки месьє Меøеном і Деламбром» 
(Париж, 1806, 1807 і 1810 рр.).

Жан Деламбр
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Геодезичний кутомірний прилад (так званий повторювальний круг 
Борда) та робота з ним під час експедиції  Меøена і Деламбра. 

Ілюстрації з книги абата Ж. Лорідана  
«Експедиції французьких астрономів для визначення фігури Землі 

та її розмірів», виданій у Парижі в 1890 р.

Àáи ясніøе зрозуміти цþ ідеþ, нам не потріáно 
сотні трикутників, достатньо декількоõ з ниõ. 

Неõаé уздовж прямо¿ АВ, відстань між точками А 
і В яко¿ потріáно визначити, поáудовано трикутники 
ACD, CDE, …, BGH (рис. 3.1). Ïрипустимо, ùо за 
допомогоþ оптичниõ кутомірниõ приладів визначені 
усі кути циõ трикутників, а за допомогоþ áезпосе-
реднього вимірþвання — сторона EF якого-неáудь 
одного з ниõ. Ця сторона називається áазоþ тріангу-
ляці¿. Для можливості точного вимірþвання áаза має 
розміøуватися на ідеально рівніé відкритіé місцевості 
áез жодниõ перепон. 

За допомогоþ ôормул, які пов’язуþть сторони 
é кути трикутника (ви теж áудете вивчати такі ôор-
мули, але пізніøе), з трикутника DEF за відомоþ 
стороноþ EF і відомими прилеглими до не¿ кута-
ми 1 і 2 можна оáчислити сторону ED. Так само з 

Підфарбована схема трі-
ангуляції для визначення 
довжини меридіана між 

Дюнкерком і Парижем зі 
звіту Меøена і Деламбра.
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трикутника EFG за відомоþ стороноþ EF і відомими 
прилеглими до не¿ кутами 3 і 4 можна оáчислити 
сторони EG і FG. 

На наступному етапі за відомими вже сторонами 
ED і FG і відповідними кутами можна оáчислити 
сторони СЕ і GH. Ïродовжуþчи ці оáчислення далі, 
ми вреøті-реøт визначимо всі ланки ламано¿ ACEGB, 
ùо сполучає точки А і В. Ïісля цього залиøиться 
оáчислити проекці¿ АС

1
, С

1
Е

1
, Е

1
G

1
, G

1
B циõ ланок 

на пряму АВ (ùо теж здіéснþється за відомими ôор-
мулами) та додати ¿õ. 

За допомогоþ тріангуляці¿ визначаþться не тільки 
окремі відстані, а é складаþться цілі карти місцевості. 

Застосовується тріангуляція і в просторі. Осоáливо 
красномовниé приклад — так звана GPS-навігація 
(GPS — аáревіатура від Global Positioning System, 
ùо означає «Глоáальна позиціéна система»).

GPS-навігація здіéснþється за допомогоþ значно¿ 
кількості øтучниõ супутників, виведениõ на навко-
лоземні орáіти з таким розраõунком, ùоá у кожниé 
пункт земно¿ поверõні долинав сигнал принаéмні від 
чотирьоõ із ниõ. Ïриéмальниé засіá користувача, 
кожна пара супутників і наземна станція утворþ-
þть низку трикутників. Сторони циõ трикутників 
визначаþться за часом проõодження сигналів між 
¿õніми верøинами. За цими даними і за допомогоþ 
автоматизованиõ оáраõунків точно визначається міс-
цезнаõодження користувача.

Окрім практичниõ застосувань, тріангуляція є од-
ним з основниõ засоáів і в саміé геометрі¿. Вивчаþчи 
геометріþ далі, ви не раз помічатимете, як при дослі-
дженні складніøиõ ôігур ¿õ розáиваþть на трикутни-
ки аáо ж доáудовуþть трикутники.

Нареøті, трикутник сам по соáі є надзвичаéно 
цікавоþ ôігуроþ: він має цілу низку приõованиõ 
унікальниõ властивостеé. З деякими з ниõ ви вже 

Віллеброрд Ñнелліус
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невдовзі ознаéомитеся, інøі чекатимуть на вас у на-
ступниõ класаõ. 

 §11. трикутник і його елементи

означення. 
Тðиêóòíиêîì називається фігура, що склада
ється з трьох точок, що не лежать на одній 
прямій, і трьох відрізків, які попарно сполу
чають ці точки. Точки називаються âåðøиíà
ìи трикутника, а відрізки — його ñòîðîíàìи.

Трикутником називаþть і частину плоùини, оá-
межену сторонами трикутника. Ó цьому разі інколи 
додаþть уточнення: плоскиé трикутник; тоді для 
трикутника áез оáмежено¿ ним внутріøньо¿ частини 
застосовується назва лініéниé трикутник. 

Ó записаõ трикутник часто позначається значком 
∆ (читається «трикутник»), áіля якого записуþть-
ся верøини. Це позначення застосовував ùе Ïапп 
Àлександріéськиé — грецькиé математик, ùо жив 
у ІІІ ст. н. е.

На рис. 3.2 зоáражено трикутник АВС з верøина-
ми А, В, С і сторонами АВ, ВС та АС. Éого можна 
позначити так: ∆АВС, ∆АСВ, ∆САВ тоùо.

означення. 
Кóòîì трикутника АВС при вершині А 
називається кут ВАС, утворений променями 
АВ і АС, що виходять з вершини А трикутника 
і містять його сторони АВ і АС (рис. 3.3).

Àналогічно означаþться кути трикутника АВС 
при інøиõ верøинаõ.

Часто кути трикутника позначаþть однієþ 
літероþ, якоþ позначена відповідна верøина, 

Ñхема тріангуляції  
у GPS-навігації

Òитульна сторінка латинсько-
го перекладу праці Паппа 

Александрійського «Матема-
тична колекція», яку вважа-
ють підсумком усієї античної 
математики (видано у Венеції 
в 1589 р.). У цій книзі впер-
øе вживалося позначення ∆ 

для трикутника.  
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записуþчи, наприклад: ∠А, ∠В, ∠С. На рис. 3.3 
дужкоþ відзначениé ∠А трикутника АВС.

Якùо кути трикутника розглядати разом з 
оáмеженими ними частинами плоùини, тоáто як 
плоскі кути, то плоскиé трикутник АВС можна 
оõарактеризувати як перетин (спільну частину) трьоõ 
плоскиõ кутів ∠А, ∠В і ∠С (рис. 3.4).

Ïро кути А і В трикутника АВС, сторони якиõ міс-
тять сторону АВ, часто кажуть, ùо вони прилягаþть 
до ціє¿ сторони (аáо є прилеглими до не¿). Так само 
і сторону АВ вважаþть прилеглоþ до кутів А і В. 
Натомість сторона АВ вважається протилежноþ до 
кута С (а кут С — протилежним до сторони АВ). 
Зауважте, ùо верøина кута С, якиé є протилежним 
до сторони АВ, не належить пряміé АВ.

Як і для кутів, для сторін трикутника теж 
застосовуþть скорочені позначення. Сторони 
позначаþть малими латинськими літерами. Ïри 
цьому дотримуþться такого правила: літери áеруть 
одноéменні з тими, якими позначені протилежні 
верøини. Наприклад, сторони ВС, АС і АВ 
трикутника АВС, які є протилежними відповідно до 
кутів А, В і С, позначаþть через а, b і с (рис. 3.5).

Відповідно до приéнятиõ означень, кожниé 
трикутник має три верøини, три сторони і три кути. 
Верøини, сторони é кути трикутника називаþться 
éого елементами (в перекладі з латини це означає — 
«наéпростіøими складниками»).

Залежно від величини кутів, розрізняþть три види 
трикутників — гострокутні, прямокутні і тупокутні.

означення.
Якщо всі кути трикутника гострі, то три
кутник називається ãîñòðîêóòíиì. Якщо 
у трикутнику є прямий кут, то трикутник 
називається ïðÿìîêóòíиì, а якщо є тупий 
кут — то òóïîêóòíиì (рис. 3.6).
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означення. 
Сума довжин усіх сторін трикутника нази
вається його ïåðиìåòðîì.

Слово «периметр» утворено від грецькиõ слів 
«пері» — «навколо» і «метрео» — «вимірþþ», отже, 
áуквально означає «міра оáводу».

Ïериметр позначаþть літероþ P, записуþчи, на-
приклад, для периметра трикутника АВС: P∆ÀВС

 = 
= АВ + ВС + АС.

Вправи і задачі

 189°. На прямій позначено три точки E, F, G (рис. 3.7). 
Чи можуть вони бути вершинами трикутника? 
Точка М  розміщена поза прямою. Скільки 
трикутників з вершинами у точках М, E, F, G 
можна накреслити? Виконайте ці побудови.

 190°. Дано трикутник PQS (рис. 3.8). Запишіть його 
вершини, сторони і кути. Які кути є прилеглими 
до сторони PQ, який кут є протилежним до 
неї? Яка сторона є протилежною до кута P, які 
сторони є прилеглими до неї? Чому дорівнює 
периметр трикутника PQS?

 191°. Накресліть який-небудь трикутник 
і позначте його вершини буквами L, 
M, N. Запишіть та виміряйте з допо-
могою лінійки і транспортира сторони 
та кути цього трикутника. Чому дорів-
нює його периметр?

 192°. За допомогою косинця накресліть 
прямокутний трикутник, сторони яко-
го, що прилягають до прямого кута, 
дорівнюють 3 см і 4 см. За допомогою 
лінійки і транспортира визначте третю 
сторону і гострі кути цього трикутника.
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 193°. За допомогою лінійки і транспортира побудуйте трикутник із кутом 120°, 
сторони якого, що прилягають до цього кута, дорівнюють 4 см і 6 см. За до-
помогою вимірювання визначте третю сторону і гострі кути цього трикутника.

 194°. За допомогою лінійки і косинця з гострими кутами по 45° накресліть трикутник 
зі стороною 5 см і прилеглими до неї кутами по 45°. Визначте за допомогою 
вимірювання інші дві сторони і третій кут трикутника.

 195. За допомогою лінійки і транспортира побудуйте три трикутники зі стороною 
5,5 см і рівними прилеглими кутами, які дорівнюють: у першому трикутни-
ку — по 30°, у другому — по 60°, у третьому — по 70°. Виміряйте у кожному 
трикутнику сторони, протилежні до побудованих кутів, потім кути, що лежать 
проти даної сторони 5,5 см, а також визначте суму усіх кутів. Можливо, одер-
жані результати наштовхнуть вас на певні загальні висновки?

 196. Визначте сторони трикутника, якщо вони пропорційні числам 1, 3 і 6, а пе-
риметр трикутника дорівнює 40 см.

 197. Сторони трикутника відносяться, як 2 : 3 : 5. Визначте:
  а) периметр трикутника, якщо його найменша сторона дорівнює 3 см;
  б) найменшу сторону, якщо периметр дорівнює 50 см:
  в) найбільшу сторону і периметр, якщо сума двох інших сторін дорівнює 20 см.
 198. Перша сторона трикутника в чотири рази менша від другої і на 10 см менша 

від третьої. Периметр трикутника дорівнює 34 см. Визначте сторони трикут-
ника.

 199. У трикутнику АВС сторона АВ = 8 см, сторона ВС утричі більша за АС, а пе-
риметр трикутника дорівнює 32 см. Який із кутів трикутника лежить проти 
найменшої сторони?

 200•. Визначте периметр трикутника, якщо він більший за першу сторону на 8 см, 
за другу — на 9 см, а за третю — на 11 см.

 §12. Сума кутів трикутника

Виконуþчи вправи 192–196 з попереднього пара-
граôа, в якиõ потріáно áуло виміряти кути різниõ 
трикутників, ви, можливо, зауважили, ùо у кожному 
з поáудованиõ трикутників сума усіõ кутів дорівнþє 
180°. Чи випадковість це? — Виявляється, ні, а є 
наслідком одніє¿ з ôундаментальниõ властивостеé 
трикутника. Ця властивість зовсім неочевидна, 
але ми вже можемо аáсолþтно строго довести ¿¿ 
логічними міркуваннями, тоáто як теорему.

Уроки 
15–16
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теорема 
(про сóмó êóтів триêóтниêа).

Сóìà êóò³â бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà äîð³â
íюº 180°.

Доведення. Неõаé маємо довільниé трикутник 
АВС (рис. 3.9). Ïроведемо через верøину С пряму 
MN, паралельну пряміé АВ. Óтворені при цьому 
кути MCA і NCB позначимо циôрами 1 і 2, а кут С 
трикутника — циôроþ 3.

∠А = ∠1 — як внутріøні різносторонні кути при 
паралельниõ прямиõ MN і січніé СА. З аналогічниõ 
причин ∠В = ∠2. Отже, ∠А + ∠В + ∠С = ∠1 + 
+ ∠2 + ∠3. Êути 1, 3 і 2 в сумі дорівнþþть розгор-
нутому куту, тоáто 180°. Тому ∠А + ∠В + ∠С = 
= 180°, ùо é треáа áуло довести. 

Наслідки 
(про величини êóтів триêóтниêа).

Тðиêóòíиê íå ìîæå ìàòи äâîõ íåãîñòðиõ êóò³â — 
ïðÿìиõ àбî òóïиõ. У êîæíîìó òðиêóòíиêó 
ïðиíàéìí³ äâà êóòи — ãîñòð³. Сóìà ãîñòðиõ 
êó ò³â ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíюº 90°.

Доведення. Якáи трикутник мав два негострі 
кути (прямі аáо тупі), то ¿õня сума дорівнþвала 
á 180° аáо áула áи áільøоþ за 180°. Тоді яким áи не 
áув третіé кут, сума всіõ кутів трикутника áула áи 
áільøоþ за 180°, ùо суперечить доведеніé теоремі.

Оскільки у прямокутному трикутнику один із кутів 
прямиé, то сума двоõ інøиõ кутів, які є гострими, 
дорівнþє 180° − 90°, тоáто 90°. Наслідки доведені.

Ïри доведенні теореми про суму кутів трикутника 
ми спиралися на властивості паралельниõ прямиõ, 
а саме — на рівність внутріøніõ різносторонніõ кутів, 
ùо утворþþться при перетині двоõ паралельниõ 
прямиõ січноþ. Ó своþ чергу, ця властивість 
доводиться на підставі аксіоми про паралельні 
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прямі. Отже, виõодить, ùо теорема про суму кутів 
трикутника є наслідком аксіоми про паралельні 
прямі. Ó геометрія на поверõняõ, де не виконується 
така аксіома, неістинна é доведена на підставі не¿ 
теорема. Наприклад, на сôері сума кутів áудь-якого 
трикутника áільøа за 180° (рис. 3.10), а на псевдос-
ôері, про яку згадувалося у §9, вона менøа від 180° 
(рис. 3.11). На сôері навіть можна накреслити три-
кутники з двома é трьома прямими чи тупими кутами.

розв’язуємо разом

Задача 1. 
Довести, ùо áісектриси двоõ внутріøніõ одно-
сторонніõ кутів, утворениõ при перетині пара-
лельниõ прямиõ січноþ, перпендикулярні.

Розв’язання. Неõаé прямі а і b — паралельні, 
АС і ВС — áісектриси внутріøніõ односторонніõ 
кутів MAB і NBA, утворениõ з прямими а і b січноþ 
с (рис. 3.12). За властивістþ паралельниõ прямиõ:
	 ∠MAB + ∠NBA = 180°.

З інøого áоку, з означення áісектриси кута 
випливає, ùо

	 ∠ВАС = 1
2
∠MAB, а ∠АВС = 1

2
∠NBA.

Нареøті, оскільки сума кутів трикутника дорівнþє 
180°, то ∠С = 180° – (∠ВАС + ∠АВС) = 180° – 

– 1
2

(∠MAB + ∠NBA) = 180° – 1
2

 · 180° = 90°. Отже, 

АС ^ ВС. Твердження задачі доведено.

Задача 2.
Ó трикутнику АВС проведено відрізок ÊМ так, ùо 
∠2 = ∠1 (рис. 3.13). Довести, ùо тоді ∠4 = ∠3.

Розв’язання. З ∆СKM: ∠4 = 180° −  ∠2 − ∠C.
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З ∆АВС: ∠3 = 180° − ∠1 − ∠C. 
Оскільки ∠1 = ∠2, то ∠4 = 180° − ∠1 − ∠С. Отже, 

∠4 = ∠3. Твердження задачі доведено.
Зауваження. Твердження ціє¿ задачі часто зас-

тосо вується для прямокутного трикутника, коли 
відрізок KM проведениé з верøини прямого кута під 
прямим кутом до протилежно¿ сторони (рис. 3.14). 
Відповідно до доведеного, кут 4 між цим відрізком і 
однієþ зі сторін трикутника, яка прилягає до прямо-
го кута, дорівнþє гострому куту 3 трикутника, якиé 
прилягає до інøо¿ сторони.

Вправи і задачі

 201°. Накресліть який-небудь трикутник, виміряйте за допомогою транспортира 
його кути і знайдіть їхню суму. Чи підтверджують ваші вимірювання теорему 
про суму кутів трикутника?

 202°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира трикутник із кутами 30° і 110°. 
Визначте за допомогою вимірювання, а потім обчисленням третій кут. Чи 
збігаються результати?

 203°. Чи існує трикутник із кутами: а) 20°, 70° і 80°; б) 90°, 45° і 90°; в) 10°, 100° 
і 110°; г) 65°, 55° і 75°?

 204°. Чи існує трикутник із кутами 30°, 50° і 100°? Чи можете ви довести правиль-
ність своєї відповіді?

 205°. Чи може трикутник не мати жодного: а) гострого кута; б) прямого кута; в) ту-
пого кута? Як ви обґрунтовуєте свої відповіді?

 206°. Визначте третій кут трикутника, якщо два його кути мають величини: а) 60° 
і 90°; б) 30° і 100°; в) 45° і 80°.

 207°. Визначте третій кут трикутника, якщо сума двох його кутів дорівнює: а) 65°; 
б) 130°; в) 90°.

 208°. Чи може прямокутний трикутник бути і тупокутнім, тобто мати ще й тупий 
кут?

 209°. Один із кутів прямокутного трикутника дорівнює 30°. Чому дорівнюють інші 
його кути?

 210. Визначте невідомі кути трикутників, зображених на рис. 3.15, а)–в).
 211. Чи можуть усі кути трикутника бути більшими за 60°? А — меншими від 60°? 

Відповіді обґрунтуйте.
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 212. Чи може найбільший кут трикутника дорівнювати 55°? А —найменший 65°?
 213. Чи може сума будь-яких двох кутів трикутника бути меншою від 120°?
 214. Доведіть, що коли два кути одного трикутника дорівнюють відповідно двом 

кутам іншого трикутника, то й треті їхні кути рівні.
 215. Визначте кути трикутника, якщо вони пропорційні числам: а) 1, 2 і 3; б) 2, 3 

і 4; в) 3, 5 і 7; г) 2, 3 і 10.
 216. Гострі кути прямокутного трикутника відносяться, як 4 : 5. Визначте ці кути.
 217. Один із гострих кутів прямокутного трикутника на 42° більший за інший. Ви-

значте ці кути.
 218. У трикутнику один із кутів удвічі більший за інший, а третій кут дорівнює 60°. 

Визначте ці кути.
 219. У трикутнику один із кутів дорівнює 50°, а два інших відносяться, як 5 : 8. 

Визначте ці кути.
 220. Визначте кути трикутника АВС, якщо ∠А + ∠В = 110°, а ∠В + ∠С = 130°.
 221. Доведіть, що коли один із кутів трикутника дорівнює сумі двох інших, то три-

кутник — прямокутний.
 222•. Доведіть, що коли сума будь-яких двох кутів трикутника більша за 90°, то 

трикутник — гострокутний.
 223•. Доведіть, що коли сума двох кутів трикутника менша від 90°, то трикутник — 

тупокутний.
 224•. На рис. 3.16 відображені побудови, які виконував 

Евклід для доведення теореми про суму кутів 
трикутника. Чи можете ви за цими побудовами 
відтворити доведення Евкліда?

 225•. Чому дорівнюють кути, які утворюються при пере-
тині бісектрис двох кутів трикутника, якщо третій 
кут цього трикутника дорівнює: а) 50°; б) 120°?

 226•. У трикутнику АВС проведені бісектриси кутів В і С, 
які перетинаються в точці D. Доведіть, що ∠ВDС 
дорівнює половині кута А.
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 §13. Зовнішній кут трикутника

Якùо розглядати трикутник і éого кути як час-
тини плоùини, ùо оáмежуþться сторонами циõ 
ôігур, то певна частина кожного кута трикутника 
розміùується всередині трикутника (рис. 3.17). 
Ó зв’язку з цим кути трикутника називаþться ùе 
внут ріøніми кутами. 

Розрізняþть також зовніøні кути трикутника.

означення.
Зîâí³øí³ì êóòîì трикутника називаються 
кут, суміжний із внутрішнім кутом цього три
кутника.

На рис. 3.18 дужками відзначено зовніøніé кут 
ACN трикутника АВС при верøині C.

Очевидно, ùо при кожніé верøині трикутника 
можна розглядати два зовніøні кути, які один до 
одного є вертикальними (рис. 3.19).

Дуже важливе значення у геометрі¿, як ми в цьому 
не раз переконаємося, має наступна властивість 
зовніøнього кута трикутника.

теорема 
(про зовніøній êóт триêóтниêа).

Зîâí³øí³é êóò òðиêóòíиêà äîð³âíюº ñóì³ äâîõ 
âíóòð³øí³õ êóò³â, íå ñóì³æíиõ ç íиì.

Довед ення . Неõаé АВМ — зовніøніé кут 
трикутник ABC при верøині B (рис. 3.20). Оскільки 
він є суміжним із внутріøнім кутом B трикутника, 
то, за властивістþ суміжниõ кутів, 
	 ∠ABM =	 180° − ∠B.

З інøого áоку, з теореми про суму кутів трикутника 
випливає, ùо 
	 ∠A + ∠C = 180° − ∠B.

Тому ∠АВМ = ∠А + ∠С, ùо é треáа áуло довести.

Уроки 
17–18
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Наслідок. 
Зîâí³øí³é êóò òðиêóòíиêà б³ëьøиé çà бóäь
ÿêиé âíóòð³øí³é êóò, íå ñóì³æíиé ³ç íиì. 

Справді, оскільки зовніøніé кут трикутника 
дорівнþє сумі двоõ внутріøніõ, не суміжниõ з ним, то 
зрозуміло, ùо ця сума áільøа за кожниé із доданків.

Наприклад, зовніøніé кут АВМ трикутника АВС 
при верøині В (див. рис. 3.20) áільøиé за кожниé із 
внутріøніõ кутів А і В, не суміжниõ з ним.

розв’язуємо разом

Задача.
Відома градусна міра кута А трикутника АВС. 
Ïроведено áісектриси ВВ

1
 та СС

1
 внутріøніõ кутів 

В і С трикутника (рис. 3.21). Визначити кути, які 
вони утворþþть при перетині. 

Розв’язання. Неõаé Р — точка перетину про-
веде ниõ áісектрис. Øуканиé кут ВРС

1
 є зовніøнім 

для ∆РВС. Тому, за наслідком з теореми про 

зовніøніé кут, ∠ВРС
1
 = ∠1 + ∠2 = ∠ + ∠1

2
1
2

B C  =

= ∠ + ∠1
2
( ).B C  З інøого áоку, з теореми про суму 

кутів трикутника, ∠В + ∠С = 180° − ∠А.

Отже, ∠ВРС
1
 = ° − ∠ = ° − ∠1
2
180 90

2
( ) .A A

Інøиé øуканиé кут ВРС є суміжним з кутом ВРС
1
. 

Тому ∠ВРС = 180° − ∠ВРС
1
 = ° − ° − ∠( ) = ° + ∠180 90

2
90

2
A A . 

= ° − ° − ∠( ) = ° + ∠180 90
2

90
2

A A .  

Відповідь. 90
2

° − ∠A ;  90
2

° + ∠A .

A

B
1 2

C
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Вправи і задачі

 227°. Які із дев’яти кутів, позначених на рис. 3.22 цифрами, є зовнішніми для 
зображеного там трикутника?

 228°. Сума кутів А і С трикутника АВС, зображеного на рис. 3.23, дорівнює130°. 
Чому дорівнює зовнішній кут при вершині В?

 229°.  Зовнішній кут трикутника дорівнює 115°. Чому дорівнює сума внутрішніх кутів, 
не суміжних з ним?

 230°.  Визначте величини зовнішніх кутів трикутника АВС, зображеного на рис. 3.24.

 231°.  Чому дорівнює сума внутрішнього і зовнішнього кутів трикутника, взятих при 
одній вершині?

 232°.  Чи може зовнішній кут трикутника бути меншим від внутрішнього кута цього 
трикутника?

 233°.  Чи може у трикутнику бути два гострих зовнішніх кути; два прямих зовнішніх 
кути; два тупих зовнішніх кути?

 234°.  Скільки всього гострих, прямих і тупих зовнішніх кутів може мати трикутник, 
якщо при кожній вершині лічити лише один зовнішній кут?

 235°.  До якого виду належить трикутник, якщо: а) всі його зовнішні кути тупі; б) один 
із його зовнішніх кутів прямий; в) один із його зовнішніх кутів гострий?

 236.  Визначте кути трикутника, в якому зовнішні кути при двох вершинах дорів-
нюють 120° і 150°.

 237.  Два зовнішніх кути трикутника дорівнюють 100° і 150°. Визначте третій зов-
нішній кут.

 238.  У трикутнику один із внутрішніх кутів дорівнює 30°, а один із зовнішніх кутів — 
40°. Визначте решту внутрішніх і зовнішніх кутів трикутника.

Ðèñ. 3.22
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 239.  Зовнішній кут трикутника дорівнює 160°. Визначте внутрішні кути трикутника, 
не суміжні з ним, якщо: а) вони відносяться, як 3 : 5; б) один із них становить 
3/5 іншого; в) один із них більший за іншого на 20°; г) їхня різниця дорівнює 40°. 

 240.  Один із зовнішніх кутів трикутника дорівнює 128°. Визначте внутрішні кути, 
не суміжні з ним, якщо один із них: а) дорівнює 50°; б) на 38° менший від 
іншого; в) у 7 разів більший за іншого; г) їхні величини відносяться, як 3 : 5.

 241.  Один із зовнішніх кутів трикутника дорівнює 130°, а один із внутрішніх — 55°. 
Визначте інші внутрішні й зовнішні кути трикутника.

 242.  Визначте кут A трикутника ABC, якщо сума зовнішніх кутів, суміжних із кутами 
B і C, утричі більша за кут A.

 243.  Визначте внутрішні кути трикутника, якщо сума двох із них дорівнює 140°, 
а один із зовнішніх кутів дорівнює 85°.

 244.  Доведіть, що коли в трикутнику зовнішні кути при двох вершинах рівні, то 
вони — тупі.

 245•.  Визначте суму зовнішніх кутів трикутника, взятих по одному при кожній з вер-
шин.

 246•.  Внутрішні кути трикутника відносяться, як 5 : 6 : 9. Не знаходячи величин цих 
кутів, визначте відношення зовнішніх кутів цього трикутника.

 247•.  Визначте внутрішні кути трикутника, якщо його зовнішні кути відносяться, 
як 2 : 3 : 4.

 248•.  Доведіть, що бісектриси внутрішнього і зовнішнього кутів трикутника при 
одній вершині перпендикулярні.

 249•.  Внутрішній кут трикутника дорівнює різниці зовнішніх кутів, не суміжних із ним. 
Доведіть, що цей трикутник прямокутний.

 §14. рівність трикутників.  
Перша ознака рівності трикутників

Як і áудь-які інøі ôігури, трикутники називаþться 
рів ними, якùо ¿õ можна сумістити øляõом пере міùення. 

Ïри цьому під переміùенням розуміþть не так 
реальну, як мисленнєву діþ. Наприклад, неможливо 
реально сумістити два однакові трикутники на вежаõ-
áлизнþкаõ у канадському місті Реджаéна (рис. 3.25), 
однак арõітектори, маáуть, сотні разів подумки 
суміùали ¿õ під час проектування.

Зрозуміло, ùо в рівниõ трикутників попарно рівні 
всі сторони і попарно рівні всі кути, причому проти 

Уроки 
19–20
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рівниõ кутів лежать рівні сторони, а проти рівниõ 
сторін — рівні кути. На рис. 3.26 зоáражені рівні 
трикутники АВС і LMN, у якиõ рівні сторони позна-
чені однаковоþ кількістþ рисок, а рівні кути — од-
наковоþ кількістþ дужок.

Для позначення рівності трикутників користуþться 
звичаéним значком рівності = . Наприклад, запис 
∆ABC = ∆LMN значає, ùо трикутник АВС рівниé 
трикутнику LMN. Ïри цьому верøини рівниõ кутів 
записуþться на однаковиõ місцяõ. Зокрема, запис 
∆ABC = ∆LMN (див. рис. 3.26) означає, ùо ∠А = 
= ∠L, ∠B = ∠M, а  ∠C = N. Якùо ж áуде написано, 
ùо ∆ABC = ∆NML, то це означатиме вже зовсім інøе, 
а саме, ùо ∠А = ∠N, ∠B = ∠M, а ∠C = ∠L.

Чи можна стверджувати, навпаки, ùо коли в три-
кутникаõ попарно рівні всі сторони і всі кути, то такі 
трикутники рівні, тоáто ¿õ можна сумістити?

Ïростиé експеримент продемонструє нам, ùо 
відповідь на це питання не така очевидна, як може 
здатися на перøиé погляд.

Виріжте із цупкого паперу øаáлон трикутника 
АВС з різними довжинами сторін. Ïотім на чистому 
аркуøі за допомогоþ цього øаáлону оáведіть рівниé 
éому трикутник LMN і переверніть øаáлон інøим 
áоком (рис. 3.27). Тепер спроáуéте сумістити øаáлон 
АВС з трикутником LMN, не відриваþчи éого від 
плоùини рисунка. Незважаþчи на попарну рівність 
усіõ сторін і всіõ кутів оáоõ трикутників, вам це не 
вдасться. Однак якùо ви знову перевернете øаáлон, 
то суміùення легко здіéснþється.

Два різні спосоáи ôізично¿ реалізаці¿ переміùення — 
з виõодом за межі плоùини (і з перевертанням) та 
áез виõоду (áез перевертання), даþть різні відповіді 
на питання про можливість суміùення трикутників 
з попарно рівними елементами.

Ó геометрі¿ вважається, ùо можливі оáидва ці 
переміùення. Це закріплþється у такіé аксіомі.

Ðèñ. 3.25

20-поверхові (80 м заввиø-
ки) хмарочоси-близнюки 
у столиці канадської провінції 
Ñаскачеван — місті Ре-
джайна (зведені у 1992 р.). 
Унікальною особливістю цих 
споруд є похилі стіни у вигляді 
двох рівних трикутників, кут 
відхилення яких від вертикалі 
становить 11°. 
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Аксіома рухомості трикутника.
Яêиé би íå бóâ òðиêóòíиê, éîãî ìîæíà ïåðå
ì³ñòиòи ó çàäàíå ïîëîæåííÿ â³äíîñíî äàíî¿ 
ï³âïðÿìî¿.

На рис. 3.28 зоáражено трикутник АВС і два рівниõ 
éому трикутники А′В ′С ′ та А′′В ′′С ′′, сторони В ′С ′, 
В ′′С ′′ якиõ відкладені на півпрямиõ m, n від ¿õніõ 
початків, а протилежні верøини А′, А′′ розміùені 
у заданіé півплоùині відносно циõ півпрямиõ. Ïри 
цьому ми можемо говорити, ùо трикутник А′В ′С ′ 
одержується з трикутника АВС «áез перевертання», 
а трикутник А′′В ′′С ′′ — «з перевертанням».

На підставі аксіоми руõомості трикутника вже 
можна довести, ùо трикутники з попарно рівними 
елементами є рівними, тоáто, ùо ¿õ можна сумістити. 
Ïри цьому навіть не оáов’язково вимагати рівності 
усіõ øести пар відповідниõ елементів — трьоõ пар 
сторін і трьоõ пар кутів. Достатньо лиøе рівності 
трьоõ пар. Ïо-різному комáінуþчи пари рівниõ сторін 
і пари рівниõ кутів, можна сôормувати і довести три 
ознаки рівності трикутників. Ó цьому параграôі ми 
доведемо перøу ознаку.

теорема 
(перøа ознаêа рівності триêóтниêів — за двома 
сторонами і êóтом між ними). 

Яêщî äâ³ ñòîðîíи ³ êóò ì³æ íиìи îäíîãî òðи
êóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî äâîì ñòîðîíàì 
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³ êóòó ì³æ íиìи ³íøîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ 
òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1
 

АВ = А
1
В

1
, АС = А

1
С

1
, ÐА = ÐА

1
 (рис. 3.29). Ïотріáно 

довести, ùо тоді ∆АВС = ∆А
1
В

1
С

1
.

Ïеремістимо трикутник АВС так, ùоá верøина А 
сумістилася з верøиноþ А

1
, сторона АВ розмістилася 

на півпряміé А
1
В

1
, а верøина С — з того áоку від 

прямо¿ А
1
В

1
, з якого розміùена точка С

1
. Згідно з ак-

сіомоþ руõомості трикутника, цього можна досягти. 
Оскільки АВ = А

1
В

1
, то, за аксіомоþ про відкла-

дання відрізків, точка В суміститься з точкоþ В
1
. 

Оскільки ÐА = ÐА
1
, то, за аксіомоþ про відкла-

дання кутів, кут А суміститься з кутом А
1
, а півпряма 

АС — з півпрямоþ А
1
С

1
. 

Ìіркуþчи далі так само, як стосовно точок В і В
1
, 

діéдемо висновку, ùо точка С
 
суміститься з точкоþ С

1
.

Оскільки сумістилися кінці відрізків ВС
 
і В

1
С

1
, то 

сумістилися é самі ці відрізки. 
Виõодить, ùо сумістилися всі три пари сторін 

трикутників АВС і А
1
В

1
С

1
. Отже, сумістилися é самі 

трикутники. Тому вони рівні. Теорему доведено.

Зауваження для скептиків. Декому з учнів, 
які тільки-но приступаþть до вивчення геометрі¿ 
і вперøе стикаþться зі строгими математичними 
оáґрун туваннями, доведення окремиõ теорем вида-
þться аáсолþтно заéвими. «Хіáа é áез доведення не 
очевидно, — інколи запитуþть вони, — ùо áудь-які 
два трикутники, які маþть дві пари рівниõ сторін і рівні 
кути між ними, є рівними?». 

Виùе ми попереджали такі сумніви тим, ùо 
демонстрували поверõні, на якиõ відповідні «очевидні» 
властивості все-таки не виконуþться,. À це вже áезза-
перечно свідчило про те, ùо для цілковито¿ надіéності 
в застосуванні для плоùини вони потреáуþть дове-
дення.
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Ïриклад, якиé ми зараз наведемо, здається, розвіє 
такі сумніви.

Дуже сõожим на перøу ознаку рівності трикутників 
є таке твердження: якùо дві сторони é кут, що приля-
гає до однієї з них, одного трикутника, відповідно 
рівні двом сторонам і куту, що прилягає до однієї 
з них, інøого трикутника, то такі трикутники рівні. 
(Від мін ності цього твердження від перøо¿ ознаки 
виділені курсивом).

На рис. 3.30 зоáражені два трикутники ABC 
і A

1
B

1
C

1
, які повністþ задовольняþть умови цього 

твердження: у ниõ AB = A
1
B

1
, AC = A

1
C

1
, ∠C = ∠C

1
. 

І тут справді доволі очевидно, ùо зоáражені трикутники 
ABC і A

1
B

1
C

1 
рівні між соáоþ. Àле чи можемо ми 

лиøе на підставі цього рисунка зроáити висновок, 
ùо сôормульоване твердження є ùе однієþ ознакоþ 
рівності трикутників?

Ïогляньте на трикутники ABC і A
1
B

1
C

1
, які зоá ражені 

на рис. 3.31. Вони теж задовольняþть зазначені умови: 
AB = A

1
B

1
, AC = A

1
C

1
, ∠C = ∠C

1
, однак тепер уже 

аáсолþтно очевидно, ùо ці трикутники не рівні. Тому 
сôормульоване твердження неправильне. Виявляється, 
ùо рис. 3.30, з якого можна áуло зроáити загальниé 
висновок, не відоáражає усіõ можливиõ ситуаціé. Отже, 
лиøе на підставі «очевидності», яка випливає з рисунка 
чи з якогось інøого відчуття (інту¿ці¿ тоùо), áез логічного 
оáгрунтування, жодне математичне твердження не може 
вважатися істинним. Скільки á не нарисувати рисунків, 
¿õ усе одно áуде скінченна кількість. Тому завжди 
залиøатиметься неáезпека, ùо якась важлива деталь 
ними не áуде враõована.

розв’язуємо разом

Ознаки рівності трикутників застосовуþться 
у геометрі¿ дуже часто. Одне з наéпоøиреніøиõ 
застосувань — для відøукання відстанеé і кутів. Для 
цього невідомі відрізки аáо кути вклþчаþть у певні 
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трикутники і визначаþть з того, ùо ці трикутники 
рівні інøим трикутникам, в якиõ відповідні елементи 
є відомими.

Розглянемо один приклад втілення ціє¿ іде¿.
Ïрипустимо, ùо для реалізаці¿ певного проекту 

неоáõідно визначити протяжність озера у напрямку 
AB (рис. 3.32). Візьмемо на áерезі точку С, ùоá 
відстань СВ можна áуло визначити áезпосереднім 
вимірþванням, і поáудуємо кут АСE, рівниé куту 
АСВ. Ïотім уздовж променя CE відкладемо відрізок 
CD, ùо дорівнþє відстані CB. Тоді відстань AD 
дорівнþватиме øуканіé øирині озера AB.

Справді, у трикутникаõ ACВ та ACD сторона 
АС спільна. Сторони CB і CD та кути ACB і ACD 
рівні за поáудовоþ. Тому, за перøоþ ознакоþ, ці 
трикутники рівні. À з рівності трикутників випливає 
рівність сторін, ùо лежать проти рівниõ кутів. 
Сторони AB та AD якраз і лежать проти рівниõ 
кутів, тому вони é рівні між соáоþ. Отже, якùо 
áезпосередньо виміряємо одну з ниõ, сторону AD, 
в одному трикутнику, то знатимемо é довжину інøо¿, 
сторони AB, в інøому.

Вправи і задачі 

 250°. Накресліть у різних положеннях два трикутники 
зі сторонами 3 см і 6 см та кутом між ними 70°. 
Виміряйте за допомогою лінійки треті сторони 
накреслених трикутників, а за допомогою тран-
спортира — інші їхні кути. Чи рівні ці елементи в 
обох трикутниках?

 251°. На рис. 3.33 зображені два рівні трикутники АВС 
і LMN. Доповніть записи: ∆САВ = …; ВС = …; 
NL = …; ∠С = …; ∠L = …; ∠ВСА = …; ∠MLN = … 
.
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 252°. Дано два рівних трикутники ABC і DEM. Які кути трикутника ABC дорівнюють 
кутам D, E, M? Які сторони трикутника DEM дорівнюють сторонам АС і ВС?

 253°. Дано два рівних трикутники ABC і LMN.
  1) AB = 5 см, ∠A = 90°. Чому дорівнюють сторона ML і кут MLN?
  2) ∠L = 75°, LM = 10 см, NL  = 5 см. Чому дорівнюють кут BAC і сторони AB 

та AC.
 254°.  Відомо, що ∆АВС = ∆EFG = ∆LMN і при цьому ∠F = 30°, ∠N = 80°. Визначте 

невідомі кути усіх трьох трикутників.
 255°.  Відомо, що ∆АВС = ∆EFG = ∆LMN і при цьому EG = 6 см, LM = 8 см, P∆ABC = 

= 25 см. Визначте невідомі сторони усіх трьох трикутників.
 256°.  У трикутнику ABC всі сторони мають різні довжини. Чи рівні трикутники ABC 

і BAC?
 257°.  Чи можна стверджувати, що коли трикутник ABC рівний трикутнику A1B1C1, 

а трикутник A1B1C1 — рівний трикутнику A2B2C2, то трикутники ABC і A2B2C2 

рівні між собою? Обґрунтуйте свою відповідь.
 258°.  Відомо, що трикутники ABC і CAB рівні. Обґрунтуйте, що в трикутнику ABC 

всі сторони рівні.
 259.  Периметр одного трикутника більший за периметр іншого. Чи можуть бути 

рівними ці трикутники? Відповідь обґрунтуйте.
 260.  Виконайте за допомогою креслярських інструментів такі побудови. Спочатку 

накресліть дві прямі, що перетинаються в точці О. Потім на одній з них від-
кладіть рівні відрізки ОА і ОВ, а на іншій — рівні відрізки ОС і ОD. Сполучіть, 
нарешті, відрізками послідовно точки А, С, В і D. Чи утворилися в результаті 
цих побудов рівні трикутники? Відповідь обґрунтуйте.
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 261.  Дано: AD = BC, ∠ADB = ∠DBC (рис. 3.34, а). Доведіть, що AB = DC, ∠A = ∠C.
 262.  Дано: AB = AC, ∠BAO = ∠CAO (рис. 3.34, б). Доведіть, що BO = CO.
 263.  Дано: ∠MAD = ∠NBE, AD = BE, AC = CB (рис. 3.34, в). Доведіть, що CD = CE, 

∠ACD = ∠BCE.
 264.  Дано: AC = BD, ∠CAB = ∠DBA (рис. 3.34, г). Доведіть, що ∠DAB = ∠CBA, AD = CB.
 265.  Дано: AC = BC; CD = CE (рис. 3.34, ґ ). Доведіть, що ∆ACE = ∆BCD.
 266.  Дано: MA = MB, AC = BD, ∠MAC = ∠MBD (рис. 3.34, д). Доведіть, що ∠MCD =	∠MDC.
 267.  У рівних трикутниках ABC і A1B1C1 точки M і M1 — відповідно середини сторін 

BC і B1C1. Доведіть, що відрізок AM рівний відрізку A1M1.
 268.  На сторонах кута A відкладено рівні відрізки AC і AD, а потім на цих відрізках 

узято такі точки E і F, що AE = AF. Доведіть, що ∠CED = ∠DFC.
 269.  На рис. 3.35 ВО = ОС, АО ^ ВС. Доведіть, що AB = AC, DB = DC.
 270.  На рис. 3.36 зображено спосіб визначення відстані між точками А і В, розді-

лених водоймою. Опишіть деталі цих побудов та обґрунтуйте їх.

 271•.  На рис. 3.37 зображено спосіб визначення протяжності озера у напрямку 
AB з використанням екера для побудови прямих кутів ACB та ACD. Опишіть 
деталі цих побудов та обґрунтуйте їх.
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 272•.  Відрізки АВ і СD перетинаються в точці О, яка є серединою кожного з них. 
Доведіть, що AD || BC, а AC || BD.

 273•.  На рис. 3.38 ∆АВM = ∆ACN. Доведіть, що ∆ABN = ∆ACM.
 274•.  На рис. 3.39 ∆АВС = ∆DCB, BM = CN. Доведіть, що AM || DN.
 275•.  У трикутнику АВС  АВ = АС. Бісектриса кута ВАС перетинає сторону BС 

у точці D. Доведіть, що AD ∠ BC.

 §15. Друга ознака рівності трикутників

Àналогічно до перøо¿ ознаки рівності трикутників 
доводиться друга ознака.

теорема 
(дрóга ознаêа рівності триêóтниêів — за сто ро-
ною і двома прилеглими êóтами). 

Яêщî ñòîðîíà ³ äâà ïðиëåãë³ äî íå¿ êóòи îäíîãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî ñòîðîí³ 
³ äâîì ïðиëåãëиì äî íå¿ êóòàì ³íøîãî òðиêóò
íиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1
 

АВ = А
1
В

1
, ∠А = ∠А

1
, ∠В = ∠В

1
 (рис. 3.40). Ïотріáно 

довести, ùо тоді ∆АВС = ∆А
1
В

1
С

1
.

Ïеремістимо трикутник АВС так, ùоá верøина А 
сумістилася з верøиноþ А

1
, сторона АВ розмістилася 

на півпряміé А
1
В

1
, а верøина С — з того áоку від 

прямо¿ А
1
В

1
, з якого розміùена точка С

1
. Згідно з ак-

сіомоþ руõомості трикутника, цього можна досягти. 
Оскільки АВ = А

1
В

1
, то, за аксіомоþ про від-

кладання відрізків, точка В суміститься з точкоþ В
1
. 

Оскільки ∠А = ∠А
1
, то, за аксіомоþ про відкладан-

ня кутів, кут А суміститься з кутом А
1
, а півпряма 

АС — з півпрямоþ А
1
С

1
. 

Ìіркуþчи так само стосовно кутів В і В
1
, діéдемо 

висновку, ùо півпряма ВС суміститься з півпрямоþ 
В

1
С

1
. Ïри цьому точка С суміститься з точкоþ С

1
, 

оскільки дві півпрямі можуть мати не áільøе одніє¿ 
спільно¿ точки.

Уроки 
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Виõодить, ùо сумістилися всі три пари верøин 
трикутників АВС і А

1
В

1
С

1
. Отже, сумістилися і ¿õні 

сторони, а тому é самі трикутники. Отже, вони рівні. 
Теорему доведено.

розв’язуємо разом

Задача.
На сторонаõ кута А відкладені рівні відрізки АВ 
і АС, а потім інøі рівні відрізки ВÊ і СМ, як 
показано на рис. 3.41. Неõаé Î — точка перетину 
відрізків ВМ і СÊ. Довести, ùо промінь АÎ ділить 
кут А навпіл, тоáто є áісектрисоþ цього кута.

Розв’язання. Оскільки відрізки АÊ і АМ дорів-
нþþть сумам АВ + ВÊ та АС + СМ відповідно рівниõ 
відрізків, то вони рівні між соáоþ.

Розглянемо трикутники АÊС та АМВ. Вони маþть 
спільниé кут МАK і рівні відповідні сторони, ùо 
утворþþть цеé кут: АÊ = АМ, АС = АВ. Тому, за 
перøоþ ознакоþ, ці трикутники рівні. Звідси ∠Ê = ∠М.

Розглянемо тоді трикутники ВÎÊ і СÎМ. Ó ниõ 
рівні сторони ВÊ і СМ, рівні прилеглі до ниõ 
кути Ê і М, а також рівні кути ВÎÊ та СÎМ (як 
вертикальні). Тому рівними є é прилеглі кути ÎВÊ та 
ÎСМ, оскільки сума всіõ кутів трикутника дорівнþє 
180°. Тому, за другоþ ознакоþ, ці трикутники рівні. 
Звідси ВÎ = СÎ.

Розглянемо, нареøті, трикутники АÎВ та АÎС. 
Ó ниõ рівні відповідні сторони АВ і АС (за поáудовоþ) 
та ВÎ і СÎ (як ùоéно з’ясовано), а також кути 
АВÎ та АСÎ між ними (вони є суміжними до рівниõ 
кутів ÎВÊ і ÎСМ). Тому, за перøоþ ознакоþ, ці 
трикутники рівні. Звідси ∠ÎАВ = ∠ÎАС, ùо é треáа 
áуло довести.
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Зауваження. Результатом розв’язано¿ задачі мож-
на скористатися для ділення кута навпіл, тоáто для 
поáудови éого áісектриси. Відкладемо на сторонаõ кута 
А рівні відрізки АВ і АС, а потім інøі рівні відрізки ВÊ 
і СМ. Наéпростіøе це зроáити за допомогоþ циркуля, 
як показано на рис. 3.42 (ніжка циркуля ставиться у 
точку А). Далі визначимо точку Î перетину відрізків 
ВМ та СÊ. Тоді АÎ — øукана áісектриса.

Вправи і задачі 

 276°.  Накресліть у різних положеннях два трикутники зі стороною 6 см і прилеглими 
до неї кутами 45° і 70°. Виміряйте за допомогою лінійки інші сторони накрес-
лених трикутників, а за допомогою транспортира — треті кути. Чи рівні ці 
елементи в обох трикутниках?

 277°.  На рис. 3.43 пряма АС містить бісектриси кутів А і С. Доведіть, що ∠B = ∠D.
 278°.  Накресліть який-небудь нерозгорнутий кут А та проведіть його бісектрису. 

На бісектрисі візьміть довільну точку М і за допомогою косинця проведіть 
через неї пряму, перпендикулярну до бісектриси. Позначте літерами В і С 
точки перетину цієї прямої зі сторонами кута. Переконайтесь за допомогою 
вимірювання, а потім обґрунтуйте логічно, що відрізки АВ і АС рівні.

 279°.  На рис. 3.44 ВС = СF, AC = СD, AD ^ BF. Доведіть рівність трикутників АВС 
і DFC, а також рівність відрізків АВ і DF.

 280°. На рис. 3.45 АО = СО, ∠А = ∠С. Доведіть рівність трикутників АОВ і СОD, 
а також рівність відрізків АВ і СD.
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 281.  На рис. 3.46 ∠DBC = ∠ACB, ∠ABC = ∠DCB. Доведіть рівність відрізків АВ 
і DC.

 282.  На рис. 3.47 ∠В = ∠F, ∠АСF = ∠ВЕD, ВЕ = СF. Доведіть рівність трикутників 
АВС і DFE.

 283.  На рис. 3.48 АВ || DC, AD || BC. Доведіть рівність трикутників АВD і СDB.

 284.  У трикутнику АВС АВ = АС. На сторонах АВ і АС позначені відповідно точки 
M і N так, що ∠АСM = ∠ABN. Доведіть, що відрізки BN і CN рівні.

 285.  Накресліть відрізок АВ завдовжки 6 см та проведіть через його середину О 
яку-небудь пряму m, яка не є перпендикулярною до відрізка АВ. Далі з допо-
могою косинця  проведіть з точок А і В перпендикуляри АD та BF до прямої 
m. Переконайтесь за допомогою вимірювання, а потім обґрунтуйте логічно, 
що ці перпендикуляри рівні.

 286.  На рис. 3.49 ∆АВС = ∆DBC. Доведіть, що тоді ∆АСE = ∆DCE.
 287.  На рис. 3.50 прямі АС і DB паралельні, а точка О є серединою відрізка АВ. 

Доведіть, що ця точка є також серединою відрізка CD.
 288.  Точки М і N розміщені по різні боки від прямої АВ і при цьому МА = NB, 

∠МАВ = ∠NBA (рис. 3.51). Доведіть, що відрізки MN і АВ діляться точкою О 
перетину навпіл.
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 289.  На рис. 3.52 АВ || DC, AD || BC. Доведіть, що АВ = DC, AD = BC.
 290.  На рис. 3.53 ∆AОМ = ∆COL. Доведіть, що тоді ∆ABL = ∆CMB.
 291•.  На рис. 3.54 ∆ABC = ∆DBC. Доведіть, що тоді ∆AОB = ∆DОC.

 292•.  Доведіть, навівши відповідний приклад, що коли сторона і два кути одного 
трикутника дорівнюють стороні і двом кутам іншого трикутника, то трикутники 
можуть бути й не рівними.

 293•.  Сторона і три кути одного трикутника дорівнюють стороні і трьом кутам іншого 
трикутника. Чи обов’язково рівні такі трикутники?

 294•.  Доведіть, що існують нерівні трикутники з відповідно рівними кутами.
 295•.  На бісектрисі кута А взято деяку точку K, а на сторонах кута — такі точки M 

і N, щоб кут AKM дорівнював куту AKN. Доведіть, що тоді пряма MN буде 
перпендикулярною до АK.

 296•.  Дано: OA = OB, OC = OD (рис. 3.55). Доведіть, що OE = OF.
 297•. На рис. 3.56 відображений спосіб побудови на місцевості для визначення 

відстані між точками А і В, розділених перешкодою для безпосереднього 
вимірювання. Спочатку на прямій ВА в доступній її частині ставиться віха 
С. Потім ставиться віха в деякій точці О, і з допомогою візування та вимірю-
вання знаходяться такі положення віх M, N на прямих ОВ та ОС, для яких 
ОМ = ОВ, ON = ОС. Нарешті, йдучи по прямій MN, за допомогою візування 
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знаходять на ній таку точка L, яка розміщена і на прямій АО. Тоді відстань 
МL, яку вже можна знайти безпосереднім вимірюванням, дорівнюватиме 
шуканій відстані ВА. Обґрунтуйте правильність цього способу.

 §16. рівнобедрений трикутник і його властивості

Трикутниõ є однієþ з наéпоøиреніøиõ арõі тек-
турниõ ôорм, ùо застосовується як у проектуванні 
кар касів споруд, так і в декоруванні. Ïри цьому 
як правило застосовуþться трикутники, ùо маþть 
рівні сторони. Такі трикутники називаþться рів-
нобедреними і рівносторонніми.

означення. 
Трикутник називається ð³âíîбåäðåíиì, якщо 
він має дві рівні сторони. Ðівні сторони 
рівнобедреного трикутника називаються 
б³чíиìи ñòîðîíàìи, а третя сторона — 
îñíîâîю. Трикутник, у якого всі сторони рівні, 
називається ð³âíîñòîðîíí³ì або ïðàâиëьíиì. 

Зазначимо також, ùо трикутник, у якого всі сто-
рони різні, інколи називаþть різностороннім.

На рис. 3.57, а) зоáражено рівноáедрениé трикут-
ник АВС з áічними сторонами АВ і АС та основоþ 
ВС, а на рис. 3.57, á) — рівносторонніé трикутник 
LMN.

Êоли говорять про верøину рівноáедреного три-
кут  ника, то зазвичаé маþть на увазі ту із трьоõ 
éого верøин, яка є протилежноþ до основи. Інøі 
дві верøини називаþть верøинами при основі. На 
рис. 3.57, а) А — верøина рівноáедреного трикутника 
АВС, В і С — верøини при éого основі.

На рис. 3.58 вміùена доáірка ілþстраціé арõі тек-
турниõ споруд різниõ часів, стилів і призначення, 
які маþть деталі у ôормі рівноáедрениõ трикутників. 
Та наéвидатніøим пам’ятником рівноáедреному 
трикутнику áезсумнівно стане паризька «Трикутна 
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вежа» (La tour Triangle), якùо цеé грандіозниé 
«криøталевиé» проект áуде реалізованиé (на 
рис. 3.59 зоáражениé éого макет). Ïланується, ùо 
вежа матиме 42 поверõи та 180 м у висоту. Це áуде 
третя за висотоþ споруда Ïарижа після знаменито¿ 
Еéôелево¿ вежі (1887 р., 324 м) та вежі Ìонпарнас 
(1972 р., 210 м). Будівництво вежі áуло заплановане 
на 2015–17 рр., однак після спеціального голосуван-
ня депутатів паризько¿ місько¿ ради, ùо відáулося у 

Ðèñ. 3.58
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листопаді 2014 р., відкладене на невизначениé тер-
мін: серед громадськості поáутує думка про надмірну 
дорожнечу проекту і про éого øкідливість для при-
родного та історико-культурного довкілля.

Наéпростіøе поáудувати рівноáедрениé трикутник 
за кутом при верøині і áічноþ стороноþ. Спочатку 
áудуþть кут А, ùо має потріáну величину, а потім на 
éого сторонаõ від верøини відкладаþть рівні відрізки 
АВ і АС потріáно¿ довжини (рис. 3.60). Сполучивøи 
точки В і С відрізком, дістаþть рівноáедрениé три-
кутник АВС із заданим кутом при верøині і заданоþ 
áічноþ стороноþ.

Ïоáудови ускладнþþться, якùо трикутник повинен 
мати задані áічну сторону і основу. Для реалізаці¿ 
такиõ поáудов потріáен циркуль. Заôіксуємо розõил 
циркуля на величину áічно¿ сторони. Ïоставимо 
éого ніжку в кінець В відрізка ВС, ùо рівниé основі 
трикутника, і проведемо дугу (рис. 3.61). Всі точки 
ціє¿ дуги віддалені від точки В на одну é ту саму 
відстань, яка дорівнþє величині розõилу циркуля. 
Якùо потім поставимо ніжку циркуля у точку С і тим 
самим розõилом проведемо ùе одну дугу, то перетин 
оáоõ дуг дасть точку А, яка віддалена від оáоõ точок 
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В і С на величину розõилу циркуля, тоáто на довжину 
задано¿ áічно¿ сторони трикутника. Залиøається 
тільки з допомогоþ лініéки провести відрізки АВ 
і АС. Трикутник АВС — øуканиé, ВС — éого основа, 
АВ і ВС — рівні áічні сторони. 

Якùо виміряти за допомогоþ транспортира кути 
при основі поáудованиõ рівноáедрениõ трикутників, 
то вони виявляться рівними. Це — властивість áудь-
якого рівноáедреного трикутника.

Ïровести доведення ціє¿ властивості, а також 
сôормулþвати і довести інøі властивості рівно áед-
рениõ трикутників зручно з використанням означень 
áісектриси, медіани і висоти трикутника.

означення.
Á³ñåêòðиñîю трикутника називається відрізок 
бісектриси його внутрішнього кута, що спо
лучає вершину трикутника із точкою на 
протилежній стороні. 

На рис. 3.62 АL — áісектриса трикутника АВС, 
проведена з верøини À до протилежно¿ сторони ВС.

Термін «áісектриса» запозичениé з ôранцузько¿ 
мови. Ó своþ чергу, ôранцузьке слово bissectrice 
ут во рилося від латинськиõ слів bis — «двічі» та 
secare — «розтинати» і дослівно означає «розтинати 
навпіл».

означення.
Мåä³àíîю трикутника називається відрізок, 
що сполучає вершину трикутника із сере
диною протилежної сторони. 

На рис. 3.62 АМ — медіана трикутника АВС, 
проведена з верøини А до середини М протилежно¿ 
сторони ВС. 

Термін «медіана» утворениé від латинського слова 
medius — середніé.
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означення.
Виñîòîю трикутника називається перпенди
куляр, проведений з вершини трикутника до 
прямої, що містить його протилежну сторону.

На рис. 3.62 АH — висота трикутника АВС, прове-
дена з верøини А до прямо¿, ùо містить протилежну 
сторону ВС.

теорема
(про властивості рівнобедреного триêóтниêа).

Á³ñåêòðиñà ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà, 
ïðîâåäåíà äî îñíîâи, ä³ëиòь òðиêóòíиê íà 
äâà ð³âíиõ òðиêóòíиêи, à òàêîæ º ìåä³àíîю é 
âиñîòîю òðиêóòíиêà. Кóòи ïðи îñíîâ³ ð³âíî
бåäðåíîãî òðиêóòíиêà ð³âí³.

Доведення. Неõаé АL — áісектриса рівноáедре-
ного трикутника АВС, проведена з верøини А до 
основи ВС (рис. 3.63). Оскільки, за означенням рів-
ноáедреного трикутника, AB = AС, а за означенням 
áісектриси, ∠BAL = ∠CAL, то, за перøоþ ознакоþ 
рівності трикутників, ∆ALB = ∆ALC. Отже, справді, 
áісектриса рівноáедреного трикутника, проведена до 
основи, ділить трикутник на два рівниõ трикутники.

З рівності трикутників ALB і ALC випливає, ùо 
BK = CK. Отже, AL — медіана трикутника ÀВС. Êрім 
цього, ∠AKB = ∠AKC, а оскільки ці кути утворþþть 
розгорнутиé кут, то вони — прямі. Отже, AL — ви-
сота трикутника АВС. Нареøті, ∠В = ∠С, а тому 
кути при основі рівноáедреного трикутника рівні. 
Теорему доведено.

Оскільки доведеноþ теоремоþ встановлено, ùо 
áісектриса, медіана é висота рівноáедреного трикут-
ника, проведені до основи, зáігаþться, то істинними 
є é такі твердження:

1) медіана рівноáедреного трикутника, проведена 
до основи, є водночас áісектрисоþ і висотоþ;
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2) висота рівноáедреного трикутника, проведена 
до основи, є водночас áісектрисоþ і медіаноþ.

Безпосереднім наслідком з доведено¿ теореми є 
наступна теорема.

теорема
(про властивість êóтів рівностороннього три-
êóт ниêа).

Вñ³ êóòи ð³âíîñòîðîííьîãî òðиêóòíиêà ð³âí³ 
³ äîð³âíююòь ïî 60°.

Доведення. Неõаé маємо рівносторонніé трикут-
ник АВС (рис. 3.64). З рівності éого сторін АВ і АС 
за доведеноþ теоремоþ випливає рівність кутів 1 
і 2, а з рівності сторін ВА і ВС — рівність кутів 2 
і 3. Отже, всі три кути рівностороннього трикутника 
рівні. À оскільки сума кутів трикутника дорівнþє 
180°, то кожен із кутів 1, 2, 3 дорівнþє третині від 
ціє¿ суми, тоáто 60°. Теорему доведено.

Застосування у конструкції старовинних ватерпасів

Ватерпас — прилад для перевірки горизонталь-
ного розміùення прямолініéниõ предметів, на-
приклад, реéок і áрусів. Наéпростіøиé ватерпас, 
ùо застосовувався колись у áудівництві, складався 
із дерев’яного рівноáедреного трикутника АВС, до 
основи АВ якого прилягала вивірена рівна доøка 
FG, а до верøини С на нитці підвіøувався тягарець 
Е (рис. 3.65). Якùо тягарець розміùувався строго 
над зуáцем D, якиé уосоáлþвав середину основи АВ, 
то це означало, ùо нитка СЕ спрямована по медіані 
CD рівноáедреного трикутника АВС, а отже, é по 
éого висоті. Тоді доøка FG — перпендикулярна до 
ліні¿ СЕ ді¿ сили тяжіння, тоáто заéмає горизонтальне 
положення. Ó противному разі ¿¿ положення не є 
горизонтальним.
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Ëиøе знаþчи ці оáставини, можна розгадати 
значення ватерпаса, з яким ôранцузькі õудожники 
ХІХ ст. зоáражали Ìаріанну — символічниé  оáраз 
ôранцузько¿ респуáліки. На рис. 3.66 відтворениé 
один із наéвідоміøиõ такиõ творів — картина Æуля 
Êлода Зіглера «Респуáліка» (1848 р.).  Ó правіé руці 
Ìаріанна тримає ватерпас, яким урівноважує три 
наéголовніøі чесноти респуáліки, записані за неþ зо-
лотистими літерами (теж у верøинаõ рівноáедреного 
трикутника): Своáода, Рівність Братерство (Liberté, 
Égalité, Fraternité).

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

яким може бути розміщення висот у трикутнику

З означення áісектриси і медіани трикутника оче-
видно, ùо ці відрізки проõодять усередині трикутника 
(див. рис. 3.62, на якому АL — áісектриса, АM — 
медіана трикутника АВС). Щодо висоти АH, то ситу-
ація не така очевидна. На рис. 3.67, а) відоáражениé 
випадок, коли оáидва кути В і С — гострі. Доведемо, 
ùо в усіõ такиõ випадкаõ висота АH проõодить 
усередині трикутника.

Ïрипустимо супротивне. Ìожливі дві ситуаці¿: аáо 
точка H лежить áлижче до точки B, ніж до точки C 
(рис. 3.67, á), аáо точка H лежить áлижче до точки 
C, ніж до точки B (рис. 3.67, в). Ïри перøіé ситуаці¿ 
зовніøніé кут ABC прямокутного трикутника ADB, 
якиé є гострим кутом трикутника ÀВС, áув áи áільøим 
за прямиé внутріøніé кут H, ùо неможливо. Ïри 
другіé ситуаці¿ з аналогічниõ причин гостриé кут С 
трикутника ÀВС áув áи áільøим за прямиé кут H 
трикутника AHC. Оскільки жодна із циõ ситуаціé 
неможлива, то зроáлене припуùення неправильне. 
Отже, висота AH трикутника у цьому разі справді 
проõодить усередині трикутника.
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Якùо у трикутнику всі кути гострі, тоáто трикутник 
є гострокутним, то з доведеного випливає, ùо тоді 
всі три éого висоти проõодять усередині трикутника 
(рис. 3.68). На урокаõ геометрі¿ у 8 класі áуде 
доведено, ùо всі вони перетинаþться в одніé точці.

Якùо ж у трикутнику АВС один із кутів В аáо С 
є прямим, то очевидно, ùо тоді висота АH зáігається 
з однієþ зі сторін, яка прилягає до прямого кута 
(рис. 3.69). Інøа сторона прямого кута міститиме другу 
висоту трикутника, а третя висота, як доведено виùе 
(оскільки кути А і С — гострі), проõодитиме всередині 
трикутника. Тоді é áез доведення очевидно, ùо всі 
три висоти перетинаþться в одніé точці — у верøині 
прямого кута.

Неõаé тепер один із кутів В аáо С трикутника АВС, 
наприклад, B — тупиé. Тоді висота AH проõодитиме 
ззовні трикутника (рис. 3.70, а). Справді, якùо при-

пус тимо супротивне (рис. 3.70, á), то матимемо, 
ùо зовніøніé кут AHC прямокутного трикутника 
AHB, якиé є прямим, áільøиé за тупиé внутріøніé 
кут B. Оскільки таке неможливе, то припуùення 
неправомірне. Отже, висота AH трикутника в цьому 
разі справді проõодить ззовні трикутника.

Ó трикутнику може áути лиøе один тупиé кут, 
і тоді два інøі éого кути оáов’язково гострі. Тому одна 
з висот тупокутного трикутника проõодить усередині 
трикутника, а дві інøі — ззовні нього (рис. 3.71). 
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Ó 8 класі áуде доведено, ùо всі три прямі, які містять 
ці висоти, перетинаþться в одніé точці.

Ïринагідно зазначимо, ùо всі три медіани і всі три 
áісектриси трикутника також перетинаþться в одніé 
точці. Для медіан цþ властивість (рис. 3.72) áуде теж 
доведено у 8 класі, а для áісектрис — уже невдовзі, 
при вивченні останнього розділу цього підручника.

Вправи і задачі 

 298°. Накресліть кут А, що дорівнює 70°, і проведіть його бісектрису. Потім через 
точку L бісектриси, яка знаходиться на відстані 5 см від точки А, проведіть пря-
му, перпендикулярну до бісектриси, і позначте буквами В і С точки перетину 
цієї прямої зі сторонами кута А. Виміряйте сторони і кути трикутника АВС. 
Які висновки про вид цього трикутника ви зробите?

 299°. Накресліть відрізок ВС завдовжки 5 см, а потім за допомогою циркуля опишіть 
розхилом 5 см два кола із центрами В, С. Нехай А і D — точки перетину цих 
кіл. Сполучіть відрізками кожну з точок А і D з точками В і С. До якого виду 
належать одержані трикутники АВС і DВС? Чому дорівнюють їхні кути?

 300°. На рис. 3.73 зображена арка над вхідними дверми 
готичного кафедрального собору в Севільї (Іспа-
нія) (собор зведений у 1506 р.). Арка вписується 
у декоративний трикутник. Визначте з допомогою 
вимірювання кути цього трикутника. До якого виду 
(за сторонами і за кутами) він належить? 

 301°. На рис. 3.74 відтворена одна із композицій 
художника-абстракціоніста В. Кандинського, на 
якій, як уважається, з допомогою послідовності 
три  кутників відображено перехід земної і людської 
енергії (тепліші кольори) у космічну (холодні 
кольори). Чи є тут геометрично рівні фігури? 

 302°. У трикутнику LMN MN = LN. Чи є в цьому трикут-
нику рівні кути? Чому вони дорівнюють, якщо кут 
N дорівнює 100°?

 303°. У трикутнику АВС сторони, які прилягають до кута 
С, рівні. Рівні також кути, що прилягають до сторони 
АС. Яким є цей трикутник?
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 304°. Периметр рівностороннього трикутника дорівнює 
18 см. Визначте довжину його сторони.

 305°. Визначте периметр рівнобедреного трикутника, 
якщо його бічна сторона дорівнює 7 см, а основа 
на 3 см менша від бічної сторони.

 306°. Доведіть, що зовнішні кути при вершинах основи 
рівнобедреного трикутника рівні.

 307°. Кут між бічними сторонами рівнобедреного 
трикутника дорівнює 120°. Визначте кути при ос-
нові трикутника.

 308°. Кут при основі рівнобедреного трикутника дорівнює 
45°. Визначте кут між його бічними сторонами.

 309°. Зовнішній кут при вершині рівнобедреного три-
кутника дорівнює 50°. Визначте зовнішні кути при 
вершинах основи.

 310°. Зовнішній кут при основі рівнобедреного трикут-
ника дорівнює 130°. Визначте зовнішній кут при 
вершині.

 311°. Доведіть, що коли основа й кут при основі одного рівнобедреного трикутника 
відповідно дорівнюють основі й куту при основі іншого рівнобедреного три-
кутника, то такі трикутники рівні.

 312°. Доведіть, що рівнобедрені трикутники рівні, якщо бічна сторона й кут при 
вершині одного трикутника дорівнюють відповідно бічній стороні й куту при 
вершині іншого трикутника.

 313. На рис. 3.75 подано дві світлини, на яких у різних ракурсах зображено 
споруду Музею сучасного мистецтва у Клівленді (США, штат Огайо), зведену 
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за проектом британської архітекторки іранського 
походження Фаршид Муссаві (нар. 1965 р.) (музей 
відкритий для відвідувачів у серпні 2012 р.). 
Як ви гадаєте, які трикутники взяті за основу 
цього проекту, і скільки їх? Точніше відповісти 
на ці запитання вам допоможе каркасна модель 
споруди, зображена на рис. 3.76.

 314. Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 
15 см, а його бічна сторона вдвічі більша за основу. 
Визначте довжини сторін цього трикутника.

 315. Основа й бічна сторона рівнобедреного трикутника відносяться, як 2 : 3. 
Визначте сторону цього трикутника, якщо його периметр дорівнює 16 см.

 316. Визначте основу рівнобедреного трикутника, якщо вона на 5 дм менша від 
його бічної сторони, а периметр трикутника дорівнює 46 дм.

 317. У рівнобедреному трикутнику основа більша за бічну сторону на 2 см, але 
менша від суми бічних сторін на 3 см. Визначте сторони трикутника.

 318. Одна зі сторін рівнобедреного трикутника дорівнює 7 см, а його периметр — 
19 см. Визначте сторони цього трикутника.

 319.  Медіана рівнобедреного трикутника ділить його периметр на частини, що 
дорівнюють 9 см і 12 см. Визначте сторони трикутника.

 320.  Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 20 дм, а одна з його сторін 
удвічі більша за іншу. Визначте сторони трикутника. Розгляньте два випадки.

 321.  Дано: CA = CB, AM = BN, ∠А = ∠В (рис. 3.77). Доведіть, що трикутник CMN — 
рівнобедрений.

 322.  Дано: DA = DB, ∠CDA = ∠CDB (рис. 3.78). Доведіть, що трикутник ABC — 
рівнобедрений.

 323.  Дано: AB = AC, ∠BAD = ∠CAD (рис. 3.79). Доведіть, що трикутник BCD — 
рівнобедрений.
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 324.  Доведіть, що у рівносторонньому трикутнику: а) усі медіани рівні; б) усі висоти 
рівні; в) усі бісектриси рівні.

 325.  Доведіть, що у рівних трикутниках медіани, проведені до рівних сторін, рівні 
між собою.

 326. Доведіть, що якщо у трикутнику ABC сторони AB і АC не рівні, то медіана AM 
цього трикутника не є його висотою.

 327. На бічних сторонах CA і CB рівнобедреного трикутника ABC від його вершини 
C відкладено рівні відрізки CM і CN (рис. 3.80). Доведіть, що відрізки AN і BM 
рівні.

 328. У рівнобедреному трикутнику ABC з основою AC проведено медіану BM. 
На сторонах AB і CB позначено відповідно точки E та F так, що AE = CF. 
Доведіть, що ∆BME = ∆BMF, а ∆AME = ∆CMF.

 329. На рис. 3.81 периметр рівнобедреного трикутника ABC з основою AC дорів-
нює 40 см, а периметр рівностороннього трикутника ABD дорівнює 45 см. 
Визначте сторони трикутника ABC.

 330•. Доведіть, що середини сторін рівнобедреного трикутника є вершинами іншого 
рівнобедреного трикутника.

 331•. Доведіть, що у рівнобедреному трикутнику медіани, проведені до бічних 
сторін, рівні. Чи істинні аналогічні твердження стосовно бісектрис і висот?

 332•. Доведіть, що коли у трикутнику дві висоти є бісектрисами, то цей трикутник — 
рівносторонній.

 333•. На сторонах рівностороннього трикутника ABC відкладено рівні відрізки AP, 
BQ і CR (рис. 3.82). Доведіть, що трикутник PQR — рівносторонній.

 334•. Рівнобедрені трикутники ABC і DBC мають спільну основу BC (рис. 3.83, а, 
б). Доведіть, що в кожному можливому випадку взаємного розміщення цих 
трикутників ∆BAD = ∆CAD. Доведіть також, що пряма AD проходить через 
середину відрізка BC.

 335•. У рівнобедреному трикутнику ABC бічні сторони AB і BC дорівнюють по 
18 см. Через середину M сторони AB проведено пряму, перпендикулярну до 
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цієї сторони. Проведена пряма перетинає сторону BC в точці N (рис. 3.84). 
Визначте основу AC, якщо периметр трикутника ANC дорівнює 27 см.

 §17. ознаки рівнобедреного трикутника

Ó попередньому параграôі áуло розглянуто два 
спосоáи поáудови рівноáедрениõ трикутників — за 
кутом при верøині і áічноþ стороноþ та за основоþ 
і áічноþ стороноþ. Існує доволі простиé спосіá 
поáудови за основоþ і кутом при основі.

Неõаé ВС — задана основа (рис. 3.85). Відкладемо 
від променів ВС і СВ в одну é ту саму півплоùину 
кут задано¿ величини. Неõаé А — точка перетину 
сторін циõ кутів, які не належать пряміé ВС. Тоді 
АВС — øуканиé рівноáедрениé трикутник: ВС — 
éого основа, ∠В і ∠С — задані кути при основі.

Стверджувати це можна на підставі ознаки 
рівноáедреного трикутника, яку ми зараз же é 
до ведемо.

теорема 
(ознаêа рівнобедреного триêóтниêа за êóтами).

Яêщî ó òðиêóòíиêó äâà êóòи ð³âí³, òî â³í — 
ð³âíîбåäðåíиé.
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Доведення. Неõаé у трикутнику АВС ∠В = ∠С 
(рис. 3.86). Ïроведемо áісектрису AL. Дістанемо 
два трикутники ALB та ALC зі спільноþ стороноþ 
AL. Оскільки в ниõ рівні дві пари кутів: ∠В =∠С 
і ∠ВАL =	∠CAL, то рівні é треті кути: ∠ALB = ∠ALC 
(адже сума кутів трикутника дорівнþє 180°). Тому за 
спільноþ стороноþ AL і прилеглими до не¿ кутами 
(тоáто за другоþ ознакоþ), ∆ALB = ∆ALC. Звідси 
AB = AC. Отже, трикутник АВС — рівноáедрениé. 
Теорему доведено.

Довести останнþ теорему можна інакøе, áез додат-
ковиõ поáудов і áез посилання на теорему про суму 
кутів трикутника. Застосуємо другу ознаку рівності 
трикутників до трикутника АВС і трикутника АСВ — 
того самого трикутника АВС, але «перевернутого» 
(рис. 3.87). Оскільки сторона ВС дорівнþє стороні 
СВ, ∠С = ∠В, а ∠В = ∠С, то ∆ABC = ∆ACB. Звідси 
АВ = АС. Отже, трикутник АВС — рівноáедрениé.

Наслідок.
Тðиêóòíиê, ó ÿêîìó âñ³ êóòи ð³âí³ (ïî 60°), º 
ð³âíîñòîðîíí³ì.

Доведення цього наслідку проведіть самостіéно.

Доведена ознака є оáерненоþ теоремоþ до одного 
із тверджень теореми про властивості рівноáедреного 
трикутника, доведено¿ у попередньому параграôі. 
Інøим висновком тіє¿ теореми áуло твердження про 
те, ùо у рівноáедреному трикутнику висота, медіана 
і áісектриса, проведені до основи, зáігаþться. Ця 
властивість теж õарактерна лиøе для рівноáедрениõ 
трикутників, тоáто є ¿õньоþ ознакоþ. Точніøе, циõ 
ознак аж три: по тому, які два із згаданиõ відрізків 
зáігаþться.
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теорема 
(ознаêи рівнобедреного триêóтниêа за відрізêами).

ßêщо ó триêóтниêó збігаються яêі-небóдь два 
із трьох відрізê³â, щî º ìåä³àíîю, âиñîòîю ³ б³
ñåêòðиñîю, ïðîâåäåíиìи ç îäí³º¿ âåðøиíи, òî 
òðиêóòíиê — ð³âíîбåäðåíиé.

Доведення. 1. Неõаé AL — одночасно медіана é 
висота трикутника АВС (див. рис. 3.86), тоáто LВ = 
= LС і AL ^ BC. Тоді прямокутні трикутники ALB 
і ALC рівні за перøоþ ознакоþ. Звідси АВ = АС. 
Отже, трикутник АВС — рівноáедрениé.

2. Неõаé AL — висота і áісектриса трикутника 
АВС (див. рис. 3.86). Тоді прямокутні трикутники 
ALB і ALC рівні за другоþ ознакоþ, оскільки катет 
AL у ниõ спільниé, а прилеглі до нього гострі кути 
ВАL і САL рівні. Звідси АВ = АС, тоáто трикутник 
АВС — рівноáедрениé.

3. Неõаé AL — медіана і áісектриса (рис. 3.88). 
Ïродовжимо медіану AL на таку саму довжину 
LA

1 
= AL і сполучимо точку А

1 
з точками В і С. 

∆A
1
LB = ∆ALC (кути при верøині L рівні як вер-

тикальні, а сторони, ùо утворþþть ці кути, рівні за 
умовоþ é за поáудовоþ). Звідси ∠BA

1
L = ∠CAL. 

За умовоþ ∠CAL =	∠BAL. Отже, ∠BA
1
L = ∠BAL. 

Тоді, за попередньоþ теоремоþ, трикутник ВАА
1
 — 

рівноáедрениé і, отже, медіана ВK у ньому є висотоþ, 
тоáто BL ^ AL. Виõодить, ùо відрізок ÀL є висотоþ 
у трикутнику АВС. Отже, за доведеним у перøому 
аáо другому пункті ціє¿ теореми, трикутник АВС — 
рівноáедрениé. Теорему доведено.
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розв’язуємо разом

Задача.
Ó трикутнику АВС áісектриси кутів В і С перети-
наþться в точці Q (рис. 3.89). Через точку Q 
проведено відрізок MN, паралельниé основі ВС, 
кінці якого належать áічним сторонам трикутника. 
Довести, ùо відрізок MN дорівнþє сумі відрізків 
BM і CN.

Розв’язання. За означенням áісектриси, ∠MBQ = 
= ∠QBC, а за властивістþ паралельниõ прямиõ, 
∠QBC = ∠BQM (MN || ВС, BQ — січна). Отже, 
у трикутнику MBQ ∠MBQ = ∠BQM. Тому цеé 
трикутник рівноáедрениé і в ньому MQ = BM.

Так само з’ясовуємо, ùо рівноáедреним є трикут-
ник NCQ і в ньому QN = CN. 

Додавøи одержані рівності, матимемо: MQ + QN = 
= ВМ + CN, а звідси MN = BM + CN. Твердження 
задачі доведено.

Вправи і задачі 

 336°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира рівнобедрений трикутник, 
основа якого дорівнює 6 см, а кут при основі 35°. Визначте кут при вершині 
побудованого трикутника.

 337°.  У трикутнику є два рівні кути. Що можна стверджувати про його сторони? Чи 
можна стверджувати, що цей трикутник рівносторонній?

 338°.  Один учень якось сказав: «Рівносторонній трикутник є рівнокутнім». Що він 
мав на увазі? Чи правильно він висловився?

 339°.  У трикутнику АВС кути, що прилягають до сторони ВС, рівні. Рівні також 
сторони, що прилягають до кута В. Що це за трикутник?

 340°.  Чому дорівнюють зовнішні кути рівностороннього трикутника?
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 341°.  Зовнішні кути при двох вершинах трикутника дорівнюють по 120°. Доведіть, 
що цей трикутник рівносторонній.

 342°.  У рівнобедреному трикутнику ABC з основою AC зовнішній кут при вершині 
A дорівнює 150°. Визначте кути при основі трикутника.

 343°.  У трикутнику АВС ∠В = ∠С, ВL — бісектриса кута А. Доведіть, що ВL = LB.
 344°.  У трикутнику АВС ∠В = ∠С, ВМ = МС. Доведіть, що АМ ^ ВС.
 345°.  У рівнобедреному трикутнику один із кутів при основі дорівнює 45°. До якого 

виду (за кутами) належить цей трикутник?
 346°.  Дано: АВ = АС (рис. 3.90). Доведіть, що ∠1 = ∠2.
 347°.  Дано: АВ = ВС, ∠В = 65° (рис. 3.91). Визначте ∠АСD.
 348°.  Основа й прилеглий до неї кут одного рівнобедреного трикутника дорівнюють 

відповідно основі й прилеглому до неї куту іншого рівнобедреного трикутника. 
Чи рівні ці трикутники?

 349.  На рис. 3.92 ВH = HC, AH ̂  BC. Доведіть, що трикутник АВС — рівнобедрений. 
Запропонуйте на цій підставі спосіб побудови рівнобедреного трикутника за 
основою і висотою, використовуючи лінійку і косинець.

 350.  Один із зовнішніх кутів рівнобедреного трикутника дорівнює 140°. Чому до-
рівнюють внутрішні кути цього трикутника?

 351.  Визначте кути рівнобедреного трикутника, якщо кут при його основі удвічі 
більший за кут при вершині, яка протилежна основі.

 352.  Визначте кути рівнобедреного трикутника, якщо один із них дорівнює: а) 50°; 
б) 110°.

 353.  Чому дорівнюють кути, що утворюються при перетині двох бісектрис рівно-
стороннього трикутника?

 354.  Визначте кути рівнобедреного трикутника, якщо один із них учетверо більший 
за інший. Розгляньте два випадки.

 355.  Один із кутів рівнобедреного трикутника на 48° більший за інший. Визначте 
кути цього трикутника. Розгляньте два випадки.
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 356.  Доведіть, що кут при основі рівнобедреного трикутника дорівнює половині 
зовнішнього кута при його вершині.

 357.  Дано: ∆ABC — рівнобедрений; MN || AB (рис. 3.93). Доведіть, що ∆MNC теж 
рівнобедрений.

 358.  Доведіть, що пряма, яка перетинає бічну сторону рівнобедреного трикутника 
і паралельна іншій його бічній стороні, відтинає від даного трикутника рівно-
бедрений трикутник.

 359.  Дано: ∠1 = ∠2; ∠3 = ∠4 (рис. 3.94). Доведіть, що AC = BC. 

 360.  Доведіть, що в рівнобедреному трикутнику бісектриси кутів при основі рівні.
 361.  Доведіть, що в рівнобедреному трикутнику висоти, проведені до бічних сторін, 

рівні.
 362.  На основі AB рівнобедреного трикутника ABC взято точки M і N так, що AM = BN. 

З точок M, N до AB поставлено перпендикуляри MP і NQ, які перетинають бічні 
сторони трикутника відповідно у точках P і Q. Доведіть, що PM = QN.

 363.  Доведіть, що в рівних трикутниках рівними є бісектриси і висоти, проведені 
з вершин рівних кутів.

 364.  Доведіть рівність рівнобедрених трикутників за рівними висотою, проведеною 
до основи, і кутом при вершині, протилежній цій основі.

 365.  Дано: ∆ABC — рівносторонній, BB1 = CC1 = AA1 
(рис. 3.95). Доведіть, що ∆A1B1C1 — теж рівносто-
ронній.

 366•.  Один із кутів між бісектрисами кутів при основі рів-
нобедреного трикутника дорівнює 124°. Визначте 
кути трикутника.

 367•.  Два зовнішні кути рівнобедреного трикутника відно-
сяться, як 2 : 5. Визначте внутрішні кути трикутника.

 368•.  Дано: ∆ABC — рівносторонній, ∠RAC = ∠PBA = 
= ∠QCB (рис. 3.96). Доведіть, що ∆PQR теж рівно-
сторонній.
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 369•.  У трикутнику ABC ∠A = 50°, а ∠B = 60°. На продовженнях сторони AB від-
кладено відрізки AD = AC і BF = BC (рис. 3.97) . Визначте кути трикутника 
CDF. 

 370•.  У рівнобедреному трикутнику ABC з основою AC з вершин A і C проведені 
медіани, що перетинаються в точці G. Доведіть, що трикутник AGC — рівно-
бедрений.

 371•.  Дано: ∠1 = ∠2; ∠3 = ∠4 (рис. 3.98). Доведіть, що AB ^ СD. 

 372•.  Дано: AO = OB; AM ̂  OA, BN ̂  OB (рис. 3.99). Доведіть, що ∠AMN = ∠BNM. 

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿ 

Фалес і зародження великої грецької науки

На початку VI ст. до н. е. виник новиé потужниé 
центр культурного життя стародавнього світу — 
Греція. Завдячуþчи новіé демократичніé ôормі 
правління, в грецькиõ містаõ-державаõ з неáаченоþ 
до того інтенсивністþ розвивалися мистецтва. 
З’явилися é ôілосоôські øколи, в якиõ проводилися 
інтелектуальні поøуки єдиниõ принципів світоáудови 
і справедливиõ законів оáлаøтування суспільного 
життя. Ëегендарним уосоáленням цього руõу до знань, 
«наéперøим з грецькиõ мудреців», вважаþть Фалеса.

Фалес народився в азіéськіé грецькіé колоні¿ Ìілет. 
Ó молоді роки, éмовірно, áув купцем і здіéснив декілька 
подорожеé до ªгипту і Вавилоні¿. Там він прилучився 
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до скарáниці сõідно¿ мудрості, а повернувøись на 
áатьківùину, заснував перøу наукову øколу. 

Зокрема, Фалес — перøиé з учениõ, з чи¿м ім’ям 
пов’язуþть доведення конкретниõ геометричниõ істин. 
Óчениé V ст. н. е. Ïрокл Діодоõ у сво¿õ коментаряõ 
до «Начал» Евкліда, посилаþчись на втрачену «Істо-
ріþ геометрі¿» ªвдема Родоського (IV ст. до н.е.), 
стверджує, ùо Фалес перøим відкрив, ùо при перетині 
двоõ паралельниõ прямиõ січноþ утворþþться рівні 
відповідні кути. Відкрив Фалес і теорему про рівність 
двоõ трикутників, у якиõ рівні сторони і два прилеглиõ 
до не¿ кути. ªвдем приписує це відкриття саме Фалесу 
на тіé підставі, ùо áез нього неможливо виріøити 
задачу про знаõодження відстані до кораáля на морі, 
яку, за легендоþ, виріøив Фалес. Досі достеменно 
невідомо, яким саме áуло розв’язання Фалеса. Наé-
імовірніøі два варіанти — «горизонтальниé» і «верти-
кальниé».

Фалес (третій зліва, що вказує на небесну сферу) серед легендарних 
сімох мудреців давнини. Помпейська мозаїка І ст. до н. е.
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Серед «наéмудріøиõ» Фалес áув єдиним представ-
ником від природознавчо¿ науки. Óсі інøі — правителі 
та законодавці. Їõні список непостіéниé. Êрім Фалеса, 
маéже завжди називаþться тільки аôінянин Солон та 
спартанець Хілон.  

«Горизонтальниé спосіá». Для визначення відстані 
від доступно¿ точки А до недосяжно¿ точки В (наприк-
лад, до кораáля на морі) на рівніé місцевості áеруть 
якиé-неáудь відрізок AD (рис. 3.100) і ôіксуþть éого 
середину С. Ïотім через точку D проводять промінь 
DE під тим самим кутом до відрізка AD, під яким 
éого перетинає промінь АВ, але у протилежному до 
АВ напрямку. Нареøті, на промені DE знаõодять таку 
точку Е, ùоá точки Е, С і В розміùувалися на одніé 
пряміé. Тоді довжина відрізка DE дорівнþватиме 
øуканіé відстані АВ.

Справді, оскільки у трикутникаõ САВ і CDE за 
поáудовоþ AC = CD, ∠A = ∠D, а ∠АСВ = ∠DCE (як 
вертикальні), то, за другоþ ознакоþ, ці трикутники 
рівні. Тому рівними є і ¿õні сторони, які лежать проти 
рівниõ кутів, зокрема, AB = DE.

«Вертикальниé» спосіá вимірþвання міг полягати 
у визначенні кута зору АDВ на недосяжниé предмет 
В з позиці¿ D, розтаøовано¿ на скелі чи на вежі 
(рис. 3.101) з наступноþ пеленгацієþ під цим кутом 
певного оá’єкта С на суøі, відстань до якого відома. 
Тоді øукана відстань АВ дорівнþє відоміé відстані 
АС. Це випливає з рівності (за другоþ ознакоþ) 
прямокутниõ трикутників DАВ i DАС.

Серед інøиõ геометричниõ ôактів, доведення якиõ 
ªвдем приписує Фалесу, — теорема про рівність кутів 
при основі рівноáедреного трикутника. Незважаþчи на 
всþ своþ очевидність і, здавалося á, тривіальність, цеé 
ôакт використовується у геометрі¿ надзвичаéно часто, 
зокрема, при доведенні інøиõ дуже важливиõ теорем. 
І серед ниõ — третя ознака рівності трикутників, яку 
ми вивчатимемо у наступному параграôі.
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 §18. третя ознака рівності трикутників

Ïрактичниé досвід переконує, ùо трикутні ôорми 
не піддаþться деôормаці¿. Ó зв’язку із цим для 
посилення великиõ несучиõ конструкціé, наприклад, 
ôерм підéомниõ кранів, перекидниõ мостів, великиõ 
перекриттів тоùо ¿õ часто укріплþþть численними 
трикутними перемичками (рис. 3.102, 3.103). Юниé 
експериментатор, якого ви áачите на рис. 3.104, 
в еôективності цього приéому переконався дослідним 
øляõом, а от сконструþвати з трикутників áамáукові 
ноøі, зоáражені на рис. 3.105, маáуть, допомогла 
інту¿ція. Для створення ж конструкціé, сõожиõ на 
головну спортивну арену для Всесвітньо¿ літньо¿ 
універсіади в Øеньчжені 2011 р. (рис. 3.106), потріá-
на áула та ж інту¿ція і глиáока науково-інженерна 
думка. 

Ïричиноþ жорсткості трикутниõ ôорм є те, ùо 
трикутник повністþ визначається сво¿ми сторонами. 
Це означає, ùо справджується така третя ознака 
рівності трикутників.

теорема 
(третя ознаêа рівності триêóтниêів — за трьо-
ма сторонами).

Яêщî òðи ñòîðîíи îäíîãî òðиêóòíиêà â³äïî
â³äíî ð³âí³ òðьîì ñòîðîíàì ³íøîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Уроки 
27–28
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Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1 

АВ = А
1
В

1
, ВС = В

1
С

1
, АС = А

1
С

1 
(рис. 3.107). Ïо-

тріáно довести, ùо ці трикутники рівні.
Ïеремістимо трикутник А

1
В

1
С

1 
так, ùоá сторона 

А
1
В

1
 сумістилася зі стороноþ АВ, а верøина С

1 

розміститься з протилежного áоку до точки С 
відносно прямо¿ АВ (рис. 3.108). Таке переміùен-
ня можливе — за аксіомоþ руõомості трикутника. 
Ïроведемо, далі, відрізок СС

2
. Оскільки АС = АС

1
, 

ВС = ВС
1
, то трикутники АСС

1  
і ВСС

1 
рівноáедрені. 

Тому ∠АСС
2
 = ∠АС

1
С, ∠ВСС

2
 = ∠ВС

2
С. 

Ìожливі три випадки взаємного розміùення 
відрізків АВ і СС

1
:

1) перетин у внутріøніé точці відрізка АВ 
(рис. 3.108, а);
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2) перетин в одному з кінців відрізка АВ 
(рис. 3.108, á);

3) відсутність точки перетину (рис. 3.108, в).
В усіõ трьоõ випадкаõ рівними є кути АСВ та 

АС
1
В. Ó перøому випадку вони дорівнþþть сумі 

рівниõ кутів, у третьому — різниці, а в другому — є 
кутами при основі рівноáедреного трикутника ВСС

1
. 

Отже, у кожному випадку трикутники АВС і АВС
1 

рівні за двома сторонами та кутом між ними. Тому 
∆ABC

 
= ∆A

1
B

1
C

1
. Теорему доведено.

Цþ ознаку можна довести інакøе. Сумістимо, як 
і в перøому спосоáі, сторони АВ і А

1
В

1
 трикутників 

АВС і А
1
В

1
С

1
, а верøину С

1  
розмістимо з того áоку 

від прямо¿ АВ, де розміùена точка С (рис. 3.109). Тоді 
достатньо áуде довести, ùо точки С і С

1 
зáігаþться. 

Ïрипустимо, ùо це не так і позначимо через М 
середину відрізка СС

1
. Ìатимемо два рівноáедрениõ 

трикутники АСС
1 
і ВСС

1 
зі спільноþ основоþ СС

1
, а 

¿õні медіани АМ і ВМ áудуть одночасно é висотами. 
Точки А, В і М не можуть лежати на одніé пряміé, 
оскільки відрізок СС

1
, ùо містить точку М, весь лежить 

з одного áоку від прямо¿ АВ. Виõодить, ùо через точку 
М проõодить дві прямі АМ і ВМ, перпендикулярні 
до одніє¿ é тіє¿ само¿ прямо¿ СС

1
. Оскільки таке 

неможливе, то зроáлене припуùення неправомірне. 
Отже, точки С і С

1  
зáігаþться. Тому ∆ABC = ∆A

1
B

1
C

1
.

розв’язуємо разом

Задача.
Довести, ùо коли відрізки АВ і DC, АD і ВС по  пар-
но рівні (рис. 3.110), то вони попарно па ралельні.

Розв’язання. Ïроведемо відрізок АС і розглянемо 
трикутники АВС і СDА. Вони рівні, за третьоþ озна-
коþ. З рівності циõ трикутників випливає, ùо ∠САВ = 

A B

C M C1
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= ∠ACD, а ∠ВСА = ∠DAС. Ці кути є внутріøніми 
різносторонніми для пар прямиõ АВ і DC, АD і ВС та 
січно¿ АС. Тому, за ознакоþ паралельності, АВ || CD, 
BC || DA. Твердження задачі доведено.

Вправи і задачі 

 373°.  Чи рівні трикутники, зображені на рис. 3.111 (розміри сторін подані у санти-
метрах)? Як їх можна сумістити?

 374°.  Чи рівні віконця, зображені на рис. 3.112? Чи можна їх поміняти місцями? 
Відповідь поясніть.

 375°.  Чи будуть рівними рівносторонні трикутники, якщо вони мають рівні периме-
три?

 376°.  Периметри двох трикутників рівні. Чи випливає звідси рівність трикутників?
 377°.  Доведіть рівність трикутників АВС і DCB, зображених на рис. 3.113. 
 378°.  Доведіть рівність трикутників АВС і DВС, зображених на рис. 3.114. 
 379°.  Дано: AB = BC, AD = DC (рис. 3.115). Доведіть, що ∠A = ∠С.
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 380°.  Доведіть, що коли основа й бічна сторона одного рівнобедреного трикутника 
дорівнюють відповідно основі й бічній стороні іншого рівнобедреного трикут-
ника, то такі трикутники рівні.

 381.  На рис. 3.116 АВ = DC, АС = DВ. Доведіть рівність трикутників АВС і DСВ. 
 382.  На рис. 3.116 АВ = DC, АС = DВ. Доведіть рівність трикутників АОВ і DОС. 
 383.  На рис. 3.117 ∆АВD = ∆СDB. Доведіть, що ∆DAC = ∆BCA. 
 384.  Дано: AB = BC, AD = DC (див. рис. 3.115). Доведіть, що ВD — бісектриса 

кута В.
 385.  На рис. 3.118 АВ = LM, АС = LN, ВN = CM. Доведіть, що трикутник ОNC — 

рівнобедрений.

 386.  Дано: AC = BD, OC = OD (рис. 3.119). Доведіть, що AD = BC.
 387.  Дано: AC = BD, AD = BC (рис. 3.119). Доведіть, що OC = OD.
 388.  Дано: AB = AD, BC = CD (рис. 3.120). Доведіть, що ∠BAO = ∠DAO, ∠BCO = 

= ∠DCO, BO = OD, AC ^ BD.
 389.  Відрізки АВ і СD перетинаються в точці О і ця точка є серединою кожного 

з них. Доведіть, що ∆ACD = ∆BDC.
 390.  Всередині рівнобедреного трикутника АВС з основою ВС взято точку М, рів-

новіддалену від вершин В і С. Доведіть, що промінь АМ перпендикулярний 
до ВС і є бісектрисою кута А.
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 391•.  Точки В, D і С лежать на одній прямій, а ∆АВС = ∆А1ВС (рис. 3. 121). Доведіть, 
що тоді ∆АDC = ∆ A1DC.

 392•.  Кожна з точок M і N рівновіддалена від кінців відрізка AB. Доведіть, що пряма 
MN перпендикулярна до відрізка АВ і ділить його навпіл.

 393•. Доведіть рівність трикутників за двома сторонами і медіаною, проведеною 
до третьої сторони.

 394•. Доведіть рівність рівнобедрених трикутників за бічною стороною і медіаною, 
проведеною до неї.

 §19. Прямокутні трикутники

Нагадаємо, ùо трикутник називається прямокутним, 
якùо у ньому є прямиé кут. 

означення.
Дві сторони прямокутного трикутника, які 
прилягають до прямого кута, називаються 
êàòåòàìи, а третя сторона, яка лежить проти 
прямого кута, називається ã³ïîòåíóçîю.

На рис. 3.122 зоáражено прямокутниé трикутник 
ABC. Ó ньому кут С — прямиé, CA і CB — катети, 
AB — гіпотенуза.

Терміни «катет» і «гіпотенуза» грецького поõод-
ження. Слово «катетос» у перекладі з грецько¿ мови 
означає «прямовисниé». Ïрямокутні трикутники 
часто зоáражаþть так, ùо одна зі сторін, яка утворþє 
прямиé кут, уявляється розміùеноþ вертикально, а 
інøа — горизонтально. Вертикальну сторону колись 
називали катетом, а горизонтальну — основоþ. 
Ïізніøе за оáома цими сторонами закріпилася спільна 
назва «катети».

На рис. 3.123 і 3.124 зоáражені оá’єкти, які маþть 
ôорми прямокутниõ трикутників, розміùениõ так, 
ùо один з катетів заéмає вертикальне положення, 
тоáто відповідає сво¿é первинніé назві. Øпаківня — 
цілком реальна, а арõітектурні споруди (житлова та 
оôісна вежі, розділені øтучноþ лагуноþ) — поки 

Уроки 
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ùо лиøе змодельовані: відповідниé проект для 
столиці Êамáоджі Ïномпеня у 2010 р. запропонували 
чиліéські арõітектори Хорõе ¥арсес і Ëала Ìаркес. 
Чимось сõожиé на цеé, але значно грандіозніøиé 
і вже реалізованиé арõітектурниé проект зоáражениé 
далі на рис. 3.129.

Слово «гіпотенуза» в дослівному перекладі з грець-
ко¿ мови означає «та, ùо стягує» (мається на увазі 
«стягує прямиé кут»). Евклід гіпотенузу так і називав: 
«сторона, ùо стягує прямиé кут».

Із того, ùо прямокутниé трикутник має прямиé 
кут, випливає, ùо два інøі éого кути — гострі 
і ùо сума гостриõ кутів прямокутного трикутника 
дорівнþє 90°. 

Істинним є також оáернене твердження, яке є оз-
накоþ прямокутниõ трикутників: 

ÿêщî ñóìà äâîõ êóò³â òðиêóòíиêà äîð³âíюº 
90°, òî òðиêóòíиê — ïðÿìîêóòíиé.

Справді, сума всіõ трьоõ кутів трикутника дорів-
нþє 180°, і якùо на два з ниõ припадає 90°, то третіé 
дорівнþє 180° – 90° = 90°, тоáто є прямим.

Ïри з’ясуванні рівності прямокутниõ трикутників 
áереться до уваги те, ùо в ниõ завжди є рівні еле-
менти — прямі кути, а також те, ùо одним із гостриõ 

Ðèñ. 3.124
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кутів визначається é інøиé, оскільки він доповнþє 
éого до 90°. 

Взявøи до уваги перøиé ôактор, з перøо¿ озна-
ки рівності довільниõ трикутників áезпосередньо 
виводиться ознака рівності прямокутних три
кутників за двома катетами:

ÿêщî êàòåòи îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðи
êóòíиêà â³äïîâ³äíî äîð³âíююòь êàòåòàì ³íøîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи 
ð³âí³ (рис. 3.125).

Якùо ж узяти до уваги оáидва згадані ôактори, 
то з друго¿ ознаки рівності довільниõ трикутників 
легко виводяться ознаки рівності прямокутних 
три кутників за катетом та прилеглим або про
ти лежним гострим кутом та за гіпотенузою 
і при леглим гострим кутом:

ÿêщî êàòåò ³ ïðиëåãëиé (àбî ïðîòиëåæíиé) 
ãîñòðиé êóò îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó òà ïðиëåãëîìó 
(àбî ïðîòиëåæíîìó) ãîñòðîìó êóòó ³íøîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи 
ð³âí³ (рис. 3.126, а, á).

Яêщî ã³ïîòåíóçà ³ ïðиëåãëиé ãîñòðиé êóò 
îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь 
â³äïîâ³äíî ã³ïîòåíóç³ òà ïðиëåãëîìó ãîñòðîìó 
êóòó ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ 
òðиêóòíиêи ð³âí³ (рис. 3.127).

Справді, неõаé у двоõ прямокутниõ трикутників 
рівні катети і по одному з прилеглиõ до ниõ гостриõ 
кутів (див. рис. 3.126, а). Оскільки рівними є ùе é 
прямі кути, які теж прилягаþть до циõ катетів, то, 
за другоþ ознакоþ, трикутники рівні.

Якùо ж у прямокутниõ трикутникаõ рівні гі по-
те нузи і по одному з гостриõ кутів (рис. 3.127), то 
рівними є é інøі гострі кути, — оскільки в сумі гострі 
кути даþть 90°. Отже, трикутники рівні за тоþ самоþ 
другоþ ознакоþ.
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Ще одна ознака рівності прямокутниõ трикутників 
потреáує окремого доведення.

теорема 
(ознаêа рівності прямоêóтних триêóтниêів за 
êатетом і гіпотенóзою).

Яêщî êàòåò ³ ã³ïîòåíóçà îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó 
é ã³ïîòåíóç³ ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé маємо прямокутні трикутники 
АВС і А

1
В

1
С

1
, у якиõ ∠С = ∠С

1
 = 90°, ВС = В

1
С

1
, 

АВ = А
1
В

1
 (рис. 3.128, а). Ïеремістимо трикутник 

А
1
В

1
С

1
 так, ùоá сумістилися катети АС і А

1
С

1
, а вер-

øини В і В
1
 розмістилися по різні áоки від прямо¿ АС 

(рис. 3. 128, á). Дістанемо рівноáедрениé трикутник 
АВВ

1
, у якому АС — висота, проведена до основи 

ВВ
1
. Оскільки ця висота є é áісектрисоþ, то ∠ВАС = 

= ∠В
1
АС. Отже, трикутники АВС і А

1
С

1
В

1
 рівні за 

перøоþ ознакоþ. Теорему доведено. 

Чудовоþ наочноþ ілþстрацієþ усіõ ознак рівності 
прямокутниõ трикутників є вежі Всесвітнього торго-
вого центру в Баõреéні (рис. 3.129), зведені у 2008 р. 
(загальна висота кожно¿ вежі 240 м).

Застосуємо одну з ознак для доведення цікаво¿ 
властивості прямокутниõ трикутників, ùо маþть 
кути 30°.

теорема 
(про співвідноøення між сторонами прямоêóтного 
триêóтниêа з гострим êóтом 30°).

Кàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, щî ëåæиòь 
ïðîòи êóòà 30°, äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи.
Нàâïàêи, ÿêщî êàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðи êóò
íиêà äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи, òî ãîñòðиé 
êóò, щî ëåæиòь ïðîòи цьîãî êàòåòà, äîð³â
íюº 30°.
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Доведення. Неõаé у трикутнику АСВ ∠С = 90°, 
∠А = 30° (рис. 3.130). Тоді ∠В = 60°. Ïродовжимо 
катет ВС за верøину С на таку саму довжину СВ

1
 = 

= ВС і сполучимо відрізком точки А і В
1
. Дістанемо 

прямокутниé трикутник АСВ
1
, якиé, за перøоþ 

ознакоþ, рівниé трикутнику АСВ. Тому ∠В = ∠В
1
 = 

= 60°. Звідси випливає, ùо  ∆ABB
1
 — рівносторонніé. 

Отже, АВ = BB
1
. Àле ВВ

1 
= 2ВС. Отже, АВ = 2ВС. 

Тому катет ВС дорівнþє половині гіпотенузи АВ.
Оáернене твердження доведіть самостіéно.

Вправи і задачі 

 395°.  Накресліть рівнобедрений трикутник АВС з основою ВС і проведіть його 
висоту АН. Доведіть рівність прямокутних трикутників АВН і АСН на підставі 
різних ознак рівності прямокутних трикутників.

 396°.  Накресліть рівнобедрений прямокутний трикутник з катетами по 6 см і ви-
значте його гострі кути — спочатку вимірюванням, а потім обчисленням. Чи 
збігаються результати?

 397°.  У рівнобедреному трикутнику кут при основі дорівнює 45°. Доведіть, що цей 
трикутник — прямокутний.

 398°.  Накресліть рівносторонній трикутник АВС зі стороною 7 см, а потім проведіть 
його медіану АМ. Визначте кути трикутника АМВ — спочатку вимірюванням, 
а потім обчисленням. Чи збігаються результати?

 399°.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо їхня різниця дорівнює 
20°.

 400°.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо один із них учетверо 
менший від іншого.

 401°.  У трикутнику АВС ∠С = 90°, ∠А = 45°, АС = 5 см. Визначте ВС.
 402°.  У прямокутному трикутнику ABC кут A дорівнює 30°, а катет BC — 40 см. 

Визначте гіпотенузу AB.
 403°.  У прямокутному трикутнику ABC кут B дорівнює 60°, а гіпотенуза AB — 10 см. 

Визначте катет BC.
 404.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо їхні градусні міри відно-

сяться, як 3 : 7.
 405.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо один із його зовнішніх 

кутів дорівнює 135°.
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 406.  На рис. 3.131 ∠В = ∠С, ∠АМВ = ∠АМС. Доведіть, що АВ = АС.
 407.  На рис. 3.132 ∠АСD = ∠САВ = 90°, АD || ВС.  Доведіть, що АВ = DC.
 408.  На рис. 3.133 СН — висота прямокутного трикутника АСВ, проведена до 

гіпотенузи. Визначте гострі кути трикутника АВС, якщо ∠НСВ = 40°.

 409.  На рис. 3.134 АМ ^ ВN, BN ^ MN, AM = BN. До-
ведіть, що точка О є серединою кожного з відрізків 
АВ і MN.

 410.  На рис. 3.134 АМ ^ ВN, BN ^ MN, MO = ON. До-
ведіть, що точка О є серединою відрізка АВ.

 411.  На рис. 3.134 АМ ^ ВN, BN ^ MN, АO = OВ. Дове-
діть, що точки А і В рівновіддалені від прямої MN.

 412.  На рис. 3.135 ∠В = ∠D, АС — бісектриса кута А. 
Доведіть, що АВ = АD, СВ = DВ.

 413.  Доведіть, що висота прямокутного трикутника, 
проведена до гіпотенузи, ділить прямий кут на кути, 
що дорівнюють гострим кутам трикутника.

 414.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за кате-
том і медіаною, проведеною до нього.

 415.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за кате-
том і медіаною, проведеною до іншого катета.

 416.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за кате-
том і висотою, проведеною до гіпотенузи.

 417.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за катетом і бісектрисою, прове-
деною до гіпотенузи.

 418.  Доведіть, що в рівнобедреного трикутника дві висоти рівні.
 419.  Доведіть, що коли трикутник має дві рівні висоти, то він — рівнобедрений.
 420.  Висота рівнобедреного трикутника, проведена до основи, утворює з бічною 

стороною кут 60°. Визначте довжину цієї висоти, якщо бічна сторона трикут-
ника дорівнює 12 см.
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 421.  Прямі AB і CD паралельні. Визначте довжину їхнього спільного перпендику-
ляра, якщо AD = 8 см, а ∠ADC = 30°.

 422.  Пряма перетинає дві паралельні прямі. Один із кутів, які вона утворює з одні-
єю із цих прямих, дорівнює 150°. Визначте довжину відрізка січної з кінцями 
на паралельних прямих, якщо довжина спільного перпендикуляра між цими 
прямими дорівнює 7 см.

 423.  У прямокутному трикутнику один із кутів дорівнює 60°, а сума гіпотенузи й 
меншого катета — 60 см. Визначте довжину гіпотенузи.

 424•.  Доведіть методом «від супротивного», що висота прямокутного трикутника, 
проведена до гіпотенузи, лежить усередині трикутника.

 425•.  Визначте кут між прямими, які містять бісектриси гострих кутів прямокутного 
трикутника.

 426•.  Доведіть, що медіана прямокутного трикутника, проведена до гіпотенузи, 
дорівнює половині гіпотенузи.

 427•.  Доведіть рівність гострокутних трикутників за стороною та проведеними до 
неї медіаною і висотою.

 428•.  Доведіть, що коли медіана прямокутного трикутника, проведена до гіпотенузи, 
утворює з гіпотенузою кут 30°, то гіпотенуза трикутника учетверо більша за 
висоту, проведену до неї.

 429•.  Доведіть, що коли гострий кут прямокутного трикутника дорівнює 15°, то 
висота, проведена до гіпотенузи, дорівнює чверті гіпотенузи. Чи істинне 
обернене твердження?

 §20. Співвідношення між сторонами  
і кутами трикутника

Ó §16 розглядався спосіá поáудови рівноáедреного 
трикутника за допомогоþ циркуля і лініéки, коли 
задано основу ВС і áічну сторону АВ (див. рис. 3.61). 
Тоді нас цікавили властивості рівноáедреного 
трикутника і ми не зауважили, ùо описані поáудови 
можуть не дати потріáного результату.

Справді, якùо задана áічна сторона АВ áуде 
мен øоþ від половини основи ВС, то дуги, які ми 
проводили із центрів В і С для визначення верøини 
А трикутника, не перетнуться (рис. 3.136). Тому 
рівноáедреного трикутника з такими довжинами 
сторін не існує.

Уроки 
31–32

B

Ðèñ. 3.61

C

A
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Описана поáудова має важливе узагальнення, 
яке ми детально розглянемо в наступному розділі. 
Воно полягає у тому, ùоá поáудувати різносторонніé 
трикутник, коли задані всі éого сторони. Ó зв’язку 
з цим виникає питання про те, які співвідноøення 
між сторонами трикутника можливі.

Відповідь на це питання ми дістанемо у кінці цього 
параграôа. À для цього нам потріáно попередньо 
з’ясувати, які залежності існуþть у трикутнику між 
довжинами сторін і величинами протилежниõ ¿м 
кутів. 

Із властивостеé та ознак рівноáедреного трикут-
ника випливає, ùо проти рівниõ сторін у такому три-
кутнику лежать рівні кути, а проти рівниõ кутів — 
рівні сторони. À якùо сторони не рівні, то яке 
співвідноøення існує між кутами, ùо лежать проти 
ниõ? Àáо: якùо кути не рівні, то яке співвідноøення 
існує між сторонами, ùо лежать проти ниõ?

Ó тому разі, коли довжини сторін аáо величини 
кутів відчутно відрізняþться, із конкретниõ рисунків 
доволі очевидно, ùо проти áільøого кута лежить і 
áільøа сторона, а проти áільøо¿ сторони — áільøиé 
кут (рис. 3.137). Виявляється, ùо ця закономірність 
справджується завжди, навіть тоді, коли з рисунка 
вона не очевидна.

теорема 
(про співвідноøення між сторонами і êóтами 
триêóтниêа).

У бóäьÿêîìó òðиêóòíиêó ïðîòи б³ëьøî¿ 
ñòîðîíи ëåæиòь б³ëьøиé êóò, à ïðîòи б³ëьøîãî 
êóòà — б³ëьøà ñòîðîíà.

Доведення. Неõаé у трикутнику АВС сторона 
АВ áільøа за сторону АС (рис. 3.138). Доведемо, ùо 
тоді кут С áільøиé за кут В. Для цього відкладемо 
на стороні АВ відрізок АС

1
, рівниé менøіé стороні 

АС трикутника, і сполучимо точки С і С
1
. Дістанемо 

B

Ðèñ. 3.136

C

Ðèñ. 3.137

A

C

C1 B

Ðèñ. 3.138
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рівноáедрениé трикутник АСС
1  
з основоþ СС

1
. Отже, 

∠АСС
1
 = ∠АС

1
С. Àле кут АСС

1
 є частиноþ кута АСВ, 

тому весь кут АСВ áільøиé за кут АСС
1
. З інøого 

áоку, кут АС
1
С є зовніøнім для трикутника СС

1
В. 

Тому він áільøиé за несуміжниé з ним кут В.
Виõодить, ùо кут С трикутника áільøиé, а кут В — 

менøиé від рівниõ кутів АСС
1
 і АС

1
С. Тому ∠С > ∠B, 

ùо é треáа áуло довести.
Неõаé тепер, навпаки, кут С áільøиé за кут В 

(рис. 3.139). Доведемо, ùо тоді é сторона АВ áільøа 
за сторону АС. Справді, ці сторони не можуть áути 
рівними, áо тоді проти рівниõ сторін лежали á рівні 
кути С і В, але, за умовоþ, вони не рівні. Êрім цього, 
сторона АВ не може áути é менøоþ від сторони АС, 
áо тоді, як ùоéно доведено, кут С áув áи менøим від 
кута В. Тому залиøається єдина можливість: сторона 
АВ áільøа за сторону АС. Теорему доведено.

Наслідок 1.
У ïðÿìîêóòíîìó òðиêóòíиêó ã³ïîòåíóçà б³ëь
øà çà бóäьÿêиé ç êàòåò³â.

Наслідок 2.
У òóïîêóòíîìó òðиêóòíиêó ñòîðîíà, щî ëå
æиòь ïðîòи òóïîãî êóòà, º íàéб³ëьøîю.

Твердження оáоõ наслідків випливаþть із того, ùо 
у трикутнику може áути лиøе один прямиé і один 
тупиé кут, і тоді він є наéáільøим з-поміж усіõ кутів. 
Тому проти нього лежить і наéáільøа сторона.

Тепер доведемо основну теорему цього параграôа — 
про співвідноøення між сторонами áудь-якого 
три кут ника.

теорема 
(про нерівність триêóтниêа).

У триêóтниêó êожна сторона менøа від сóми 
двох інøих сторін.

Ðèñ. 3.139

A

C

B
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Доведення. Неõаé маємо довільниé трикутник 
АВС (рис. 3.140). Доведемо, для прикладу, ùо 
АС < АВ + ВС. Для цього продовжимо сторону 
АВ за точку В і відкладемо на цьому продовженні 
відрізок ВВ

1
 = СВ. Сполучивøи точки В

1 
і С, діс-

танемо рівноáедрениé трикутник ВСВ
1  

з основоþ 
СВ

1
. Ó цьому трикутнику ∠ВСВ

1
 = ∠ВВ

1
С. З інøого 

áоку, кут АСВ є тільки частиноþ кута АСВ
1
. Тому 

∠АСВ
1 
áільøиé за кут ВСВ

1 
і, отже, áільøиé за кут 

ВВ
1
С. Тому в трикутнику АСВ

1 
проти менøого кута 

В
1 
лежить менøа сторона АС, ніж проти áільøого 

кута С: AC < AB
1
. À якùо візьмемо до уваги, ùо 

АВ
1 
= АВ + ВС, то звідси é дістанемо потріáну 

нерівність: АС < AB + BC. 
Нерівність AC < AB + BC для сторін трикутника 

АВС називаþться нерівністю трикутника.

Наслідок 1. 
У òðиêóòíиêó êîæíà ñòîðîíà б³ëьøà çà 
ð³çíицю äâîõ ³íøиõ ñòîð³í.

Доведення. Віднімаþчи АВ від оáоõ частин до ве-
дено¿ нерівності АС < AB + BC, маємо: ВС > AC – AB. 

Àналогічно можна одержати, ùо AB > AC – BC. 
À якùо взяти до уваги інøу нерівність для сум сторін: 
АВ < AC + BC, то так само дістанемо: АC > AB – ВC. 
Наслідок доведено.

Наслідок 2.
ßêщо справджóється рівність АС + СВ = АВ, 
то точêа С належить відрізêó АВ (рис. 3.141). 

Доведення. Ïрипустимо, ùо точка С лежить 
поза прямоþ АВ. Тоді за нерівністþ трикутника 
AC + CB > AB. À це суперечить умові АС + СВ = АВ. 
Отже, це припуùення неправомірне. Якáи точка С 
лежала на пряміé АВ за межами відрізка АВ, то 
аáо відрізок АС, аáо відрізок ВС áув áи áільøим за 
АВ. Тому рівність АС + СВ = AВ теж не могла á 

Ðèñ. 3.140

A

C

B1B

A C B

Ðèñ. 3.141
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виконуватися. Отже, залиøається єдина можливість: 
точка С належить відрізку АВ. À для цього випадку 
рівність АС + СВ = АВ випливає з аксіоми про 
вимірþвання відрізків. Наслідок доведено.

розв’язуємо разом

Задача. 
Точки А і В лежать по один áік від прямо¿ m 
(рис. 3.142). Знаéти на пряміé таку точку М, для 
яко¿ сума відстанеé АМ і МВ наáуває наéменøого 
значення.

Розв’язання. Ïроведемо через точку А пряму, 
перпендикулярну до прямо¿ m, і відкладемо від точки 
Н ¿¿ перетину з прямоþ m відрізок НА

1
 = АН. Неõаé 

Î — точка перетину прямиõ m і А
1
В.

Відрізок ÎН є медіаноþ і висотоþ у трикутнику 
ÎАА

1
. За відповідноþ ознакоþ, цеé трикутник — 

рівноáедрениé. Тому АÎ = А
1
Î. 

Àналогічно з’ясовуємо, ùо АМ = А
1
М. Звідси 

випливає, ùо сума АМ + МВ = А
1
М + МВ. За не-

рівністþ трикутника, А
1
М + МВ > А

1
В. Отже, яка á 

не áуло точка М на пряміé m, завжди А
1
М + МВ > 

> А
1
Î + ÎВ. Тому точка Î є øуканоþ.

Зауваження. Оскільки ∠АÎН = ∠А
1
ÎН (у рів-

но áедреному трикутнику ÎАА
1
 медіана ÎН є áісек-

трисоþ), а ∠А
1
ÎН = ∠ВÎМ (як вертикальні), то 

∠АÎН = ∠ВÎМ. Це означає, ùо прямі АÎ і ÎВ утво-
рþþть з прямоþ m рівні кути. Зважаþчи на відомиé 
ôізичниé закон відáивання світла, звідси випливає 
такиé цікавиé ôакт: øляõ світлового променя від 
точки А до точки В з відáиванням від прямо¿ m є наé-
коротøим з усіõ можливиõ. 

Ньютон уважав, що Áог створив світ за зако
нами геометрії. Як тут не повіриш у це!

Ðèñ. 3.142

H

B

M

A

O m

A1

Фронтиспис так званої 
моралізаторської Біблії (Bible 
moralise′e) 1250 р. — фран-
цузької рукописної Біблії 
у картинках з короткими 
моральними настановами. 

Зображено Бога-творця, який 
з допомогою циркуля окрес-
лив межі Всесвіту і створив 
круглі Ñонце (праворуч) 

і Місяць (ліворуч). Безфор-
мна маса, в яку встромлена 
ніжка циркуля, — ще не 

сформована Земля.
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Вправи і задачі 

 430°.  Накресліть який-небудь різносторонній гострокутний трикутник. Виміряйте з 
допомогою лінійки усі його сторони, а з допомогою транспортира усі кути, та 
переконайтесь, що твердження теореми про співвідношення між сторонами 
і кутами трикутника виконується.

 431°.  У трикутнику АВС АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см. Який кут трикутника 
найбільший, а який — найменший?

 432°.  У трикутнику АВС ∠А = 55°, ∠С = 30°. Яка сторона трикутника найбільша, 
а яка — найменша?

 433°.  Порівняйте кути трикутника АВС, якщо AB < BC < AC. Які кути цього трикут-
ника не можуть бути ні прямими, ні тупими?

 434°.  Порівняйте сторони трикутника LMN, якщо ∠L > ∠M > ∠N.
 435°.  Чи може існувати трикутник з такими довжинами сторін: а) 5 см, 6 см, 7 см;  

б) 5 см, 6 см, 12 см?
 436°.  Чи можуть довжини сторін трикутника відноситися, як: а) 1 : 2 : 3; б) 4 : 7 : 9; 

в) 5 : 7 : 12?
 437°.  Дві сторони рівнобедреного трикутника дорівнюють 3 см і 7 см. Визначте 

периметр трикутника.
 438.  У рівнобедреному трикутнику бічна сторона дорівнює 6 см. Якою може бути 

його основа, якщо вона має виражатися цілим числом?
 439.  У рівнобедреному трикутнику одна сторона дорівнює 4 см, а інша — 9 см. 

Котра із них основа, а котра — бічна сторона?
 440.  Який кут у рівнобедреному трикутнику більший — при основі чи при вершині, 

якщо основа дорівнює 6 см, а сума бічних сторін — 13 см?
 441.  Що більше — основа чи бічна сторона рівнобедреного трикутника, якщо 

зовнішній кут при основі дорівнює 135°?
 442.  Чи може існувати трикутник, у якого периметр і одна зі сторін відповідно 

дорівнюють: а) 17 см і 9 см ; б) 17 см і 5 см?
 443.  У трикутнику АВС АС < AB, ∠B > ∠A. Котрий із кутів трикутника є найбільшим?
 444.  У рівнобедреному трикутнику АВС ∠А > ∠B, BC > AB. Яка сторона є основою 

трикутника?
 445.  Одна зі сторін рівнобедреного трикутника дорівнює 3 см, а периметр — 19 см. 

Визначте сторони трикутника.
 446.  Одна зі сторін рівнобедреного трикутника на 2 см менша від іншої, а периметр 

трикутника дорівнює 22 см. Визначте сторони трикутника.
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 447.  Доведіть, що відрізок, який сполучає вершину рівнобедреного трикутника 
з будь-якою точкою на його основі, яка не є вершиною, менший від бічної 
сторони трикутника.

 448.  Доведіть, що кожна сторона трикутника менша від половини його периметра.
 449•.  Доведіть, що сума двох сторін трикутника більша за його півпериметр.
 450•.  Доведіть, що медіана CM трикутника ABC менша від півсуми сторін СA і CB.
 451•.  Доведіть, що сума медіан трикутника менша від його периметра.
 452•.  Точка М лежить усередині трикутника АВС. Доведіть, що АВ + АС > МВ + МС.
 453•.  Точка лежить усередині трикутника. Доведіть, що сума відстаней від цієї 

точки до вершин трикутника більша за його півпериметр.
 454•.  Доведіть, що сума висот трикутника менша від його периметра.

Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі Iіі

трикутник і його елементи

Ñ

A B

Трикутник —  це ôігура, ùо складається із трьоõ точок, 
які не лежать на одніé пряміé, і трьоõ відрізків, які попар-
но сполучаþть ці точки. Точки називаþться вершинами 
трикутника, а відрізки — сторонами.

Ïозначення: ∆АВС, ∆АСВ, ∆САВ тоùо. Тут А, В, С — 
верøини, АВ, ВС, АС — сторони.

Кутом (внутрішнім кутом) трикутника АВС при вер-
øині А називається кут ВАС, утворениé променями АВ 
і АС. Ïозначення: ∠А, ∠В, ∠С. Êут А уважається проти
лежним до сторони ВС, а сторони АВ і АС — прилеглими 
до кута А.

Елементи трикутника — це éого верøини, сторони 
і кути.

Периметр трикутника — сума довжин усіõ éого сторін. 
Ïериметр позначається літероþ P. Отже, P∆АВС = АВ + ВС + 
+ АС.

Слово «периметр» поõодить від грецькиõ слів «пері» — 
«навколо» і «метрео» — «вимірþþ». Буквально означає 
«міра оáводу».
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Бісектриса, медіана і висота трикутника

B C

A

H L M

Áісектрисою трикутника називається відрізок áі-
сектриси éого внутріøнього кута, ùо сполучає верøину 
трикутника із точкоþ на протилежніé стороні.

Ìедіаною трикутника називається відрізок, ùо сполучає 
верøину трикутника із серединоþ протилежно¿ сторони. 

Висотою трикутника називається перпендикуляр, про-
ведениé з верøини трикутника до прямо¿, ùо містить éого 
протилежну сторону.

На рисунку АL — áісектриса, АМ — медіана, АH — 
висота трикутника АВС, проведені з верøини А до проти-
лежно¿ сторони ВС.

Види трикутників за величинами кутів

Ãîñòðîêóòíèé
òðèêóòíèê

Ïðÿìîêóòíèé
òðèêóòíèê

Òóïîêóòíèé
òðèêóòíèê

Якùо всі кути трикутника гострі, то трикутник назива-
ється гострокутним. Якùо у трикутнику є прямиé кут, 
то трикутник називається прямокутним, а якùо є тупиé 
кут — то тупокутним.
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Сума кутів трикутника

Ñ

A B

M N

1
3

2

Теорема (про сóмó êóтів триêóтниêа). Сóìà êóò³â 
бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà äîð³âíюº 180°.

Доведення. Ïроведемо MN || АВ. ∠А = ∠1 — як вну-
тріøні різносторонні при паралельниõ прямиõ MN і січніé 
СА. Так само ∠В = ∠2. Отже, ∠А + ∠В + ∠С = ∠1 + 
+ ∠2 + ∠3 = 180°.

Наслідки (про величини êóтів триêóтниêа). Тðиêóò
íиê íå ìîæå ìàòи äâîõ íåãîñòðиõ êóò³â — ïðÿìиõ àбî 
òóïиõ. У êîæíîìó òðиêóòíиêó ïðиíàéìí³ äâà êóòи — 
ãîñòð³. Сóìà ãîñòðиõ êóò³â ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíюº 90°.

Зовнішній кут трикутника

M B
C

A

Çовнішній кут трикутника — це кут, суміжниé із вну-
тріøнім кутом.

∠АВМ — зовніøніé для ∆АВС.
Теорема (про зовніøній êóт триêóтниêа). Зîâí³øí³é 

êóò òðиêóòíиêà äîð³âíюº ñóì³ äâîõ âíóòð³øí³õ êóò³â, 
íå ñóì³æíиõ ç íиì.

Доведення. ABM = 180° − ∠B. ∠A + ∠C = 180° − ∠B. 
Тому ∠АВМ = ∠А + ∠С,

Наслідоê. Зîâí³øí³é êóò òðиêóòíиêà б³ëьøиé çà 
бóäьÿêиé âíóòð³øí³é êóò, íå ñóì³æíиé ç íиì. 

рівність трикутників
A

B

C
N

M

L

A

B

C

A�

Â� Ñ�

Трикутники називаþться рівними, якùо ¿õ можна су-
містити øляõом переміùення.

Ó рівниõ трикутникаõ рівні всі відповідні елементи — 
сторони і кути.

Ïозначення: ∆ABC = ∆LMN. Цеé запис означає, ùо 
∠А = ∠L, ∠B = ∠M, ∠C = N. 

Аêсіома рóхомості триêóтниêа. Яêиé би íå бóâ òðи
êóòíиê, éîãî ìîæíà ïåðåì³ñòиòи ó çàäàíå ïîëîæåííÿ 
â³äíîñíî äàíî¿ ï³âïðÿìî¿.

Трикутник А′В ′С ′ — переміùене положення трикутника 
АВС у положення, визначене півпрямоþ m.
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ознаки рівності трикутників

A

B

C

A1

C1

B1

Перøа ознаêа рівності триêóтниêів — за двома 
сторонами і êóтом між ними. Яêщî äâ³ ñòîðîíи ³ êóò 
ì³æ íиìи îäíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî 
äâîì ñòîðîíàì ³ êóòó ì³æ íиìи ³íøîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Ïеремістимо ∆АВС так, ùоá верøина А 
сумістилася з А

1
, сторона АВ розмістилася на півпряміé 

А
1
В

1
, а верøина С — з того áоку від прямо¿ А

1
В

1
, з якого 

розміùена точка С
1
. Оскільки АВ = А

1
В

1
, то точка В сумі-

ститься з точкоþ В
1
. ÐА = ÐА

1
, тому кут А суміститься з 

кутом А
1
, а півпряма АС — з півпрямоþ А

1
С

1
. Оскільки АС 

= А
1
С

1
, то точка С

 
суміститься з точкоþ С

1
. Отже, ∆АВС  

сумістився з ∆А
1
В

1
С

1
. Тому вони рівні.

A

B

C

A1

C1

B1

Дрóга ознаêа рівності триêóтниêів — за стороною і 
двома прилеглими êóтами). Яêщî ñòîðîíà ³ äâà ïðиëåãë³ 
äî íå¿ êóòи îäíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî 
ñòîðîí³ ³ äâîì ïðиëåãëиì äî íå¿ êóòàì ³íøîãî òðиêóò
íиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Ïеремістимо ∆АВС так, ùоá верøина А 
сумістилася з верøиноþ А

1
, сторона АВ розмістилася на 

півпряміé А
1
В

1
, а верøина С — з того áоку від прямо¿ А

1
В

1
, 

з якого розміùена точка С
1
. Оскільки АВ = А

1
В

1
, то точка 

В суміститься з точкоþ В
1
. Оскільки ÐА = ÐА

1
, то кут А 

суміститься з кутом А
1
, а півпряма АС — з півпрямоþ А

1
С

1
. 

Так само півпряма ВС суміститься з півпрямоþ В
1
С

1
. 

Тоді точка С суміститься з точкоþ С
1
, оскільки дві півпрямі 

можуть мати не áільøе одніє¿ спільно¿ точки. Отже, ∆АВС  
сумістився з ∆А

1
В

1
С

1
. Тому ці трикутники рівні.
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A B

C M C1

Третя ознаêа рівності триêóтниêів — за трьома 
сторонами. Яêщî òðи ñòîðîíи îäíîãî òðиêóòíиêà 
â³äïîâ³äíî ð³âí³ òðьîì ñòîðîíàì ³íøîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Сумістимо сторони АВ і А
1
В

1
 трикутників 

АВС і А
1
В

1
С

1
, а верøину С

1  
розмістимо з того áоку від 

прямо¿ АВ, де розміùена точка С. Ïрипустимо, ùо при 
цьому точки С і С

1
 не сумістилися. Неõаé тоді М — 

середина відрізка СС
1
. Ó рівноáедрениõ трикутникаõ АСС

1 

і ВСС
1 
медіани АМ і ВМ є висотами. Отже, через точку М 

проõодить дві прямі АМ і ВМ, перпендикулярні до одніє¿ é 
тіє¿ само¿ прямо¿ СС

1
. Оскільки таке неможливе, то точки 

С і С
1  

зáігаþться. Тому ∆ABC = ∆A
1
B

1
C

1
.

рівнобедрений і рівносторонній трикутники

M N

L

B

A

C

a)

á)

Трикутник називається рівнобедреним, якùо він має 
дві рівні сторони. Рівні сторони рівноáедреного трикутника 
називаþться бічними сторонами, а третя сторона — 
основою.  

Êоли говорять про вершину рівноáедреного трикутника, 
то зазвичаé маþть на увазі ту, яка протилежна основі. Інøі 
дві верøини називаþть верøинами при основі. 

На рисунку ∆АВС — рівноáедрениé, АВ і АС — éого 
áічні сторони, ВС — основа, А — верøина, В і С — вер-
øини при основі. 

Трикутник, у якого всі сторони рівні, називається 
рівностороннім аáо правильним. 

На рисунку ∆LMN — рівносторонніé.
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B

A

C
L

60°

60°60°

B C

A

1 2

3

Властивості рівнобедреного триêóтниêа. Á³ñåê
òðиñà ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà, ïðîâåäåíà äî 
îñíîâи, ä³ëиòь òðиêóòíиê íà äâà ð³âíиõ òðиêóòíиêи 
³ º ìåä³àíîю òà âиñîòîю. Кóòи ïðи îñíîâ³ ð³âíîбå
äðåíîãî òðиêóòíиêà ð³âí³.

Доведення. Неõаé АL — áісектриса рівноáедреного 
трикутника АВС. Оскільки AB = AС, ∠BAL = ∠CAL, то, 
за перøоþ ознакоþ рівності трикутників, ∆ALB = ∆ALC. 
Звідси BK = CK. Отже, AL — медіана трикутника ∆АВС. 
∠AKB = ∠AKC. Ці кути суміжні, а тому вони — прямі. 
Отже, AL — висота трикутника ∆АВС. ∠В = ∠С, а тому 
кути при основі рівноáедреного трикутника рівні.

Наслідок. Вñ³ êóòи ð³âíîñòîðîííьîãî òðиêóòíиêà 
ð³âí³ ³ äîð³âíююòь ïî 60°.

Доведення.  Оскільки АВ = АС, то ∠1 = ∠2, а 
оскільки ВА = ВС, то ∠2 = ∠3. Отже, всі три кути 
рівностороннього трикутника рівні. Тому кожен з ниõ 
дорівнþє третині від 180°, тоáто 60°.

A

B CL

Ознака рівнобедреного трикутника за кута
ми. Яêщî ó òðиêóòíиêó äâà êóòи ð³âí³, òî â³í — 
ð³âíîбåäðåíиé.

Доведення. Неõаé ∠В = ∠С. Ïроведемо áісектрису 
AL. ∠В =∠С, ∠ВАL = ∠CAL, тому ∠ALB = ∠ALC (сума 
кутів трикутника дорівнþє 180°). Тому за за другоþ оз-
накоþ ∆ALB = ∆ALC. Звідси AB = AC. Отже, трикутник 
АВС — рівноáедрениé. 

Наслідок. Тðиêóòíиê, ó ÿêîìó âñ³ êóòи ð³âí³ (ïî 
60°), º ð³âíîñòîðîíí³ì. 

A

B CL

Ознаки рівнобедреного трикутника за відрізка
ми. Яêщî ó òðиêóòíиêó âиñîòà çб³ãàºòьñÿ ç ìåä³àíîю 
àбî ç б³ñåêòðиñîю, òî òðиêóòíиê — ð³âíîбåäðåíиé.

Доведення. 1. Неõаé AL — медіана é висота 
трикутника АВС. Тоді прямокутні трикутники ALB 
і ALC рівні за перøоþ ознакоþ. Звідси АВ = АС. Отже, 
трикутник АВС — рівноáедрениé.

2. Неõаé AL — висота і áісектриса трикутника АВС. 
Тоді прямокутні трикутники ALB і ALC рівні за другоþ 
ознакоþ, оскільки катет AL у ниõ спільниé, а прилеглі 
гострі кути рівні. Звідси АВ = АС. Отже, трикутник 
АВС — рівноáедрениé.
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Прямокутні трикутники

C

A

B

Трикутник називається прямокутним, якùо він 
має прямиé кут. Сторони прямокутного трикутника, які 
прилягаþть до прямого кута, називаþться катетами, а 
сторона, яка лежить проти прямого кута, називається 
гіпотенузою.

На рисунку АС і ВС — катети, АВ — гіпотенуза.
Терміни «катет» поõодить від грецького «катетос», ùо 

означає «прямовисниé». Слово «гіпотенуза» в дослівному 
перекладі з грецько¿ мови означає «та, ùо стягує» (мається 
на увазі «стягує прямиé кут»).

Ó прямокутному трикутнику два кути гострі. Сóìà ãî
ñòðиõ êóò³â ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíюº 90°. 

Ознака прямокутного трикутника. Яêщî ñóìà 
äâîõ êóò³â òðиêóòíиêà äîð³âíюº 90°, òî òðиêóò
íиê — ïðÿìîêóòíиé.

Доведення. Сума усіõ кутів трикутника дорівнþє 
180°, тому якùо два з ниõ у сумі даþть 90°, то третіé 
дорівнþє 180° – 90° = 90°, тоáто є прямим.

ознаки рівності прямокутних трикутників
1. За двома êатетами. Яêщî êàòåòи îäíîãî 

ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà â³äïîâ³äíî äîð³âíююòь 
êàòåòàì ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ 
òðиêóòíиêи ð³âí³.

2. За êатетом та прилеглим або протилежним го-
стрим êóтом. Яêщî êàòåò ³ ïðиëåãëиé (àбî ïðîòиëåæ
íиé) ãîñòðиé êóò îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó òà ïðиëåãëîìó (àбî 
ïðîòиëåæíîìó) ãîñòðîìó êóòó ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

3. За гіпотенóзою і прилеглим гострим êóтом. 
Яêщî ã³ïîòåíóçà ³ ïðиëåãëиé ãîñòðиé êóò îäíîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî 
ã³ïîòåíóç³ òà ïðиëåãëîìó ãîñòðîìó êóòó ³íøîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи 
ð³âí³.
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A A, 1

C C, 1
B1B

4. За êатетом і гіпотенóзою. Яêщî êàòåò ³ ã³ ïî
òåíóçà îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь 
â³äïîâ³äíî êàòåòó é ã³ïîòåíóç³ ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1
 

∠С = ∠С
1
 = 90°, ВС = В

1
С

1
, АВ = А

1
В

1
. Ïеремістимо 

трикутник А
1
В

1
С

1
 так, ùоá сумістилися катети АС і А

1
С

1
, 

а верøини В і В
1
 розмістилися по різні áоки від прямо¿ 

АС. Дістанемо рівноáедрениé трикутник АВВ
1
, у якому 

АС — висота, проведена до основи ВВ
1
. Оскільки вона 

є é áісектрисоþ, то ∠ВАС = ∠В
1
АС. Отже, трикутники 

АВС і А
1
С

1
В

1
 рівні за перøоþ ознакоþ.

Властивість прямокутного трикутника з кутом 30°

B1 B

A

30°

C

Кàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, щî ëåæиòь 
ïðîòи êóòà 30°, äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи.

Нàâïàêи, ÿêщî êàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи, òî ïðîòиëåæíиé ãî
ñòðиé êóò äîð³âíюº 30°.

Доведення. Неõаé у ∆АСВ ∠С = 90°, ∠А = 30° 
(рис. 3.130). Тоді ∠В = 60°. Відкладемо СВ

1 
= ВС. 

∆АСВ
1
 = ∆АСВ. Тому ∠В = ∠В = 60°. Отже,  ∆ABB

1
 — 

рівносторонніé і АВ = BB
1
. Àле ВВ

1 
= 2ВС. Тому АВ = 

= 2ВС.
Навпаки, якùо АВ = 2ВС, то АС є медіаноþ і висотоþ 

у ∆ABB
1
. Отже, цеé трикутник рівноáедрениé, а тому é 

рівносторонніé. Тому ∠В = 60°, а ∠∠А = 90° – 60° = 30°.
Співвідношення між сторонами і кутами в довільному трикутнику

A

C

C1 B

Теорема (про співвідноøення між сторонами 
і êóтами триêóтниêа). У бóäьÿêîìó òðиêóòíиêó 
ïðîòи б³ëьøî¿ ñòîðîíи ëåæиòь б³ëьøиé êóò, à ïðîòи 
б³ëьøîãî êóòà — б³ëьøà ñòîðîíà

Доведення. Неõаé АВ > АС. Відкладемо АС
1
 = АС. 

∆АСС
1 
рівноáедрениé, тому ∠АСС

1
 = ∠АС

1
С. ∠АСС

1
 є 

частиноþ кута АСВ, тому ∠АСВ > АСС
1
. З інøого áоку, 

∠АС
1
С є зовніøнім для ∆СС

1
В. Тому ∠АС

1
С > ∠В.

Отже, ∠С áільøиé, а ∠В — менøиé від рівниõ кутів 
АСС

1
 і АС

1
С. Тому ∠С > ∠B, ùо é треáа áуло довести.
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A

C

B

Неõаé, навпаки, ∠С > ∠В. Cторони AB і AC не 
можуть áути рівними, áо тоді é кути С і В áули á рів-
ними. Сторона АВ не може áути менøоþ від АС, áо 
тоді, як ùоéно доведено, ∠С áув áи менøим від ∠В. 
Тому залиøається єдина можливість: АВ > АС. Теорему 
доведено.

Наслідки.
1. У ïðÿìîêóòíîìó òðиêóòíиêó ã³ïîòåíóçà б³ëьøà 

çà бóäьÿêиé ç êàòåò³â.
2. У òóïîêóòíîìó òðиêóòíиêó ñòîðîíà, щî ëå

æиòь ïðîòи òóïîãî êóòà, º íàéб³ëьøîю.

A

C

B1B

Теорема (про нерівність трикутника). У бóäьÿêîìó 
òðиêóòíиêó АВС ñïðàâäæóºòьñÿ íåð³âí³ñòь òðиêóò
íиêà: АС < AB + BC.

Доведення. Ïродовжимо АВ за точку В і відкладемо 
ВВ

1
 = СВ. Ó рівноáедреному трикутнику ВСВ

1  
∠ВСВ

1
 

= ∠ВВ
1
С. Êут АСВ є частиноþ кута АСВ

1
. Тому ∠АСВ

1 

> ∠ВСВ
1 
і, отже, ∠АСВ

1 
> ∠ВВ

1
С. Тому в ∆АСВ

1 
AC 

< AB
1
. À оскільки АВ

1 
= АВ + ВС, то АС < AB + BC. 

Перевір себе

 1.  Що таке трикутник? Назвіть елементи трикутника і дайте їхні означення.
 2.  Дайте означення кута трикутника. Як класифікуються трикутники залежно 

від величин їхніх кутів?
 3.  Що таке периметр трикутника?
 4.  Сформулюйте і доведіть теорему про суму кутів трикутника. Які наслідки 

вона має?
 5.  Що таке зовнішній кут трикутника? Сформулюйте і доведіть теорему про 

зовнішній кут трикутника. Які наслідки вона має? 
 6.  Які трикутники називаються рівними? Як записується рівність трикутників?
 7.  Сформулюйте аксіому рухомості трикутника.
 8.  Сформулюйте і доведіть першу ознаку рівності трикутників. 
 9.  Сформулюйте і доведіть другу ознаку рівності трикутників.
 10.  Дайте означення рівнобедреного трикутника і його елементів.
 11.  Що таке рівносторонній трикутник?
 12.  Дайте означення бісектриси, медіани і висоти трикутника.
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 13.  Сформулюйте і доведіть теорему про властивості рівнобедреного трикутника. 
Які наслідки вона має для рівностороннього трикутника?

 14.  Сформулюйте і доведіть ознаку рівнобедреного трикутника за кутами.
 15.  Сформулюйте і доведіть ознаку рівнобедреного трикутника за відрізками.
 16.  Сформулюйте і доведіть третю ознаку рівності трикутників.
 17.  Дайте означення прямокутного трикутника і його елементів.
 18.  Сформулюйте і доведіть ознаку прямокутного трикутника за кутами.
 19.  Сформулюйте і доведіть ознаки рівності прямокутних трикутників.
 20.  Сформулюйте і доведіть властивість прямокутного трикутника, що має 

гострий кут 30°.
 21.  Сформулюйте і доведіть теорему про співвідношення між сторонами і кутами 

у довільних трикутниках. Які наслідки вона має для прямокутних і тупокутних 
трикутників?

 22.  Сформулюйте і доведіть теорему про співвідношення між сторонами 
трикутника. Що таке нерівність трикутника?

Завдання для повторення та проведення  
контрольної роботи до розділу ііі

 1°.  а)  За  рис. 3.143, а) визначте довжину відрізка ВС і градусну міру кута А.
  б) За  рис. 3.143, б) визначте довжину відрізка DС і градусну міру кута D.

 2°.  а) На рис. 3.144, а) точка О — середина відрізка MN. Визначте кут В.
  б) На рис. 3.144, б) трикутник АВС — рівнобедрений з основою ВС. Визначте 

кут САN.
 3°.  а) Чи є трикутник АВС на рис. 3.145, а) рівнобедреним? Обґрунтуйте.
  б) Чи є трикутник АВС  на рис. 3.145, б) рівнобедреним? Обґрунтуйте.
 4°.  а) За рис. 3.146, а) визначте кут В. Обґрунтуйте. 
  б) За рис. 3.146, б) визначте кут M. Обґрунтуйте. 
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 5.  а) Один із кутів трикутника дорівнює 25°, а різниця двох інших кутів дорівнює 
75°. Визначте невідомі кути.

  б) Різниця двох кутів трикутника дорівнює 10°, а кут, суміжний із третім кутом, 
дорівнює 140°. Визначте кути трикутника.

 6.  а) Дано: AO = OB, CO = OD (рис. 3.147, а). Доведіть, що ∠А = ∠В, ∠C = ∠D.
  б) Дано: АО = СО, ОВ = ОD (рис. 3.147, б). Доведіть, що ∠А = ∠С, ∠В = ∠D.

 7.  а) Дано: AB = AC, ∠B = ∠C (рис. 3.148, а). Доведіть, що ∠1 = ∠2.
  б) Дано: OA = OB, ∠1 =	∠2 (рис. 3.148, б). Доведіть, що OC = OD.
 8. а) Дано: AD = BC; ∠1 = ∠2 (рис. 3.149, а). Доведіть, що OC = OD.
  б) Дано: АС = BC; AM = BN (рис. 3.149, б). Доведіть, що AN = BM.
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Ðèñ. 3.149

à) á)

 9.  а) Доведіть, що коли всі кути трикутника дорівнюють по 60°, то цей трикутник 
рівносторонній.

  б) Доведіть, що коли у рівнобедреному трикутнику один із кутів дорівнює 60°, 
то цей трикутник рівносторонній.

 10. а) Доведіть рівність прямокутних трикутників за гострим кутом і висотою, 
проведеною до гіпотенузи.

  б) Доведіть рівність гострокутних трикутників за двома сторонами і висотою, 
проведеною до третьої сторони.

 11.  а) У рівнобедреному трикутнику кут при основі дорівнює 30°, а бічна сторо-
на — 8 см. Визначте довжину медіани трикутника, проведеної до основи.

  б) У рівнобедреному трикутнику кут між бічними сторонами дорівнює 120°, 
а бічна сторона — 8 см. Визначте бісектрису, проведену до основи.

 12. а) У прямокутному трикутнику один із кутів дорівнює 60°, а різниця гіпотенузи 
й меншого катета дорівнює 5 см. Визначте довжину гіпотенузи.

  б) У прямокутному трикутнику різниця гострих кутів дорівнює 30°, а сума 
гіпотенузи й меншого катета дорівнює 9 см. Визначте довжину гіпотенузи.

 13•. а) Дано: OC = OD, ∠1 = ∠2 (рис. 3.150). Доведіть, що ∠3 = ∠4, а  OQ — бі-
сектриса кута O.
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  б) Дано: OA = OB, ∠3 = ∠4 (рис. 3.150). Доведіть, що ∠1 = ∠2, а  OQ — бі-
сектриса кута O.

 14•. а) Дано: AB = BC, AM = MC (рис. 3.151).  Доведіть, що AD = DC.
  б) Дано: AB = BC, AD = DC (рис. 3.151).  Доведіть, що AM = MC.

 15•. а) У трикутнику ABC AB = AC, K — точка перетину бісектрис кутів B і C. 
Доведіть, що AK ^ BC.

  б) У трикутнику ABC AB = AC, H — точка перетину висот, проведених з вер-
шин B і C. Доведіть, що AH ^ BC.

 16•. а) Точка, що лежить на висоті трикутника, рівновіддалена від кінців сторони, 
до якої проведена ця висота. Доведіть, що трикутник рівнобедрений. 

  б) Точка лежить усередині рівнобедреного трикутника і рівновіддалена від 
вершин основи. Доведіть, що ця точка лежить на висоті трикутника, прове-
деній до основи.
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Розділ ІV
Êоло і круг.  
Геометричні побудови

  Вступ
Óже не раз у цьому підручнику зазначалося, ùо 

давньогрецького мудреця Фалеса вважаþть перøим, 
õто запровадив у геометріþ доведення. Зокрема, Фалес, 
як уважається, перøим довів такі геометричні істини: 
1) рівність вертикальниõ кутів; 2) другу ознаку рівності 
трикутників; 3) рівність кутів при основі рівноáедреного 
трикутника. À ùе Фалесу приписуþть доведення двоõ 
властивостеé кола і круга: 1) діаметр круга ділить круг 
на дві рівні частини (рис. 4.1); 2) з áудь-яко¿ точки кола 
éого діаметр видно під прямим кутом (рис. 4.2). Якоþ 
á очевидноþ не видавалася перøа із циõ властивостеé, 
але ùоá стати незаперечним геометричним ôактом ¿¿ 
потріáно довести за всіма правилами геометрі¿, тоáто 
вивести з уже встановлениõ істин. Ìи зможемо 
довести ¿¿ через один урок — як наслідок з теореми 
про властивість діаметра кола, перпендикулярного до 
õорди. Натомість друга з доведениõ Фалесом власти-
востеé кола аж ніяк не очевидна. Ëегенда стверджує, 
ùо за ¿¿ доведення Фалес приніс у жертву áика. Однак 
після того, як вона áула відкрита, довести ¿¿ навіть лег-
øе, ніж перøу, і ми це зроáимо вже на цьому уроці.

На наступниõ кількоõ урокаõ розглядатимуться 
різні можливості для взаємного розміùення кола 

Ðèñ. .14
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і прямо¿, а також взаємного розміùення двоõ кіл. 
Осоáливо виокремлþþть граничні випадки, коли 
ці ôігури дотикаþться одна до одно¿ (рис. 4.3 
і рис. 4.4). Àналогічні граничні випадки для взаємно-
го розміùення кола і трикутника õарактеризуþться 
поняттями вписаного та описаного кіл. Зокрема, ви 
довідаєтеся, ùо навколо áудь-якого трикутника мож-
на описати коло (рис. 4.5) і в áудь-якиé трикутник 
можна вписати коло (рис. 4.6), причому для кожного 
трикутника кожне із циõ кіл áуде лиøе одне.

Ó другіé частині розділу розглядатимуться тео-
ретичні основи геометричниõ поáудов за допомогоþ 
циркуля і лініéки. Ці поáудови маþть давнþ історіþ, 
і вони значноþ міроþ стимулþвали розвиток гео-
метрі¿. Зокрема, ви довідаєтеся про застосування 
в геометричниõ поáудоваõ лініé з певними власти-
востями — так званиõ геометричниõ місць точок. 
Одним із наéважливіøиõ геометричниõ місць точок 
є коло. Буде розглянуто é декілька інøиõ важливиõ 
прикладів.

Ðèñ. .4 3

Ðèñ. .4 4 Ðèñ. 4.5 Ðèñ. 4.6

Фалес. Гравюра на основі 
античного бюсту з музею 
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 §21. Коло і круг
Óсім доáре відома геометрична ôігура, яку 

креслять за допомогоþ циркуля (рис. 4.7). Це — 
коло. Відомиé також спосіá поáудови кола за допомо-
гоþ мотузки і двоõ кілків, якиé інколи застосовуþть 
для розáиття клумá (рис. 4.8). Ó кожному разі всі 
точки поáудованого кола знаõодяться на однаковіé 
відстані від одніє¿ точки (Î), в якіé застромлена ніжка 
циркуля аáо неруõомиé кілок. 

означення. 
Кîëîì називається геометрична фігура, яка 
складається з усіх точок площини, які рів
новіддалені від деякої точки. Цю точку на
зивають цåíòðîì кола, а відстань від центра 
кола до будьякої його точки — ðàä³óñîì 
кола. Ðадіусом кола називається і будьякий 
з відрізків, які сполучають центр кола з його 
точками. 

На рис. 4.9 зоáражено коло з центром Î і два éого 
радіуси ÎM і ÎN.

Слово «центр» поõодить від латинського слова 
«центрум», а те, у своþ чергу, від грецького «кен-
трон», ùо означає «вістря», «гостриé кінець палиці». 

Слово «радіус» в перекладі з латини означає 
«промінь». Радіуси кола справді виõодять із éого 
центра, неначе промені. Із цим порівнянням пов’язані 
é ôізичні терміни «радіоактивниé» та «радіаціéниé». 
Радіус кола наéчастіøе позначаþть перøоþ літероþ 
éого латинсько¿ назви — R аáо r.

Відрізок з кінцями на колі називається хордою 
кола. На рис. 4.10 АВ — одна із õорд зоáраженого 
кола з центром Î.

Слово «õорда» áере свіé початок від грецького 
слова «куерда», ùо означає «тятива лука», а також 
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«струна». Якùо дугу лука уявляти у ôормі дуги кола, 
то тятива, яка стягує кінці ціє¿ дуги, справді áуде 
õордоþ (рис. 4.11). Ó зв’язку з цим і про õорду кола 
кажуть, ùо вона стягує éого дугу.

Якùо õорда АВ проõодить через центр кола 
(рис. 4.12), то вона називається діаметром 
кола («діаметрос» в перекладі з грецько¿ означає 
«поперечник»). Очевидно, ùо діаметр кола дорівнþє 
двом éого радіусам.

Êінці діаметра інколи називаþть діаметрально 
протилежними точками кола. Такими на рис. 4.12 
є точки А і В. Вони розміùуþться на однаковиõ від-
станяõ по різні áоки від центра. Часто цеé термін 
використовується і в розмовніé мові — коли говорять 
про цілком протилежні точки зору (погляди) на якусь 
подіþ чи явиùе.

Ëегко довести, ùо áудь-яка õорда кола, яка не 
є éого діаметром, менøа від діаметра. 

Справді, неõаé õорда СD не проõодить через центр 
Î кола (рис. 4.13). Тоді точки Î, С, D не лежать на 
одніé пряміé, тоáто є верøинами деякого трикутника. 
Відповідно до нерівності трикутника, СD < ÎС + ÎD, 
а звідси СD < 2R, ùо é треáа áуло довести.

Якùо відстань ÎР від центра кола Î до яко¿сь 
точки Р плоùини менøа від радіуса кола, то про 
таку точку Р кажуть, ùо вона лежить óсередині кола 
(рис. 4.14). Якùо ж відстань ÎР від центра до точки 
Р áільøа за радіус, то про таку точку Р кажуть, ùо 
вона лежить зовні кола (рис. 4.15).

означення.
Сукупність усіх точок площини, які лежать 
на колі й усередині нього, називається êðóãîì 
(рис. 4.16). Центр і радіус кола називаються 
також цåíòðîì і ðàä³óñîì круга.

Êоротко кажуть, ùо круг — це сукупність усіõ 
точок плоùини, оáмежениõ колом. Очевидно, також 
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ùо круг — це сукупність усіõ точок плоùини, 
які знаõодяться від центра на відстаняõ, ùо не 
перевиùуþть éого радіуса.

Хорди і діаметри кола називаþться відповідно 
хордами і діаметрами оáмеженого ним круга.

Зауважте, ùо центр, áудь-якиé радіус, діаметр 
чи áудь-яка õорда круга належать кругу, однак не 
належать колу, яке éого оáмежує.

Форму кола аáо круга має один із наéдавніøиõ 
і наéвидатніøиõ винаõодів лþдства — колесо. 
Зоáраження коліс зі øпицями (ôізичниõ прооáразів 
кіл та ¿õніõ радіусів) знаõодимо навіть у наéдавніøиõ 
пам’яткаõ єгипетсько¿ культури (рис. 4.17).

З прадавніõ часів помічено, ùо круговим є доáовиé 
руõ Сонця, Ìісяця та зірок по неáосõилу. Ó зв’язку 
з цим тривалиé час (аж до XVII ст.) коло áуло ос-
новним геометричним елементом у поáудові моделеé 
всесвіту (рис. 4.18).

Êрім усього цього, коло і круг маþть доверøені 
(симетричні) ôорми, тому вони здавна вико-
ристовуþться для проектування арõітектурниõ 
споруд і створення орнаментів (рис. 4.19).

Óсе це спонукало вже наéдавніøиõ учениõ до 
ґрунтовного дослідження геометричниõ властивостеé 
кола і круга.
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теорема Фалеса 
(про êóт, під яêим діаметр êола видно з точêи 
на êолі). 

З бóäьÿêî¿ òîчêи êîëà éîãî ä³àìåòð âиäíî ï³ä 
ïðÿìиì êóòîì.

Доведення. Неõаé АВ — діаметр кола, Î — 
éого центр, С — довільна точка на колі (рис. 4.20). 
Ïотріáно довести, ùо ∠АСВ = 90°.

Трикутник ÎАС — рівноáедрениé, оскільки 
ÎА = ÎС (як радіуси кола). Тому ∠ÎАС = ∠ÎСА.  
Àналогічно доводимо, ùо ∠ÎВС = ∠ÎСВ. 

Якùо додамо праві é ліві частини останніõ двоõ рів-
ностеé, то дістанемо: ∠А + ∠В = ∠С. Ïідставляþчи 
цеé результат замість перøиõ двоõ доданків у рівність 
для суми кутів трикутника: ∠А + ∠В + ∠С = 180°, 
матимемо: 2∠С = 180°. Звідси ∠С = 90°, ùо é треáа 
áуло довести.

Заóваження. Àáи áути зовсім точним, то у ôорму-
лþванні теореми Фалеса потріáно вказувати, ùо у ніé 
не áеруться до уваги ті дві точки кола, які є кінцями 
взятого діаметра. Справді, якùо точка С зáігається з 
кінцем А чи В діаметра АВ (див. рис. 4.20), то кути 
С стаþть невизначеними.

Вправи і задачі

 455°. Накресліть коло з радіусом 3 см, позначте його центр літерою О. Проведіть 
який-небудь радіус цього кола, потім діаметр, а після цього яку-небудь хор-
ду, яка не є діаметром. Чи може хорда мати довжину 3 см? Якщо так, то як 
побудувати хорду саме такої довжини? Чи може хорда мати довжину 7 см?

 456°. Накресліть коло з діаметром 7 см. Позначте всередині кола яку-небудь точку 
М, що не збігається з центром, а на колі — яку-небудь точку Р. Проведіть 
через ці точки радіус, діаметр і по одній хорді. Яку найбільшу довжину можуть 
мати хорди? Чи можна було б виконати ці побудови для точки М, якби вона 
лежала поза колом?
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 457°. Ви виміряли діаметр скла круглого наручного годинника. Чи можна за цими 
даними визначити довжину хвилинної стрілки?

 458°. На колі взято довільну точку. Скільки діаметрів і скільки хорд можна провести 
через цю точку? Чи всі вони будуть різними за довжиною?

 459°. Усередині кола взято точку. Скільки діаметрів і скільки хорд можна через неї 
провести? Чи всі вони будуть різними за довжиною? 

 460°. Дано коло. Яку лінію утворюють всі точки площини, відстані від яких до центра 
кола: а) вдвічі менші від його радіуса; б) вдвічі менші від діаметра; в) вдвічі 
більші за діаметр?

 461°. Чи може хорда кола дорівнювати: а) радіусу; б) двом радіусам; в) трьом 
радіусам; г) половині радіуса?

 462°. На рис. 4.21 зображені різні прямолінійні відрізки у крузі (O — центр круга). 
Які з них є: діаметрами; хордами; радіусами? Чи істинне таке твердження: 
«Діаметри й радіуси круга є його хордами»?

 463°. Діаметр кола на 4 см довший за радіус. Яким є радіус і яким — діаметр?
 464°. Побудуйте коло з діаметром АВ, що дорівнює 6 см, а на ньому — точки М і Р, 

для якої хорди АМ і ВР відповідно дорівнюють 2,5 см і 1,5 см. Виміряйте за 
допомогою транспортира кути АМВ і АРВ. Чи впевнені ви у тих результатах, 
які одержали?

 465°. На рис. 4.22 AB і CD — діаметри кола. Доведіть, що: 1) AC = DB; 2) AC || DB. 
Обґрунтуйте, як на підставі  цієї властивості, лише за допомогою однієї лі-
нійки, можна побудувати дві рівні або дві паралельні хорди кола.

 466°. На рис. 4.23 AB — діаметр кола, AC = CB. Визначте кути A, B і C. Чому до-
рівнює кут AOC?

 467°. На рис. 4.24 хорди AB і BC рівні. Доведіть, що кути 1 і 2 теж рівні. Чи обов’яз-
ково будуть рівними AB і BC, якщо рівні кути 1 і 2?

 468. На рис. 4.25 AB — діаметр кола, CB і DB — рівні хорди. Доведіть, що ∠1 =	
= ∠2. Чи обов’язково будуть рівними хорди CB і DB, якщо ∠1 = ∠2?
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 469. На рис. 4.26 AB — діаметр кола, O — його центр. Доведіть, що ∠AOC =	
= 2∠OBC.

 470. На рис. 4.27 AB — діаметр кола, O — його центр, BC = BO. Визначте ∠ABC.
 471. На рис. 4.28 AB — діаметр кола, AE || BF. Доведіть, що AE = BF.

 §22. Коло і круг як геометричні місця точок

Ви знаєте, ùо áудь-яка сукупність точок плоùини 
називається геометричноþ ôігуроþ. Якùо ж про точки 
геометрично¿ ôігури відомо, ùо вони õарактеризуþться 
певноþ властивістþ, і немає інøиõ точок на плоùині, 
які маþть цþ властивість, то таку геометричну ôігуру 
називаþть геометричним місцем точоê.

Означення . 
Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê називають фі
гуру, яка складається з усіх тих, і лише 
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209§22. Коло і круг як геометричні місця точок

тих точок площини, що мають певну влас
тивість.

Зверніть увагу на слова, виділені в цьому означенні 
жирним øриôтом. Вони дуже важливі. 

Наприклад, відповідно до цього означення, êîëî º 
ãåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê ïëîщиíи, ð³âíîâ³ääà
ëåíиõ â³ä äåÿêî¿ òîчêи (цåíòðà êîëà). 

Справді, по-перøе, усі точки кола рівновіддалені 
від éого центра. À по-друге, лише ці точки віддале-
ні від центра на ту саму відстань, тоáто на плоùині 
немає інøиõ точок, які маþть цþ властивість.

На противагу цьому, наприклад, дуга кола, тоáто 
частина кола, оáмежена якими-неáудь двома éого 
точками А і В (рис. 4.29), аáо круг (рис. 4.30) уже 
не є геометричними місцями точок, рівновіддалениõ 
від центра Î. Ó перøому випадку зазначена ôігура 
(дуга кола) не вміùує всіх точок плоùини, рівновід-
далениõ від точки Î, а в другому випадку вказаніé 
ôігурі (кругу) належать не лише ті точки, ùо рів-
новіддалені від центра на певну відстань, а ùе é ті, 
ùо знаõодяться від центра áлижче за цþ відстань. 
Однак можна сказати, ùо êрóг є геометричним міс-
цем точоê площини, відстані від яêих до центра 
êрóга не перевищóють певної величини. 

Отже, для того, аáи можна áуло стверджувати, 
ùо якась ôігура (множина точок) є геометричним 
місцем точок з певноþ властивістþ, потріáно довести 
два взаємно оáернені твердження:

1) кожна точка ціє¿ ôігури має зазначену вла стивість;
2) якùо точка має зазначену властивість, то вона 

належить ціé ôігурі.
Ó попередньому параграôі áуло доведено теорему 

Фалеса, згідно з якоþ, з áудь-яко¿ точки С кола éого 
діаметр АВ видно під прямим кутом (рис. 4.31). Чи 
можна на підставі цього стверджувати, ùо коло з 
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діаметром АВ є геометричним місцем точок М, з якиõ 
цеé діаметр видно під прямим кутом (рис. 4.32)?

Ні, не можна, адже, як уже зауважувалося у по-
передньому параграôі, точки А і В кола не маþть 
ціє¿ властивості. 

То, може, все коло áез циõ двоõ винятковиõ точок 
А і В є таким геометричним місцем точок?

Àáи це довести, потріáно показати, ùо жодна точ-
ка N, яка лежить усередині кола аáо ззовні нього, 
не має зазначено¿ властивості.

Якùо точка N належатиме пряміé АВ, то у разі 
розміùення ¿¿ всередині кола (рис. 4.33, а) кут АNВ 
дорівнþватиме 180°, а при розміùенні ззовні кола 
(рис. 4.33 á) — 0°, тоáто в жодному із циõ випадків 
кут АNВ не дорівнþватиме 90°.

Неõаé точка N лежить усередині кола і не нале-
жить пряміé АВ (рис. 4.34). Ïозначимо через Ê точку 
перетину прямо¿ ВN з колом. За теоремоþ Фалеса, 
кут АÊN — прямиé. Êут АNВ є зовніøнім для три-
кутника АÊN, а тому він áільøиé за внутріøніé кут 
АÊN. Отже, з усіõ внутріøніõ точок N діаметр АВ 
видно під тупим кутом.

Неõаé тепер точка N лежить ззовні кола і не на-
лежить пряміé АВ. Ìожливі декілька õарактерниõ 
випадків розміùення точки N відносно прямиõ а і 
b, проведениõ через точки А і В перпендикулярно 
до діаметра АВ. Якùо точка N належатиме пряміé 
а чи b (рис. 4.35, а), то у прямокутному трикутни-
ку NАВ кут N áуде гострим. В усіõ інøиõ випадкаõ 
(див. рис. 4.35, á-г) принаéмні одна із прямиõ АN чи 
ВN перетинатиме коло у деякіé точці Ê, а тому, за 
теоремоþ Фалеса, кут АÊВ áуде прямим. Цеé кут є 
зовніøнім для трикутника ÊВN, а тому внутріøніé 
кут N áуде гострим. Виõодить, ùо з усіõ точок N, 
розміùениõ поза колом, діаметр АВ видно під го-
стрим кутом.

Цим заверøено оáґрунтування такого твердження. 
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Ãеометричним місцем точок площини, з яких 
заданий відрізок видно під прямим кутом, 
є коло, побудоване на цьому відрізку як на 
діаметрі, з якого вилучені дві точки — кінці 
діаметра.

Це геометричне місце точок інколи називаþть 
геометричним місцем точоê Фалеса.

Вправи і задачі

 472°. Хорда круга дорівнює 4 см. Чи може діаметр цього 
круга дорівнювати: а) 4 см; б) 3 см; в) 10 см?

 473°. АВ — хорда у крузі з центром О (рис. 4.36). Визна-
чте:

  а) кути А і В, якщо кут О дорівнює 70°;
  б) кут О, якщо кут А дорівнює 40°.
 474°. АВ — діаметр кола з центром О, С — точка на колі 

(рис. 4.37). Визначте:
  а) кут ВОС, якщо кут С дорівнює 36°;
  б) кут А, якщо кут ВОС дорівнює 52°.
 475. Які найбільше і найменше значення можуть мати 

кути А і ВОС на рис. 4.37?
 476. Яка фігура є геометричним місцем точок, відстані від яких до заданої точки 

більші або дорівнюють певній величині?
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 477. Що є геометричним місцем точок, з яких заданий відрізок видно:
  а) під кутом 0°;  б) під кутом 180°;
  в) під гострими кутами; г) під тупими кутами?
 478. Користуючись рис. 4.38, запропонуйте спосіб побудови точок кола за допо-

могою косинця, коли задано діаметр АВ. 

 479. У крузі з центром О і діаметром АВ = 7 см проведено хорду АМ (рис. 4.39). 
Виявилося, що кут АОМ дорівнює 60°. Чи можна за цими даними без до-
даткових вимірювань визначити довжину хорди АМ? А якби було відомо 
довжину хорди АМ і те, що кут АОМ дорівнює 60°, — то чи можна було б 
тоді обчислити довжину діаметра?

 480. З однієї точки кола проведено дві хорди, які дорівнюють радіусу кола. Визна-
чте кут між цими хордами.

 481. У крузі проведено два радіуси під кутом 120° один до одного. Визначте від-
стань від центра круга до хорди, якщо діаметр круга дорівнює 8 см.

 482. Відстань від центра О круга до хорди АВ удвічі менша від радіуса круга. 
Визначте кут АОВ.

 483. Відстань від центра круга до хорди удвічі менша від самої хорди. Визначте, 
під яким кутом цю хорду видно із центра круга.

 484•. Доведіть, що з точки, взятої всередині круга, діаметр круга видно під тупим 
кутом (рис. 4.40, а), а з точки, взятої ззовні круга, — під гострим (рис. 4.40, б).

 485•. Хорда кола перетинає діаметр під кутом 30° і ділиться діаметром на частини 
завдовжки 6 см і 14 см. Визначте відстані від кінців хорди до цього діаметра.

 486•. Дано коло з радіусом R. Яку довжину матимуть дві рівні хорди, аби при 
будь-якому розміщенні їхніх кінців на колі вони перетиналися?

 487•. АВ — хорда кола з центром О, точка С лежить на колі з того самого боку від 
прямої АВ, що й точка О. Доведіть, що незалежно від розміщення точок А, В 
відносно прямої СО — по різні боки (рис. 4.41, а) чи з одного боку (рис. 4.41, б), 
кут АОВ завжди удвічі більший за кут АСВ.
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213§23. Властивість діаметра,  перпендикулярного до хорди

 488•. На продовженні хорди АВ кола з центром О відкладено відрізок ВС, що 
дорівнює радіусу кола (рис. 4.42). Пряма ОС перетинає коло у точках D, E. 
Доведіть, що ∠DОА = 3∠АСD. 

 §23. Властивість діаметра,  
перпендикулярного до хорди

теорема
(про властивість діаметра, перпендиêóлярного 
до хорди).

Д³àìåòð êîëà (êðóãà), ÿêиé ïåðïåíäиêóëÿðíиé 
äî õîðäи, ä³ëиòь цю õîðäó íàâï³ë.

Доведення.  Неõаé Î — центр кола, АВ — 
довільна õорда кола, діаметр СD перпендикулярниé 
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до АВ, М — точка ¿õнього перетину (рис. 4.43). 
Ïотріáно довести, ùо АМ = МВ.

Твердження очевидне, якùо õорда АВ теж є 
діаметром (рис. 4.43, а), — адже áудь-які два 
діаметри перетинаþться в центрі кола, а центр кола 
ділить кожен діаметр на два радіуси, тоáто навпіл.

Якùо ж õорда АВ не є діаметром (рис. 4.43, á), то 
маємо два прямокутні трикутники ÎМА та ÎМВ. Ці 
трикутники рівні, оскільки у ниõ рівні гіпотенузи ÎА 
і ÎВ — як радіуси кола, і спільниé катет ÎМ. Тому 
рівними є é катети АМ та МВ. Теорему доведено.

теорема обернена 
(про властивість діаметра, яêий ділить хордó 
навпіл).

Яêщî ä³àìåòð êîëà ä³ëиòь õîðäó, ÿêà íå º 
ä³àìåòðîì, íàâï³ë, òî â³í ïåðïåíäиêóëÿðíиé 
äî ц³º¿ õîðäи.

Доведення. Неõаé тепер діаметр CD проõодить 
через середину М õорди АВ і при цьому õорда АВ не 
є діаметром, тоáто точка М не зáігається з центром 
Î кола (рис. 4.44). Ïотріáно довести, ùо діаметр СD 
перпендикулярниé до õорди АВ.

Оскільки ÎА = ÎВ — як радіуси кола, а за умо-
воþ АМ = МВ, то трикутники ÎМА і ÎМВ рівні за 
трьома сторонами. Тому рівними є ¿õні кути ÎМА 
та ÎМВ, ùо лежать проти рівниõ сторін ÎА і ÎВ. 
À оскільки ці кути суміжні, то вони — прямі. Отже, 
CD ^ AВ. Теорему доведено.

Наслідком з теореми про властивість діаметра, 
перпендикулярного до õорди, є ùе одна теорема 
Фалеса, яка згадувалася на початку ціє¿ теми.

теорема Фалеса 
(про поділ êрóга діаметром на дві рівні частини).

Кîæåí ä³àìåòð ðîçбиâàº êðóã (³ îбìåæóючå éîãî 
êîëî) íà äâ³ ð³âí³ ô³ãóðи — ï³âêðóãи (³ ï³âêîëà).
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Доведення. Неõаé АВ — діаметр круга з цен-
тром Î (рис. 45). Óявімо соáі, ùо проведено всі 
õорди цього круга, які перпендикулярні до діаметра 
АВ. Через кожну точку круга проõодитиме своя 
õорда, тому усі ці õорди повністþ заповнять круг. 
Відповідно до доведено¿ теореми, кожна з õорд 
точкоþ перетину з діаметром АВ ділиться навпіл, 
наприклад, õорда СD — точкоþ М. À це означає, 
ùо якáи перегнути круг уздовж діаметра АВ, то 
кожен відрізок СМ сумістився á з відповідним éому 
відрізком DМ. À оскільки всі відрізки СМ заповнþþть 
один із півкругів, а всі відрізки DМ — інøиé, то 
один із півкругів при цьому сумістився á з інøим (а 
півколо — з інøим півколом). À це é означає, ùо 
оáидва півкруги (і оáидва півкола) рівні між соáоþ. 
Теорему доведено.

Якùо у цьому доведенні áрати до уваги лиøе такі 
відрізки CD, кінці якиõ належать якіéсь дузі PAQ 
(рис. 46, а), то з рівності частин СМ і МD циõ відріз-
ків випливатиме можливість суміùення дуг РА та QA. 
Отже, ці дуги рівні між соáоþ. Так само доведемо, 
ùо рівні é дуги РВ та QB. 

Отже, ä³àìåòð êîëà, ÿêиé ïåðïåíäиêóëÿðíиé äî 
õîðäи, ä³ëиòь íàâï³ë êîæíó ç îбîõ äóã, ÿê³ ñòÿãóº 
цÿ õîðäà.

Якùо ж узяти до уваги лиøе такі відрізки CD, 
які лежать між паралельними õордами PQ і KN 
(рис. 46, á), то діéдемо висновку про рівність дуг PK 
і QN між цими õордами.

Отже, äóãи êîëà, ðîçì³щåí³ ì³æ ïàðàëåëьíиìи 
õîðäàìи, ð³âí³ ì³æ ñîбîю.
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розв’язуємо разом

Задача. 
Дîâåñòи, щî ð³âí³ õîðäи êðóãà ð³âíîâ³ääàëåí³ â³ä 
éîãî цåíòðà. Нàâïàêи, õîðäи, ÿê³ ð³âíîâ³ääàëåí³ 
â³ä цåíòðà êðóãà, — ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Розв’язання. Істинність циõ тверджень очевидна, 
якùо рівні õорди є діаметрами (рис. 4.47). Тоді вони 
проõодять через центр круга, а тому ¿õні відстані 
від центра круга дорівнþþть нулþ, тоáто є рівни-
ми. Навпаки, якùо рівні відстані від õорд до центра 
круга дорівнþþть нулþ, то ці õорди проõодять через 
центр круга, тоáто є діаметрами, а діаметри круга 
рівні між соáоþ.

Неõаé тепер рівні õорди АВ і А
1
В

1
 не є діаметрами, 

а відрізки ÎМ ^ АВ та ÎМ
1
 ^ А

1
В

1 
визначаþть ¿õні 

відстані від центра круга (рис. 4.48). За доведеноþ 
теоремоþ, точки М і М

1 
є серединами õорд. À оскіль-

ки õорди рівні, то АМ = А
1
М

1
. Розглянемо прямокутні 

трикутники ÎМА та ÎМ
1
А

1
. Вони рівні за катетом 

(АМ = А
1
М

1
) і гіпотенузоþ (ÎА = ÎА

1  
— як радіуси 

круга). Звідси ÎМ = ÎМ
1
, ùо é треáа áуло довести.

Навпаки, якùо áудуть рівними перпендикуляри 
ÎМ і ÎМ

1
, то з рівності прямокутниõ трикутників 

ÎМА і ÎМ
1
А

1
 випливатиме рівність відрізків АМ і 

А
1
М

1
, а звідси — рівність õорд АВ і А

1
В

1
, ùо удвічі 

довøі за ці відрізки. Твердження задачі доведено.
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Вправи і задачі

 489°. Накресліть коло, позначте його центр літерою О і проведіть яку-небудь хорду 
АВ. Користуючись лише косинцем і не задіюючи його сантиметрової шкали, 
поділіть хорду АВ навпіл.

 490°. Накресліть коло, позначте його центр літерою О і проведіть яку-небудь хорду 
CD. Користуючись лише лінійкою зі шкалою, проведіть діаметр, перпендику-
лярний до хорди CD.

 491°. За допомогою шаблона нарисовано коло. Як за допомогою косинця й лінійки 
зі шкалою знайти його центр?

 492°. Діаметр кола ділить хорду навпіл, однак не перпендикулярний до неї. Дове-
діть, що хорда — теж діаметр.

 493. На рис. 4.49 відображено принцип дії одного із 
центрошукачів — креслярського приладу для 
відшукання центра круга (наприклад, у слюсарній 
справі). Як, на ваш погляд, застосовується цей 
прилад?

 494. Частину кола, нарисованого на дошці, і його центр 
стерли. Чи можна за допомогою креслярських ін-
струментів відновити це коло?

 495. Із паперу за допомогою шаблона вирізали круг. 
Чи можна знайти його центр, не використовуючи 
креслярських інструментів?

 496. Як поділити дугу заданого кола навпіл?
 497. На рис. 4.50 радіус OD перпендикулярний до хорди 

AB. Доведіть, що AD = DB.
 498. На рис. 4.50 хорди AD і DB рівні, OD — радіус. 

Доведіть, що OD ^ АВ.
 499. Доведіть, що всі хорди, які діляться навпіл одним 

із діаметрів кола, паралельні.
 500. Через точку всередині круга проведіть хорду, яка 

цією точкою ділилася б навпіл.
 501. Дано коло. Через середину його радіуса проведено 

перпендикулярну до нього хорду. Доведіть, що цю 
хорду видно із центра кола під кутом 120°.

 502•. Дано квадрат. Побудуйте коло, для якого сторони даного квадрата були б його 
хордами.
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 503•. Із точки A кола проведено дві взаємно перпендикулярні хорди, віддалені від 
центра кола на відстань 4 см. Визначте довжину кожної хорди.

 504•. Хорда завдовжки 16 см відтинає від кола його чверть. Визначте відстань від 
центра кола до цієї хорди.

 505•. У колі проведено дві паралельні хорди, кожна з яких відтинає від кола його 
чверть. Визначте відстань між хордами, якщо довжина однієї з них дорівнює 
10 см.

 506•. У крузі проведено дві взаємно перпендикулярні хорди. Доведіть, що відстань 
від центра круга до точки їхнього перетину дорівнює відстані між серединами 
цих хорд.

 §24. Взаємне розміщення прямої і кола.  
Дотична до кола

Для активниõ користувачів геометрі¿, наприклад, 
для дизаéнерів та арõітекторів, потріáно вміти 
комáінувати коло з наéрізноманітніøими ôігура-
ми. Звісно, у перøу чергу слід знати, як можуть 
розміùуватися одне відносно одного коло і пряма.

Накресліть у зоøиті коло з радіусом 3,5 см. Ïотім 
покладіть на нього лініéку і почніть поступово від-
сувати ¿¿ від центра кола. Ви помітите, ùо краé лі-
ніéки якиéсь час перетинатиме коло у двоõ доволі 
віддалениõ одна від одно¿ точкаõ (рис. 4.51, а). Ïотім 
ці точки почнуть поступово зáлижатися, аж поки 
не зіллþться в одну — тоді краé лініéки немовáи 
торкнеться до кола (рис. 4.51, á). Ïри подальøому 
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відсуванні лініéки від центра точок перетину уже не 
áуде (рис. 4.51, в).

Цеé простиé експеримент наøтовõує на думку, 
ùо можливі три õарактерні випадки взаємного роз-
міùення прямо¿ і кола: 1) перетин прямо¿ з колом 
у двоõ точкаõ; 2) перетин в одніé точці, аáо дотик; 
3) відсутність спільниõ точок. З’ясуємо геометричні 
умови із циõ випадків.

Неõаé Q — основа перпендикуляра, опуùеного із 
центра Î кола на пряму (тоáто OQ — відстань від 
центра кола до прямо¿), R — радіус кола (рис. 4.52). 
Ìожливі три суттєво відмінниõ один від одного 
випадки: 1) точка Q лежить усередині кола, тоáто 
відстань ÎQ < R (рис. 52, а); 2) точка Q лежить на 
колі, тоáто ÎQ = R (рис. 52, á); 3) точка Q лежить 
ззовні кола, тоáто ÎQ > R (рис. 52, в).

Ó перøому випадку можна поáудувати два, і тіль-
ки два, прямокутні трикутники OQM

1
 і OQM

2
, ùо 

маþть: спільниé катет OQ; прямі кути при верøині 
Q і рівні гіпотенузи ÎМ

1
 та ÎМ

2
 завдовжки R > OQ. 

Ці трикутники розміùуватимуться по різні áоки від 
прямо¿ OQ. Ïри цьому точки М

1
, М

2
 лежатимуть і на 

пряміé (оскільки ÎМ
1
 ^ OQ і ÎМ

2
 ^ OQ), і на колі 

(оскільки ÎМ
1
 = ÎМ

2
 = R), тоáто áудуть точками пе-

ретину прямо¿ з колом. Інøиõ спільниõ точок прямо¿ 
з колом у цьому разі існувати не може.

Ó другому випадку візьмемо на пряміé довільну 
точку М, ùо не зáігається з Q, і розглянемо прямокут-
ниé трикутник OQM. Оскільки гіпотенуза ÎМ зажди 
áільøа за катет OQ = R, то всі точки М лежатимуть 
ззовні кола, тоáто точка Q у цьому разі áуде єдиноþ 
спільноþ точкоþ прямо¿ і кола.

Ó третьому випадку так само візьмемо на пряміé 
довільну точку М і так само розглянемо прямокутниé 
трикутник OQM. Тепер уже é катет OQ áуде áільøим 
за радіус кола R, а гіпотенуза OM — і поготів. Тому 
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вже всі точки прямо¿ лежатимуть ззовні кола, тоáто 
пряма з колом не матимуть жодно¿ спільно¿ точки.

означення.
Пряма, яка має з колом дві спільні точки, 
називається ñ³чíîю для кола. Пряма, яка має 
з колом єдину спільну точку, називається 
äîòичíîю до кола. 

Результати проведеного дослідження такі:
якùо відстань від центра кола до прямо¿ менøа 

від радіуса кола, то пряма і коло маþть рівно дві 
спільні точки (тоáто пряма є січноþ для кола). Якùо 
відстань від центра кола до прямо¿ дорівнþє радіусу 
кола, то пряма і коло маþть єдину спільну точку 
(тоáто пряма є дотичноþ до кола), причому радіус 
кола, проведениé у точку дотику, перпендикуляр-
ниé до дотично¿. Якùо ж відстань від центра кола 
до прямо¿ áільøа за радіус кола, то пряма і коло не 
маþть жодно¿ спільно¿ точки. 

Враõовуþчи, ùо кожен із розглянутиõ випадків 
виклþчає інøі, істинними є é оáернені твердження:

якùо пряма є січноþ для кола, то відстань до не¿ 
від центра кола менøа від радіуса кола. Якùо пря-
ма є дотичноþ до кола, то відстань до не¿ від центра 
кола дорівнþє радіусу, причому точкоþ дотику є кі-
нець радіуса, перпендикулярного до дотично¿. Якùо 
ж пряма не має з колом жодно¿ спільно¿ точки, то 
відстань від до не¿ від центра кола áільøа за радіус.

З усіõ циõ тверджень наéчастіøе застосовуþться 
ті, ùо стосуþться дотику прямо¿ з колом. Їõ ôорму-
лþþть у вигляді такиõ двоõ теорем.

теорема 
(властивість дотичної до êола). 

Дîòичíà äî êîëà ïåðïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà 
êîëà, ïðîâåäåíîãî ó òîчêó äîòиêó. 

Джон Бірні Філіп  
(1824–1875).  

Ñтатуя Геометрії на ме-
моріалі принца Альберта 

у Лондоні (1876 р.)



221§24. Взаємне розміщення прямої і кола. Дотична до кола 

теорема 
(обернена: ознаêа дотичної). 

Яêщî ïðÿìà ïðîõîäиòь чåðåç òîчêó êîëà ³ ïåð 
ïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà, ïðîâåäåíîãî â цю òîчêó, 
òî âîíà º äîòичíîю äî êîëà.

Дотична до кола називається також дотичною до 
оáмеженого ним круга. Дотична до круга має з кру-
гом єдину спільну точку. 

Січна кола перетинає оáмежениé ним круг по 
õорді і називається січною цього круга. 

Ïряма, яка не перетинається з колом, не перети-
нається і з оáмеженим ним кругом.

розв’язуємо разом

Задача 1.
На плоùині задано коло і точку Р. Ïровести через 
точку Р дотичну до заданого кола.

Розв’язання. Якùо пряма а є дотичноþ до кола 
з центром Î, то радіус ÎQ, проведениé у точку до-
тику Q, перпендикулярниé до дотично¿ (рис. 4.53). 
Êрім цього, кожна точка М прямо¿ а, відмінна від 
точки дотику Q, лежить ззовні кола, оскільки від-
стань ÎМ, як гіпотенуза у прямокутному трикутнику 
OQM, áільøа за катет ÎQ. 

Звідси випливає, ùо коли точка Р лежить усереди-
ні кола (рис. 4.54), то через не¿ неможливо провести 
жодно¿ дотично¿ до кола, а якùо точка Р лежить на 
колі (рис. 4.55), то існує єдина дотична, яка проõо-
дить через цþ точку — це пряма а, перпендикуляр-
на до радіуса ÎР. Ї¿ можна провести, наприклад, за 
допомогоþ косинця.

Ïроаналізуємо тепер ситуаціþ, коли точка Р ле-
жить ззовні кола (рис. 4.56). Оскільки радіус ÎQ, 
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проведениé у точку дотику Q, має áути перпендику-
лярним до дотично¿, то це означає, ùо відрізок ÎР 
має áути видно із точки Q під прямим кутом. З тео-
реми Фалеса відомо, ùо таку властивість маþть точки 
кола з діаметром ÎР. 

Звідси випливаþть такі поáудови: 1) ділимо відрі-
зок ÎР навпіл; неõаé точка С — точка поділу; 2) про-
водимо коло з центром С і радіусом СÎ; 3) через 
точки Q і Q′ перетину цього кола із заданим колом 
проводимо øукані дотичні РQ і РQ′.

Ïрямокутниé трикутник з гіпотенузоþ OP і ка-
тетом, ùо дорівнþє радіусу кола і виõодить з точки 
Î, можна поáудувати однозначно з кожного áоку 
від прямо¿ ÎР, оскільки усі трикутники, ùо маþть 
рівні гіпотенузи і рівні катети, рівні між соáоþ. Тому 
в цьому разі існує рівно дві дотичні PQ і PQ′, які про-
õодять через точку Р, причому відрізки циõ дотичниõ 
від точки Р до точок дотику Q і Q′ рівні між соáоþ.

Останніé висновок із наведеного розв’язання ча-
сто використовується при розв’язуванні інøиõ задач. 
Тому éого ôормулþþть у вигляді тереми.

теорема 
(властивість відрізêів дотичних, проведених з од-
нієї точêи до êола).

В³äð³çêи äîòичíиõ, ïðîâåäåíиõ ç îäí³º¿ òîчêи 
äî êîëà, ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Розглянемо приклад задачі на використання ціє¿ 
теореми.

Задача 2.
Через точку А, ùо лежить ззовні кола, проведено 
до кола дотичні АÊ і АL (Ê, L — точки дотику) 
(рис. 4.57). На менøіé із дуг, оáмежениõ 
точками Ê і L, взято довільну точку М і через 
не¿ проведено третþ дотичну до кола. Неõаé В 
і С — точки перетину ціє¿ дотично¿ з дотичними 
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АÊ і АL. Довести, ùо периметр трикутника АВС 
не залежить від розміùення точки М.

Р о з в ’ я з а н н я .  Ïериметр трикутника АВС 
дорівнþє сумі АВ + ВС + АС, аáо АВ + ВМ + МС + 
+ АС. Водночас, за властивістþ дотичниõ, проведениõ 
з одніє¿ точки до кола, ВМ = ВÊ, а МС = СL. Тому 
Р = АВ + ВÊ + СL + АС = АÊ + АL, ùо справді 
не залежить від розміùення точки М. Твердження 
задачі доведено.

Вправи і задачі

 507°. Чи істинним є таке твердження: «Будь-яка пряма, 
яка перпендикулярна до радіуса, дотикається до 
кола»? А таке: «Будь-яка пряма, яка перпендику-
лярна до радіуса і проходить через його кінець, 
дотикається до кола»?

 508°. Чи можна сказати, що дотична до кола — це пряма, 
яка має з колом менше двох спільних точок?

 509°. Побудуйте коло з діаметром 8 см, а також три пря-
мі, які віддалені від центра кола на відстанях 3 см, 
4 см і 5 см. Як розміщені ці прямі відносно кола?

 510°. Накресліть коло з радіусом 3 см і позначте на ньому 
точку Р. Як за допомогою косинця або транспортира 
побудувати дотичну до кола, що проходить через 
точку Р? А якщо точку Р буде взято ззовні кола?

 511°. На рис. 4.58 АВ — дотична до кола, Р — точка 
дотику, ∠МРВ = 32°. Визначте кути ОРМ і АРМ.

 512°. На рис. 4.59 АВ — дотична до кола, Р — точка 
дотику, ∠МОР = 80°. Визначте кути АРМ і МРВ.

 513. Р — точка дотику дотичної АР до кола з центром 
О, кут ОАР дорівнює 30°. Визначте діаметр кола, 
якщо ОА = 4 см.

 514. Доведіть, що дві дотичні до кола, які проходять че-
рез кінці одного й того самого діаметра, паралельні 
між собою. Чи істинне обернене твердження?

Ðèñ. 4.57

O

K

B

A

M C

L

Ðèñ. 4.58

O

M

ÐÀ Â

Ðèñ. 4.59

O

M

ÐÀ Â



224 Розділ ІV. Коло і круг. Геометричні побудови

 515. Діаметр кола ділить хорду, яка не є діаметром, навпіл. Доведіть, що дотичні 
до кола, проведені через кінці цього діаметра, паралельні заданій хорді.

 516. Пряма дотикається до кола з центром O, A — точка дотику. На цій прямій по 
різні боки від точки A відкладено рівні відрізки AB і AC. Доведіть, що OB = OC.

 517. Дано кут 30°. Коло радіуса R дотикається до прямої, яка містить одну зі сторін 
кута, а його центр належить іншій стороні. Визначте відстань від центра кола 
до вершини кута.

 518. З точки Р проведені до кола дві дотичні РА і РВ. Доведіть, що центр кола 
лежить на бісектрисі кута АРВ.

 519. З точки, що лежить поза колом, проведені дві дотичні до кола. Відстань від 
точки до центра кола вдвічі більша за радіус кола. Визначте кут між дотич-
ними.

 520. Відстань від точки M до центра кола менша від його радіуса. Доведіть, що 
будь-яка пряма, яка проходить через M, перетинає коло у двох точках.

 521. До кола проведено дві паралельні дотичні. Доведіть, що відрізок, який спо-
лучає точки дотику, проходить через центр кола.

 522. Точки A і B лежать на колі з центром O. Через ці точки до кола проведені дві 
дотичні, які перетинаються в точці C. Доведіть, що прямі AB і AC перпенди-
кулярні.

 523. Знайдіть геометричне місце центрів кіл, що доти-
каються до заданої прямої у заданій на ній точці A.

 524. На рис. 4.60 відображено принцип дії цен-
трошукача (приладу для знаходження центра 
суцільного круга). Прилад складається із трьох 
лінійок. Дві крайні лінійки взаємно перпендику-
лярні, а один бік середньої лінійки ділить кут 
між ними навпіл. Як, на ваш погляд, застосо-
вується цей прилад?

 525•. Побудуйте два кола зі спільним центром О, одне — 
з радіусом 2 см, інше — з радіусом 4 см. Потім 
проведіть таку хорду АВ більшого кола, яка дотика-
лася б до меншого кола. Доведіть, що точка дотику 
С ділить хорду АВ навпіл і визначте кут АОВ.

 526•. На рис. 4.61 відображено спосіб побудови дотичних 
до кола, проведених через довільну зовнішню точку 
Р: шукані точки дотику Q і Q′ належать основам 
рівнобедрених трикутників РОТ і РОТ′; довжини цих 
основ дорівнюють двом радіусам кола. Деталізуйте 
та обґрунтуйте цей спосіб.
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 527•. Кут між діаметром AB і хордою AC дорівнює 30°. Через точку С проведено 
дотичну, яка перетинає пряму AB у точці D. Доведіть, що OC = DВ.

 528•. Доведіть, що два різних кола з однаковими радіусами мають дві спільні до-
тичні, які паралельні прямій, що проходить через їхні центри.

 529•. Дано коло з радіусом R. Із зовнішньої точки P до нього проведено дві вза-
ємно перпендикулярні дотичні PA і PB, C — довільна точка меншої із дуг, 
обмежених точками A і B, MN — дотична до кола, проведена через точку C 
(точка M належить прямій PA, а точка N — прямій PB). Визначте периметр 
трикутника PMN.

 530•. До двох кіл з радіусами R і r (R > r) проведено дві спільні дотичні так, що 
відносно кожної з них обидва кола лежать з одного боку. Кут між дотичними 
дорівнює 90°. Визначте довжини відрізків дотичних між точками дотику. Як 
зміниться відповідь до задачі, якщо кола лежатимуть з різних боків від кожної 
з дотичних?

 §25. Задання кола точками.  
Коло, описане навколо трикутника

Як відомо, пряма лінія повністþ визначається 
двома сво¿ми точками. Виникає природне запитання: 
скількома точками визначається коло?

Для визначення кола потріáно задати éого 
центр і радіус. Зрозуміло, ùо існує лиøе одне коло 
із заданими центром Î і радіусом R (рис. 4.62). 
Ïроте часто доводиться áудувати коло не за цими 
даними, а за окремими точками, через які воно має 
проõодити — наприклад, коли éого потріáно описати 
навколо трикутника. Тому-то питання про те, скільки 
точок потріáно задати, аáи визначити коло, яке через 
ниõ проõодить, і як за цими точками знаéти центр 
і радіус кола, має é практичне значення.

Зрозуміло, ùо через окремо взяту точку А можна 
провести áезліч кіл. Їõніми центрами можуть áути 
áудь-які точки Î, Î

1
, Î

2
, ... плоùини (рис. 4.63). 

Тоді відповідними радіусами áудуть відрізки ÎА, 
Î

1
А, Î

2
А, ... .
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Неõаé тепер на плоùині маємо дві точки А і В 
(рис. 4.64). Центр кола, яке проõодить через ці 
точки, має áути рівновіддаленим від ниõ. Однієþ 
з такиõ точок є середина М відрізка АВ. Óсі інøі 
точки Î можна розглядати як верøини рівноáедрениõ 
трикутників зі спільноþ основоþ АВ. Тому, 
враõовуþчи властивості рівноáедреного трикутника, 
можна стверджувати, ùо всі можливі центри лежать 
на пряміé МÎ, проведеніé через середину М відрізка 
АВ перпендикулярно до нього (рис. 4.65). Таку 
пряму називаþть серединним перпендиêóляром до 

відрізêа АВ.

означення. 
Пряма, яка проходить через середину від
різка і перпендику ляр на до нього, нази
вається ñåðåäиííиì ïåðïåíäиêóëÿðîì до цього 
відрізка.

Отже, усі центри кіл, проведениõ через точки 
А і В, належать серединному перпендикуляру до 
відрізка АВ.

Неважко довести, ùо é навпаки, кожна точка Q 
серединного перпендикуляра ÎМ до відрізка АВ áуде 
рівновіддаленоþ від éого кінців А і В. — Це випливає 
з рівності прямокутниõ трикутників QМА і QМВ, ùо 
маþть спільниé катет QМ і рівні катети МА та МВ; 
звідси  QA = QB.

Отже, кожну точку Î серединного перпендикуляра 
до відрізка АВ можна взяти за центр кола, ùо 
проõодить через задані точки А і В. Радіусом цього 
кола áуде відрізок ÎА. Óсіõ такиõ кіл — áезліч.

Те, ùо кожна точка серединного перпендикуляра 
до відрізка рівновіддалена від кінців цього відрізка, 
і, навпаки, точка, яка рівновіддалена від відрізка, 
належить серединному перпендикуляру, означає, ùо 
справджується така теорема.
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теорема 
(про властивість серединного перпендиêóляра). 

Сåðåäиííиé ïåðïåíäиêóëÿð äî â³äð³çêà º ãåîìåò
ðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ê³íц³â 
цьîãî â³äð³çêà. 

Візьмемо тепер на плоùині три точки. Якùо вони 
лежатимуть на одніé пряміé, то жодного кола через 
ниõ провести не вдасться, оскільки, як з’ясовано 
у §24, коло з прямоþ може мати ùонаéáільøе дві 
спільні точки (а тут áи ¿õ áуло вже три).

Тому неõаé задані три точки А, В, С не лежать 
на одніé пряміé (рис. 4.66). Øуканиé центр Î кола, 
яке проõодить через точки А, В, С, повинен áути 
рівновіддаленим від усіõ циõ точок. Геометричним 
місцем точок, рівновіддалениõ від точок А і В, є 
серединниé перпендикуляр l до відрізка АВ, а гео-
метричним місцем точок, рівновіддалениõ від точок 
А, С, — серединниé перпендикуляр m до відрізка 
АС. Неõаé Î — точка перетину прямиõ l і m (ці 
прямі оáов’язково перетнуться, áо якáи вони áули 
паралельними, то перпендикулярні до ниõ прямі АВ 
і АС зáігалися á, отже, точки А, В і С лежали á на 
одніé пряміé). Тоді ÎА = ÎВ і ÎА = ÎС. Отже, усі 
три відрізки ÎА, ÎВ, ÎС рівні між соáоþ. Звідси 
випливає, ùо точка Î є центром øуканого кола, 
а ÎА, ÎВ і ÎС — éого радіуси. Ïричому, з рів-
ності ÎВ = ÎС виõодить, ùо третіé серединниé 
перпендикуляр n до відрізка ВС теж проõодить через 
ту саму точку Î, ùо é перøі два l і m, адже всі точки, 
які рівновіддалені від точок В і С, належать пряміé n).

Чи може існувати інøе коло, яке теж проõодить 
через точки А, В, С? — Ні, не може, адже éого центр 
неодмінно мав áи належати прямим l і m, а ці прямі 
перетинаþться лиøе в одніé точці Î. Тоді é радіус 
ÎА, як відстань між двома цілком визначеними точ-
ками, визначається однозначно. 
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Отже, доведено таку теорему.

теорема 
(про задання êола трьома точêами).

Іñíóº ºäиíå êîëî, ÿêå ïðîõîäиòь чåðåç òðи 
çàäàí³ òîчêи, щî íå ëåæàòь íà îäí³é ïðÿì³é. 

Важливим наслідком із ціє¿ теореми є можливість 
описати коло навколо áудь-якого трикутника.

означення. 
Коло називається îïиñàíиì навколо трикут
ника, а трикутник — відповідно, âïиñàíиì 
у коло, якщо це коло проходить через усі 
вершини трикутника. 

теорема 
(про існóвання і єдиність êола, описаного навêоло 
триêóтниêа). 

Нàâêîëî бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà ìîæíà îïиñà
òи êîëî, ïðичîìó ºäиíå. Цåíòðîì цьîãî êîëà 
º òîчêà ïåðåòиíó ñåðåäиííиõ ïåðïåíäиêóëÿð³â 
äî ñòîð³í òðиêóòíиêà (див. рис. 4.66).

розв’язуємо разом

Задача.
Довести, ùо центром кола, описаного навколо 
прямокутного трикутника, є середина гіпотенузи.

Розв’язання. Неõаé маємо прямокутниé три-
кутник АВС з прямим кутом С, Î — середина гіпо-
тенузи АВ (рис. 4.67). Ïроведемо коло з центром Î 
і радіусом ÎА. Відомо, ùо це коло, якùо éого взяти 
áез точок А і В, є геометричним місцем точок, з якиõ 
відрізок АВ видно під прямим кутом (геометрич-
ним місцем точок Фалеса). Отже, верøина прямого Ðèñ. 4.67
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кута С лежить на ньому. Тому це коло є описаним 
навколо трикутника АВС. À оскільки описане коло — 
єдине, то цим твердження задачі доведено.

Із твердження ціє¿ задачі випливає такиé наслідок: 

ìåä³àíà ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, ïðîâåäåíà 
äî ã³ïîòåíóçи, äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи, 
îòæå, º ðàä³óñîì îïиñàíîãî êîëà.

Вправи і задачі

 531°. На якому з рисунків 4.68, а) – г) зображене коло, описане навколо трикутника?

 532°. Накресліть коло з радіусом 3,5 см, а потім який-небудь трикутник, вписаний 
у це коло. Як вписати у коло прямокутний трикутник?

 533°. Накресліть рівнобедрений трикутник з основою 5 см і з кутами при основі 
по 75°, а потім опишіть навколо нього коло. Що можна стверджувати про 
розміщення центра цього кола?

 534°. Виконайте завдання попередньої вправи для рівнобедреного трикутника 
з бічною стороною 3 см і кутом при вершині 120°.

 535°. Побудуйте прямокутний трикутник з катетами 3 см і 4 см, а потім опишіть 
навколо нього коло. Де розміщується його центр?

 536. Два населених пункти A і B розташовані по різні боки від річки. В якому місці 
потрібно побудувати міст через річку, аби він був однаково віддалений від 
населених пунктів?

Ðèñ. .684
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 537. Позначте точку А і побудуйте відрізок à завдовжки 2,5 см. Знайдіть і побу-
дуйте геометричне місце центрів кіл з радіусом R, що дорівнює відрізку à, 
які проходять через точку A.

 538. Позначте дві точки А і В. Знайдіть і побудуйте геометричне місце центрів кіл, 
які проходять через ці точки.

 539. Накресліть трикутник АВС. Знайдіть і побудуйте точку, рівновіддалену від 
усіх вершин цього трикутника. Чи завжди є така точка?

 540. Позначте три точки. Знайдіть і побудуйте точку, рівновіддалену від цих точок. 
Чи завжди є така точка? У якому випадку задача не має розв’язків?

 541. Навколо рівнобедреного трикутника АВС з основою 
ВС описано коло з центром О (рис. 4.69). Визначте 
кут ВАС, якщо кут ВОС дорівнює 100°.

 542. Доведіть, що центр кола, описаного навколо рів-
нобедреного трикутника, належить прямій, яка 
містить медіану, проведену до основи трикутника.

 543.  Доведіть, що центр кола, описаного навколо рів-
нобедреного трикутника, належить прямій, яка 
містить бісектрису, проведену до основи трикут-
ника.

 544.  Доведіть, що центр кола, описаного навколо рів-
ностороннього трикутника, збігається з точкою 
перетину його бісектрис.

 545.  Доведіть, що коли центр кола, описаного навколо трикутника, збігається 
з точкою перетину його медіан, то цей трикутник — рівносторонній.

 546. У трикутнику центр описаного кола належить висоті. Доведіть, що цей три-
кутник — рівнобедрений.

 547. Чи буде висота рівнобедреного трикутника, проведена до основи, геометрич-
ним місцем точок, рівновіддалених від кінців основи?

 548. Із середини відрізка проведено промінь, перпендикулярний до цього відрізка. 
Чи буде він геометричним місцем точок, рівновіддалених від кінців відрізка?

 549. Дано кут і дві точки A і B. На сторонах кута знайдіть точки, рівновіддалені від 
точок A і B.

 550•. Чи буде пряма, на якій лежить медіана трикутника, геометричним місцем 
точок, рівновіддалених від кінців основи?

 551•. Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 6 см, а кут при основі — 
30°. Визначте радіус кола, описаного навколо цього трикутника.

 552•. У трикутнику центр описаного кола належить медіані. Доведіть, що цей три-
кутник — рівнобедрений або прямокутний.

Ðèñ. 4.69
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 553•. Доведіть, що коли центр кола, описаного навколо трикутника, належить його 
стороні, то цей трикутник — прямокутний, причому згадана сторона є його 
гіпотенузою.

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

 §26. Взаємне розміщення двох кіл

Якùо два кола на плоùині маþть три спільні точки, 
то, за теоремоþ про задання кола трьома точками, вони 
зáігаþться. Отже, можна передáачити, ùо два різні кола 
можуть мати аáо дві спільні точки, аáо одну, аáо жодно¿.

Неважко переконатися, ùо кожна із циõ мож ли-
вос теé справді може реалізовуватися.

Якùо на серединному перпендикулярі до відрізка 
АВ візьмемо дві які-неáудь точки Î

1
, Î

2
 (рис. 4.70), то 

два кола із центрами у циõ точкаõ і з радіусами Î
1
А 

та Î
2
А матимуть лиøе дві спільні точки А і В. 

означення. 
Про кола, які мають дві спільні точки, кажуть, 
що вони перетинаються.

Як випливає з нерівностеé трикутника, у випадку 
перетину двоõ кіл, і тільки в цьому разі, відстань Î

1
Î

2
 

між ¿õніми центрами менøа від суми радіусів R і r, 
але áільøа за ¿õнþ різницþ:
 R + r > Î

1
Î

2
 > R – r.

Якùо, далі, на якіé-неáудь пряміé Î
1
Î

2
 візьмемо 

довільну точку А і проведемо два кола з центрами Î
1
, 

Î
2
 і радіусами Î

1
А = R та Î

2
А = r (рис. 4.71 і 72), то 

ці кола матимуть лиøе одну спільну точку А. 
Справді, припустимо, ùо існує ùе якась спільна точка 

В. Зрозуміло, ùо вона не може лежати на пря міé Î
1
Î

2
, 

áо тоді, маþчи дві спільні діаметрально проти лежні точки 
А і В, оáидва кола зáігалися á, отже, зáігалися á і ¿õні 
центри Î

1
, Î

2
. В такому разі, за наслідком з нерівності 

трикутника: Î
2
В > |Î

1
Î

2
 – Î

1
В|	=	|Î

1
Î

2
 – R|. Якùо 

маємо ситуаціþ, зоáражену на рис. 4.71, то Î
1
Î

2
 =	

O1

A B

O2

Ðèñ. 4.70
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= Î
1
А + Î

2
А = R + r. І тоді Î

2
В > r. Якùо ж маємо си-

туаціþ, зоáражену на рис. 4.72, то Î
1
Î

2
 = Î

1
А − Î

2
А =	

	= R – r. І тоді так само Î
2
В > r. À це означає, ùо 

в жодному із циõ випадків точка В не належить 
другому колу (причому, в перøому випадку одне 
коло лежить ззовні інøого, а в другому — всередині 
інøого). Одержана суперечність свідчить про те, ùо 
поáудовані кола справді маþть єдину спільну точку А.

означення. 
Про кола, які мають лише одну спільну точку, 
кажуть, що вони дотиêаються у цій точці, 
а сама ця точка називається точêою дотиêó. 

Êола можуть дотикатися зовніøньо, як показано на 
рис. 4.71, аáо внóтріøньо, як показано на рис. 4.72. 
В оáоõ випадкаõ точка дотику А лежить на пряміé Î

1
Î

2
, 

ùо сполучає ¿õні центри (так званіé лінії центрів), 
а пряма, ùо проõодить через цþ точку і пер пендикулярна 
до ліні¿ центрів Î

1
Î

2
, є спільноþ дотичноþ до оáоõ кіл. 

Ó випадку зовніøнього дотику кола розміùуþться по 
різні áоки від спільно¿ дотично¿, а у випадку внутріøнього 
дотику — з одного áоку від не¿.

Неважко довести, ùо завжди, коли кола дотикаþть-
ся зовніøньо (рис. 4.71), то відстань Î

1
Î

2
 між ¿õніми 

центрами дорівнþє сумі радіусів: 
 Î

1
Î

2
 = R + r,

а якùо внутріøньо (рис. 4.72), — то різниці радіусів: 
 Î

1
Î

2
 = R – r.

Неõаé тепер два кола розміùені так, ùо відстань 
Î

1
Î

2
 між ¿õніми центрами áільøа за суму радіусів 

R + r (рис. 4.73): 
 Î

1
Î

2
 > R + r.

Зрозуміло, ùо спільні точки циõ кіл не можуть ле-
жати на ліні¿ центрів Î

1
Î

2
. Ïрипустимо, ùо існує якась 

спільна точка Ì поза цієþ прямоþ. Тоді, за наслідком 
з нерівності трикутника, Î

2
М > |Î

1
Î

2
 – Î

1
М|	= Î

1
Î

2
 – R. 

Отже, Î
2
М > r, а тому точка М не може належати 

другому колу. Одержана суперечність свідчить про те, 
ùо в цьому разі кола не перетинаþться, причому всі 
точки одного коло лежать ззовні інøого.

rR

O1
O2

A

A�

M

Ðèñ. 4.73

П’єро Форназетті  
(1913–1988). 

Вгорі: Два круги з обличчями. 
Внизу: Півмісяць
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 Àналогічно можна показати, ùо коли відстань Î
1
Î

2
 

між центрами двоõ кіл áуде менøоþ від різниці ¿õніõ 
радіусів (рис. 4.74):
 Î

1
Î

2
 < R – r,

то кола теж не перетинатимуться, причому коло з мен-
øим радіусом лежатиме всередині кола з áільøим 
радіусом. Ця ситуація, зокрема, õарактерна для так 
званиõ êонцентричних кіл — кіл зі спільним центром 
(рис. 4.75). 

Ïідсумовуþчи, маємо такі умови взаємного розмі-
ùення двоõ кіл з радіусами R і r, відстань між центрами 
якиõ дорівнþє Î

1
Î

2
:

1) якùо Î
1
Î

2
 > R + r, то кола не перетинаþться 

і од не з ниõ лежить ззовні інøого;
2) якùо Î

1
Î

2
 = R + r, то кола дотикаþться зов-

ніøньо;
3) якùо R – r < Î

1
Î

2
 < R + r (R > r), то кола пере-

тинаþться;
4) якùо Î

1
Î

2
 = R – r (R > r), то кола дотикаþться 

внут ріøньо;
5) якùо Î

1
Î

2
 < R – r (R > r), то кола не пере-

тинаþться і одне з ниõ лежить всередині інøого; 
зокрема, при d = 0 кола є концентричними.

Вправи і задачі

 554°. Зобразіть за допомогою креслярських інструментів різні можливі випадки 
взаємного розміщення двох кіл з радіусами 2 см і 3 см. Якою є відстань між 
центрами цих кіл у кожному випадку?

 555°. Відстань між центрами двох кіл дорівнює 8 см. Визначте взаємне розміщення 
цих кіл, якщо їхні радіуси дорівнюють: 

  а) 3 см і 4 см;  б) 7 см і 5 см;  в) 9 см і 2 см;  г) 9 см і 1 см; 
  ґ) 3 см і 5 см;  д) 12 см і 3 см.
 556°. Радіуси двох кіл дорівнюють 5 см і 9 см. Визначте відстань між їхніми цен-

трами, якщо кола дотикаються одне до одного: а) зовнішньо; б) внутрішньо.
 557°. Яким є взаємне розміщення двох кіл, якщо:
  а) радіуси кіл дорівнюють 8 см і 2 см, а відстань між їхніми центрами — 10 см;

Ðèñ. 4.74
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  б) радіуси кіл дорівнюють 11 см і 7 см, а відстань між їхніми центрами — 4 см;
  в) діаметри кіл дорівнюють 32 см і 8 см, а відстань між їхніми центрами — 

20 см;
  г) діаметри кіл дорівнюють 42 см і 26 см, а відстань між їхніми центрами — 8 см?
 558°. Визначте радіуси двох концентричних кіл, якщо діаметр більшого кола ді-

литься меншим колом на три частини, які дорівнюють 9 см, 12 см і 9 см.
 559. Два кола з центрами О1 і О2 перетинаються в точках А і В. Доведіть, що пряма 

АВ перпендикулярна до прямої О1О2. 
 560. Два кола з центрами О1 і О2 перетинаються в точках А і В. Доведіть, що 

промінь О1О2 є бісектрисою кута АО1В, а промінь О2О1 — бісектрисою кута 
АО2В.

 561. Доведіть, що коли два кола дотикаються (зовнішньо або внутрішньо), то точка 
їхнього дотику лежить на лінії центрів.

 562. Спільна точка A двох кіл із центрами O1 і O2 лежить на прямій O1O2. Доведіть, 
що ці кола дотикаються одне до одного в точці A.

 563. Два кола дотикається зовнішнім чином. Їхні радіуси відносяться, як 2 : 3. 
Визначте радіуси кіл, якщо відстань між їхніми центрами  дорівнює 10 см.

 564. Три кола з радіусами 2 см, 3 см і 4 см зовнішньо попарно дотикаються одне 
до одного. Визначте периметр трикутника з вершинами у центрах цих кіл.

 565. Знайдіть геометричне місце центрів кіл із радіусом R, що дотикаються до 
даного кола з радіусом r.

 566•. Три кола зовнішньо попарно дотикаються одне до 
одного ззовні. Відстані між центрами цих кіл дорів-
нюють 6 см, 7 см і 9 см. Визначте радіуси цих кіл.

 567•. На рис. 4.76 кола з центрами О1, О2 дотикаються 
зовнішньо у точці А, АМ і ВС — їхні спільні дотичні. 
Доведіть, що кут О1МО2 — прямий.

 568•. Два рівних круги, що дотикаються один до одно-
го, внутрішньо дотикаються до третього круга. 
Сполучивши їхні центри, дістанемо трикутник з пе-
риметром 18 см. Визначте радіус більшого круга. Ðèñ. 4.76
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 §27. Коло, вписане у трикутник

Êоло дотиêається до відрізка, якùо воно доти-
ка ється до прямо¿, яка містить цеé відрізок, а точка 
дотику належить цьому відрізку (рис. 4.77, а). 

Àналогічно означається дотик кола до променя 
(рис. 4.77, á).

Êоло називається вписаним ó êóт, якùо воно 
дотикається до оáоõ сторін цього кута (рис. 4.77, в). 
Таке розміùення ôігур дістанемо, наприклад, якùо 
з деяко¿ зовніøньо¿ точки кола проведемо до кола 
дві дотичні.

означення. 
Коло називається âïиñàíиì ó òðиêóòíиê, 
а трикутник — відповідно, описаним навко
ло кола, якщо коло дотикається до всіх сторін 
трикутника (рис. 4.77, г).

Основна мета цього параграôа полягає у тому, 
ùоá з’ясувати, як знаéти центр і радіус кола, 
вписаного у заданиé трикутник. Ïри цьому ми áудемо 
враõовувати таку очевидну річ: якùо коло вписане 
у трикутник, то воно вписане і в кожниé з éого 
кутів. Тому для розв’язання поставленого завдання 
потріáно спочатку дослідити питання про розміùення 
кіл, вписаниõ у кут.

теорема 
(про геометричне місце центрів êіл, вписаних ó êóт).

Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì цåíòð³â ê³ë, âïиñàíиõ 
ó êóò, º б³ñåêòðиñà цьîãî êóòà.

Доведення. Доведемо спочатку, ùо кожна точка 
Q áісектриси АF кута À є центром кола, вписаного 
в цеé кут А (рис. 4.78). Для цього проведемо 
перпендикуляри QМ і QN до сторін кута. Дістанемо 
прямокутні трикутники АМQ і АNQ зі спільноþ 
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гіпотенузоþ АQ і рівними гострими кутами МАQ 
і NАQ. Оскільки ці трикутники рівні між соáоþ, то 
QМ = QN. Отже, коло з центром Q і радіусами QМ 
та QN áуде вписаним у заданиé кут А. 

Доведемо тепер, ùо центри усіõ кіл, вписаниõ 
у заданиé кут А, належать áісектрисі АF цього кута 
(рис. 4.79).

Неõаé Î — центр якого-неáудь одного із вписаниõ 
кіл, В і С — точки éого дотику зі сторонами кута. 
Тоді, за властивістþ дотично¿, ∠АВÎ = ∠АСÎ =	
= 90°. À тому прямокутні трикутники АВÎ і АСÎ 
рівні за катетом (ÎВ = ÎС — як радіуси кола) та 
спільноþ гіпотенузоþ АÎ. З рівності циõ трикутників 
випливає рівність ¿õніõ кутів ÎАВ та ÎАС. Отже, 
АÎ — áісектриса кута А. Теорему доведено.

теорема 
(про існóвання і єдиність êола, вписаного ó три-
êóтниê).

У бóäьÿêиé òðиêóòíиê ìîæíà âïиñàòи êîëî 
³ äî òîãî æ ò³ëьêи îäíå. Цåíòð âïиñàíîãî 
êîëà çб³ãàºòьñÿ ç òîчêîю ïåðåòиíó б³ñåêòðиñ 
òðиêóòíиêà.

Доведення. Неõаé маємо довільниé трикутник 
АВС (рис. 4.80). Геометричним місцем центрів кіл, 
вписаниõ у кут А, є áісектриса цього кута. Так само, 
геометричним місцем центрів кіл, вписаниõ у кут В, 
є áісектриса кута В. Отже, центром кола, вписаного 
одночасно в оáидва кути А і В, є точка Î перетину 
циõ áісектрис. Точка Î неодмінно існує, оскільки 
áісектриса кута А перетинає áудь-якиé відрізок з 
кінцями на сторонаõ цього кута, зокрема, é áісек-
трису кута В.

Оскільки рівними є відстані ÎМ і ÎN від точки 
Î до сторін АВ і АС кута А, а також відстані ÎМ і 
ÎL від точки Î до сторін ВА і ВС кута В, то рівні 
é відстані ÎN та ÎL від точки Î до сторін СА і 
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СВ кута С. Тому рівними є прямокутні трикутники 
СÎN і СÎL, звідки випливає рівність ¿õніõ кутів 
ÎСN та ÎСL. À це означає, ùо точка Î належить 
ùе é áісектрисі третього кута С трикутника АВС, 
тоáто є центром кола, вписаного і в кут С. Оскільки 
коло вписане в кожен із кутів трикутника, то воно 
вписане і в сам трикутник.

Êожна з áісектрис трикутника визначається од-
нозначно, тому однозначно визначається é центр Î 
кола, вписаного трикутник. Однозначно визначається 
é радіус цього кола, оскільки він дорівнþє довжині 
перпендикуляра, опуùеного з точки Î на яку-неáудь 
зі сторін трикутника. Теорему доведено.

Наслідок
(про перетин бісеêтрис триêóтниêа).

Á³ñåêòðиñи òðиêóòíиêà ïåðåòиíàюòьñÿ â îä
í³é òîчц³.

розв’язуємо разом

Задача. 
Довести, ùо відстань від верøини А трикутника до 
áлижчиõ від не¿ точок Ê, L дотику вписаного кола 
дорівнþє різниці між півпериметром р трикутника 
і стороноþ а, протилежноþ до верøини А: 
АÊ = р − а (рис. 4.81).

Розв’язання. Неõаé М — точка дотику сторони 
а. Тоді, за властивістþ дотичниõ, АÊ = АL, ВÊ = ВМ, 
СL = СМ. Тому 2р = АВ + ВС + АС = 2АÊ + 2ВМ +	
+ 2СМ = 2АÊ + 2(ВМ + СМ) = 2АÊ + 2а. Звідси р =	
= АÊ + а, отже, АÊ = р − а, ùо é треáа áуло довести.

K
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B M C
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Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

1. Про геометричне місце точок, рівновіддалених від сторін кута

Доведену виùе допоміжну теорему про геометричне 
місце центрів кіл, вписаниõ у кут, інколи áез достат-
нього оáґрунтування ôормулþþть у такому вигляді:

ãåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä 
ñòîð³í êóòà, º б³ñåêòðиñà цьîãî êóòà.

Таке ôормулþвання неточне. Джерелом неточності 
є неналежне оáõодження з поняттям відстані від точки 
до сторін кута.

Взагалі, відстанню від точêи до фігóри нази ваþть 
довжину наéкоротøого з відрізків, ùо сполучаþть цþ 
точку з точками ôігури. 

Неõаé а — промінь, Î — éого початок, М — 
довільна точка плоùини, М

1 — основа перпендикуляра, 
опуùеного з М на пряму, ùо містить промінь а 
(рис. 4.82). Якùо точка М

1  
належить променþ, то 

відстань від точки М до променя дорівнþє довжині 
перпендикуляра ММ

1 
(рис. 4.82, а), як і передáачається 

в наведеному неточному ôормулþванні теореми. Однак 
якùо точка М

1
 не належить променþ (рис. 4.82, á), 

то відстань від М до цього променя уже не дорівнþє 
відрізку ММ

1
, а дорівнþє відстані МÎ від точки М до 

початку променя. Це випливає з того, ùо в цьому разі 
для áудь-яко¿ внутріøньо¿ точки Х променя відрізок МХ 
áуде довøим за відрізок МÎ. Отже, відрізок МÎ áуде 
наéкоротøим з усіõ відрізків, які сполучаþть точку М 
з точками променя а. Справді, кут Î у трикутнику 
МÎХ áуде тупим — як зовніøніé кут прямокутного 
трикутника ММ

1
Î, а тому сторона МХ, ùо лежить 

проти тупого кута, áуде áільøоþ за сторону МÎ.
Взявøи це до уваги, рівновіддаленими від сторін 

кута ВАС (рис. 4.83) потріáно вважати не тільки точ-
ки éого áісектриси АD, а é усі точки М, розміùені 
всередині кута ЕАF, сторони якого перпендикулярні 

O M1
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M

à)

M1
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M
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до сторін кута ВАС. Справді, відстані від кожно¿ тако¿ 
точки М до кожно¿ сторони кута ВАС дорівнþþть 
довжині відрізка МА, тоáто рівні між соáоþ.

Àáи «відсікти» такі рівновіддалені точки, які до 
питання про вписане коло не маþть жодного стосун-
ку, наведене виùе ôормулþвання потріáно уточнити 
вказівкоþ про розміùення точок всередині кута:

Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ðîçì³щåíиõ âñå
ðåäиí³ êóòà ³ ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä éîãî ñòîð³í, º 
б³ñåêòðиñà цьîãî êóòà.

Ó такому вигляді теорема є істинноþ, однак ¿¿ до-
ведення теж потреáує відповідного корегування.

Якùо кут А гостриé аáо прямиé (рис. 4.84), то 
основи перпендикулярів РМ і РN, опуùениõ з áудь-
яко¿ éого внутріøньо¿ точки Р на прямі, ùо містять 
сторони кута, належать цим сторонам. Тому для такиõ 
кутів точки, рівновіддалені від сторін кута, зáігаþться 
із центрами вписаниõ кіл. Отже, у цьому разі видоз-
мінену теорему можна вважати доведеноþ на підставі 
теореми про геометричне місце центрів вписаниõ кіл.

Якùо ж кут А — тупиé (рис. 4.85), то в ньому є é 
такі точки Ê, для якиõ основи перпендикулярів ÊМ, 
опуùениõ на пряму, ùо містить сторону а кута, уже не 
належать ціé стороні (якùо через верøину А провести 
пряму n, перпендикулярну до сторони а, то такі точки 
Ê розміùуþться з того áоку від прямо¿ n, де немає 
точок променя а). Тому відстань від точок Ê до сторони 
а вимірþється не перпендикулярами ÊМ, а відрізками 
ÊА. Однак для такиõ точок Ê відстань ÊN до інøо¿ 
сторони кута b за жодниõ умов не може дорівнþвати 
відстані ÊА, оскільки ÊN — катет, а ÊА — гіпотенуза 
у прямокутному трикутнику ÊNА. Отже, із точок, роз-
міùениõ всередині тупого кута, рівновіддаленими від 
сторін кута можуть áути лиøе такі точки Q, для якиõ 
зазначені основи перпендикулярів належать сторонам. 
À це, як доведено, — точки áісектриси АF.
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2. Про кола, вписані ззовні у трикутник

Êоло, яке дотикається до всіõ сторін три кут ника, 
тоáто є вписаним у трикутник, — одне. Àле цікаво 
розглянути é кола, які до тикаþться до прямиõ, ùо 
містять сторони трикутника, не оáов’язково доти-
каþчись до самиõ éого сторін. Такі кола називаþться 
ззовнівписаними,  оскільки вони розміùуþться ззовні 
трикутника.

Неõаé маємо довільниé трикутник АВС (рис. 4.86). 
Ïокажемо, ùо існує ззовнівписане коло, яке 
дотикається до сторони ВС і до продовжень сторін 
АВ і АС за межі трикутника.

Зрозуміло, ùо таке коло має áути вписаним 
у кут ВАС, а тому éого центр Î1 мусить лежати на 
áісектрисі цього кута. З інøого áоку, це коло має áути 
вписаним у зовніøніé кут СВÊ трикутника, а тому 
éого центр Î

1
 мусить лежати на áісектрисі вже цього 

кута. Отже, Î
1
  — точка перетину вказаниõ áісектрис.

Враõовуþчи властивості áісектрис, Î
1
G = Î

1
Е, а Î

1
Е =	

= Î
1
J, де Î

1
Е, Î

1
G, Î

1
J — перпендикуляри, опуùені 

з точки Î
1
 відповідно на прямі АВ, АС та ВС. Звідси 

випливає рівність усіõ трьоõ циõ перпендикулярів, 
а це é означає, ùо точка Î

1
 є центром øуканого 

ззовнівписаного кола. Ïри цьому, оскільки Î
1
G = Î

1
J, 

то центр Î
1
 належить і áісектрисі зовніøнього кута 

ВСL, тоáто є спільноþ точкоþ áісектриси одного із 
внутріøніõ кутів та двоõ зовніøніõ кутів трикутника 
АВС.
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Àналогічно визначаþться ùе два ззовнівписані 
кола. Отже, загалом для кожного трикутника АВС 
такиõ кіл існує рівно три (рис. 4.87).

Вправи і задачі

 569°. На якому з рис. 4.88, а) – ґ) зображено коло, вписане у трикутник?

 570°. Накресліть гострокутний, прямокутний і тупокутний трикутники, а потім за 
допомогою транспортира, лінійки і циркуля побудуйте кола, вписані у кожний 
з цих трикутників.

 571°. Побудуйте кут з градусною мірою 110°, а потім за допомогою креслярських 
інструментів впишіть у нього два кола.

 572. Усередині трикутника знайдіть точку, рівновіддалену від усіх трьох його сторін. 
Скільки існує таких точок?

 573. Накресліть кут з градусною мірою 70° і впишіть у нього коло з радіусом 2,5 см.
 574. Коло, вписане у рівнобедрений трикутник, ділить його бічну сторону на від-

різки 5 см і 7 см. Визначте периметр трикутника.
 575. Доведіть, що для рівностороннього трикутника центри вписаного й описаного 

кіл збігаються. 
 576. Доведіть, що для рівнобедреного трикутника центр вписаного кола належить 

висоті (медіані), проведеній до основи трикутника.
 577. Побудуйте коло, а потім за допомогою косинця опишіть навколо нього трикут-

ник. Як досягти, щоб описаний трикутник був: прямокутним; рівнобедреним; 
правильним? 

 578. Центр кола, яке перетинає сторони кута, лежить на бісектрисі цього кута 
(рис. 4.89). Доведіть, що таке коло відтинає на сторонах кута рівні відрізки? 
Чи істинне обернене твердження?

Ðèñ. .884
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 579. У трикутнику центр вписаного кола лежить на ме-
діані. Доведіть, що цей трикутник рівнобедрений.

 580. У трикутнику центр вписаного кола лежить на ви-
соті. Доведіть, що цей трикутник рівнобедрений.

 581•. Коло вписане у рівнобедрений трикутник. Доведіть, 
що пряма, яка сполучає точки дотику з бічними 
сторонами, паралельна основі трикутника.

 582•. Доведіть, що коли для трикутника центри вписаного 
й описаного кіл збігаються, то цей трикутник — пра-
вильний.

 583•. Сторони трикутника ABC дорівнюють 5 см, 10 см 
і 11 см. Визначте довжини відрізків, на які ці сторони 
розбиваються точками дотику вписаного кола.

 584•. Знайдіть геометричне місце центрів кіл, які розміщені всередині трикутника 
і дотикаються не менше, ніж до двох його сторін.

 585•. Знайдіть геометричне місце точок, рівновіддалених від двох даних пересічних 
прямих.

 586•. Дано кут і точку M всередині нього. Знайдіть таку точку, яка однаково відда-
лена від обох сторін кута і знаходиться від точки M на даній відстані p.

 587•. Доведіть, що діаметр d кола, вписаного у прямокутний трикутник з катетами 
a і b та гіпотенузою c визначається за формулою: d = a + b – c.

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

 §28. Знаходження кривини довільної плавної лінії

Чим áільøим є радіус кола, тим éого точки, взяті на 
невеликому проміжку, менøе віддаляþться від до-
тично¿ до кола, проведено¿ через середнþ точку цього 
проміжку (рис. 4.90). À якùо радіус кола áуде дуже 
великим, то на доволі великому проміжку воно прак-
тично зливатиметься зі своєþ дотичноþ. Тому, 
зокрема, округлість земно¿ кулі лþдиноþ не помічається. 
Отже, чим áільøиé радіус R кола, тим éого викрив-

леність менøа. Ó зв’язку із цим величину k = 1
R
,  

оáер нену до радіуса, називаþть êривиною кола.
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Цілком природно вважати, ùо на всіõ сво¿õ ділянкаõ 
коло має однакову кривину. Зовсім не так з інøими 
плавними лініями. На одниõ проміжкаõ, як, наприклад, 
на АВ (рис. 4.91), вони «закручуþться» áільøе, тоáто 
маþть áільøу кривину, на інøиõ, як на СD, — менøе, 
тоáто маþть менøу кривину. Інколи важливо вміти 
визначити цþ кривину.

Зокрема, такі задачі виникаþть у ôізиці при реєстраці¿ 
елементарниõ частинок у так званіé камері Вільсона, 
сконструéованіé у 1912 р. англіéським ôі зи ком, Ноáе-
лівсь ким лауреатом Чарльзом Вільсоном (1869–1959). 
Дія камери Вільсона ґрунту ється на конденсаці¿ дріá-
ниõ пузирчиків пари уздовж тра єк торі¿ елементарно¿ 
частинки, ùо пролітає крізь камеру, é утворення у 
такиé спосіá сліду (рис. 4.92). Цеé слід (ôізики éого 
називаþть треком) ôотограôуþть і за éого кривиноþ 
роáлять висновок про енергіþ частинки та про ¿¿ вид.

Для визначення кривини ліні¿ на певніé ділянці, цþ 
ділянку наáлижено замінþþть частиноþ кола. À для 
цього на ніé áеруть три точки А, В, С і про водять 
сере динні перпендикуляри до відрізків АВ і ВС 
(рис. 4.93). Точка Î перетину циõ серединниõ 
перпендикулярів áуде центром кола-замінника, а éого 
радіусом R = ÎА, отже, наáлижено визначиться 
кривина k ліні¿ на взятіé ділянці — за ôормулоþ: 

k
R

= 1 .

A

B

C

D
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 §29. Геометричні побудови за допомогою  
лінійки і циркуля (прямих і кіл)

Як ви вже знаєте, геометричною фігóрою нази-
вається áудь-яка множина точок. Ïроте про ôігури, 
складені з точок õаотично, áез системи, нічого пев-
ного é не скажеø. Для того, аáи стати предметом 
вивчення у геометрі¿, ôігуру потріáно означити.

Означення геометричниõ ôігур áуваþть двоõ видів: 
êонстрóêтивні та описові.

Ó конструктивниõ означенняõ áезпосередньо вка-
зується, як можна поáудувати означувану ôігуру. 
Наприклад, коли ми означуємо прямиé кут як такиé, 
ùо дорівнþє 90°, то цим ôактично вказуємо é на 
спосіá поáудови прямого кута за допомогоþ тран-
спортира. Це — приклад конструктивного означен-
ня. Êонструктивними також є означення суміжниõ 
та вертикальниõ кутів, різниõ видів трикутників, 
залежно від величини ¿õніõ кутів, елементів трикут-
ника — áісектриси, медіани і висоти, елементів 
кола — радіуса, õорди, діаметра.

На противагу цьому, в описовиõ означенняõ ука-
зуþться властивості, які повинна мати означувана 
ôігура, однак не вказується спосоáу ¿¿ поáудови. 
Наприклад, означення дотично¿ до кола як прямо¿, 
яка має з колом лиøе одну спільну точку, є описо-
вим, оскільки у ньому зазначається властивість, яку 
повинна мати дотична пряма, однак не вказується 
спосоáу ¿¿ поáудови. Інøими відомими вам прикла-
дами є означення паралельниõ прямиõ, як такиõ, ùо 
не маþть спільниõ точок, різниõ видів трикутників, 
залежно від величини ¿õніõ сторін, описаного та 
вписаного кіл.

Осоáливістþ описовиõ означень є те, ùо у ниõ 
наперед невідомо, за якиõ умов означувана ôігура 
існує і навіть достеменно невідомо, чи існує вона 

Геометричні інструменти, 
особливо циркуль, здавна 
чинили на людину, яка 

прагне до пізнання, особли-
ву магічну дію. Це добре 

знали художники й графіки 
минулого, які часто розмі-

щували ці атрибути на своїх 
картинах та гравюрах.

Йос ван Вассенхове  
(Юстус з Гента).  

Евклід, близько 1474.

Олексій Бельський.  
Уранія (муза астрономії). 

1756 р.

Урок 
41-42
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взагалі. Наприклад, за аналогієþ з означенням кола, 
вписаного у трикутник, можна сôормулþвати описо-
ве означення кола, вписаного у прямокутник — як 
кола, ùо дотикається до усіõ сторін прямокутника. 
Àле такого кола не існує: коло може дотикатися ùо-
наéáільøе до трьоõ із чотирьоõ сторін прямокутника 
(рис. 4.94). 

ªдиним спосоáом переконатися в існуванні ôігури 
за ¿¿ описовим означенням є поáудова. 

Àле якими інструментами можна користуватися? 
Досі таке питання у нас навіть не виникало: ùо 

áуло під руками, тим і користувалися — лініéками, 
косинцями, циркулями, транспортирами, можливо, 
навіть, øаáлонами… Не осоáливо задумувалися і над 
тим, які ж елементарні операці¿ з цими інструмента-
ми можна виконувати. Наприклад, чи можна вважа-
ти лініéку «двосторонньоþ» чи «односторонньоþ», 
інакøе кажучи, чи можна з ¿¿ допомогоþ проводити 
паралельні прямі, чи ні? Якоþ має áути довжина 
ціє¿ лініéки, тоáто наскільки можуть áути віддалені 
точки, аáи через ниõ можна áуло провести пряму? 
Àáо: чи áудь-які відрізки можна відкладати з допо-
могоþ лініéки, а чи тільки ті, які вдається виміряти 
з допомогоþ нанесено¿ на не¿ міліметрово¿ øкали? 
Àналогічні запитання стосуþться é інøиõ інстру-
ментів. Наприклад, чи можна за допомогоþ циркуля 
«переносити» відрізки, а чи це неодмінно потріáно 
роáити за допомогоþ лініéки? Àáо: чи можна за до-
помогоþ транспортира проводити коло? 

Для теоретично¿ геометрі¿ такі невизначеності 
неприпустимі. Так само, як при доведенні теорем 
можна користуватися лиøе заôіксованим наáором 
основниõ ôактів (аксіом), так і в геометричниõ по-
áудоваõ використання інструментів регламентується 
чітким переліком основниõ поáудов. Фундатори гео-
метрі¿, які жили ùе в античну епоõу, заклали тради-
ціþ виконувати геометричні поáудови за допомогоþ 

Ñимволічне зображення 
сузір’я «Циркуль» з атласу 
«Уранологія» німецького 
астронома Йоганна Боде 

(1801 р.). Ñузір’я знаходить-
ся у Південній частині неба 
і тому невидиме у Північній 
півкулі. Його назву у 1752 р. 
запропонував французький 

астроном Íікола Луї 
Лакайль (1713–1762) на 
відзначення виняткового 
значення циркуля в науці. 

Ðèñ. .944
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проведення прямиõ і кіл, тоáто лініéкоþ і циркулем. 
Ïри цьому вони відповідним чином «ідеалізували» 
ці інструменти. À саме, у геометрі¿ вважається, ùо:

1) за допомогоþ лініéки можна провести пряму 
через бóдь-яêі дві точки плоùини;

2) за допомогоþ циркуля можна провести коло 
з центром у бóдь-яêій точці плоùини і з радіусом, 
якиé дорівнþє бóдь-яêомó заданому відрізку.

Отже, «ідеальність» лініéки полягає у тому, ùо 
вона, по-перøе, нескінченна, тоáто дає змогу áез 
ùонаéменøиõ відõилень проводити прямі через дві 
точки, навіть як завгодно віддалениõ одна від одно¿; 
по-друге, — лініéка «одностороння», по-третє, вона 
не має øкали для вимірþвання відрізків.

«Ідеальність» циркуля полягає у тому, ùо він 
дає змогу проводити кола з центрами у áудь-якіé 
точці плоùини і з як завгодно великими чи малими 
радіусами.

Æодниõ інøиõ операціé, крім зазначениõ, у гео-
метричниõ поáудоваõ циркулем і лініéкоþ роáити не 
можна. Наприклад, за допомогоþ лініéки не можна 
відкладати відрізки, ùо дорівнþþть заданим, на-
приклад, позначаþчи олівцем ¿õніõ довжин на краþ 
лініéки. Не можна проводити дотичні до кола, спільні 
дотичні до двоõ кіл тоùо. À за допомогоþ циркуля 
не можна провести кола, ùо дотикається до задано¿ 
прямо¿ чи до інøого кола, підáираþчи «на око» центр 
аáо радіус.

Виконати поáудову ôігури із заданими власти-
востями означає вêазати послідовність (алгоритм) 
із указаниõ виùе двоõ åëåìåíòàðíиõ ïîбóäîâ, 
після виконання якиõ áуде отримано цþ ôігуру, а 
також довести, ùо поáудована ôігура справді має 
потріáні властивості. Ïри цьому саме ілþструван-
ня поáудов за допомогоþ реальниõ креслярськиõ 
інструментів у геометрі¿ носить допоміжниé, сõема-
тичниé õарактер. Головне — це алгоритм і доведення. 

Ґеорґ Гловер.
Геометрія (1630 р.)
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З максимальноþ точністþ поáудови виконуþть лиøе 
у застосуванняõ геометрі¿, наприклад, у кресленні чи 
інженерніé граôіці.

До îñíîâíиõ ïîбóäîâ відносять: відкладання 
відрізків і кутів, поáудову трикутника за трьома 
сторонами, поділ відрізків і кутів навпіл, а також 
проведення перпендикулярниõ прямиõ. Розглянемо 
детально ці поáудови.

Побудова 1.
На заданому промені від éого початку відкласти 
відрізок, рівниé даному відрізку. 

Розв ’язання .  Неõаé задано промінь ÎХ та 
відрізок а (рис. 4.95) і потріáно на промені ÎХ від 
éого початку Î відкласти відрізок, рівниé відрізку а.

За допомогоþ циркуля áудуємо коло з центром O 
і радіусом OC = а; неõаé А — точка éого перетину 
з променем ÎХ (інøа точка В перетину прямо¿ ÎХ 
з проведеним колом не належатиме променþ ÎХ). 
Оскільки пряма ÎХ проõодить через центр Î кола, то 
ÎА — éого радіус. Тому ÎА = OC = а. Отже, відрі-
зок ÎА — øуканиé: він відкладениé на промені ÎХ 
від éого початку Î і дорівнþє заданому відрізку а.

Побудова  2.
Від дано¿ півпрямо¿ відкласти кут, рівниé заданому 
нерозгорнутому куту.

Розв’язання. Неõаé дано нерозгорнутиé кут А 
і півпряму OM (рис. 4.96), а потріáно від півпрямо¿ 
ÎМ відкласти кут, рівниé куту А, тоáто поáудувати 
кут В

1
ÎС

1
, одна зі сторін якого належить півпряміé 

ÎМ, а éого величина дорівнþє величині кута А.
За допомогоþ циркуля áудуємо два кола рівниõ 

радіусів, одне з центром А, інøе — з центром Î 
(рис. 4.97). Неõаé В, С — точки перетину перøого 
кола зі сторонами кута А, В

1  
— точка перетину 

другого кола з півпрямоþ ÎМ. 
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За допомогоþ лініéки проводимо відрізок ВС, 
а потім за допомогоþ циркуля — коло з центром В

1
 

і радіусом ВС. Неõаé С
1
, С

2 
— точки перетину цього 

кола з раніøе поáудованим колом із центром Î. Тоді 
кути В

1
ÎС

1 
і В

1
ÎС

2 
— øукані.

Це випливає з того, ùо оáидва трикутники ÎВ
1
С

1 

і ÎВ
1
С

2
 рівні трикутнику АВС за трьома сторонами. 

Тому é кути В
1
ÎС

1  
та В

1
ÎС

2  
циõ трикутників рівні 

відповідному ¿м куту А трикутника АВС.
Один із поáудованиõ кутів лежить з одного áоку 

від півпрямо¿ ÎМ, а інøиé — з інøого.

Зàóâàæåííÿ. В реальніé креслярськіé практиці для 
áільøо¿ прозорості рисунка зоáраження допоміжниõ 
кіл як правило оáмежуþть невеличкими дугами (за-
січками). Наприклад, у розглянутіé ùоéно поáудові 
замість повниõ кіл із центрами Î і В

1
 (див. рис. 4.97) 

кресляр оáмежується дугами (рис. 4.98). Ïроте 
у геометрі¿ відповідноþ елементарноþ поáудовоþ 
є по áудова саме кола, а не дуги. Тому правильніøе 
áудувати повні кола, а не оáмежувати ¿õ засічками.

Побудова 3.
Ïоáудувати трикутник за трьома даними сторонами.

Розв’язання. Неõаé дано три відрізки a, b, c 
(рис. 4.99) і потріáно поáудувати трикутник, сторони 
якого дорівнþþть цим відрізкам.

За допомогоþ лініéки áудуємо довільну пряму l. На 
пряміé l від áудь-яко¿ точки A на áудь-якому з променів 
з початком A відкладаємо відрізок АВ, ùо дорівнþє 
одному із заданиõ відрізків, наприклад, с — як опи-
сано у поáудові 1) (рис. 4.100). Ïотім за допомогоþ 
циркуля проводимо два кола, одне — з центром А 
і радіусом b, інøе — з центром В і радіусом a. Якùо 
ці кола перетнуться і С, С

1 
— точки ¿õнього перетину, 

то трикутники АВС і АВС
1
 áудуть øуканими. 

Справді, наприклад, для трикутника АВС сторо-
на АВ дорівнþє відкладеному від точки А відрізку 
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с, а сторони  АС і ВС  — радіусам проведениõ кіл, 
тоáто а і b. 

Óмовоþ існування трикутника зі сторонами a, b 
і c є виконання нерівностеé трикутника. Наприклад, 
сторона с повинна áути менøоþ від суми a + b 
і áільøоþ від різниці b – a сторін a і b. Якùо ці 
умови виконуþться, то проведені кола з центрами 
А і В перетнуться, а отже, трикутники АВС і АВС

1
 

із заданими сторонами a, b і c існуватимуть. Якùо 
ж зазначені умови не виконуþться, то поáудовані 
кола не перетнуться (рис. 4.101, а, á) і трикутника 
зі сторонами a, b і c не існуватиме.

Побудова 4.
Заданиé нерозгорнутиé кут поділити навпіл. 
Інакøе кажучи: поáудувати áісектрису заданого 
нерозгорнутого кута.

Р о з в ’ я з а ння .  Неõаé потріáно поáудувати 
áісектрису кута Î (рис. 4.102). За допомогоþ цирку-
ля проведемо яке-неáудь коло з центром Î. Неõаé А 
і В — точки перетину цього кола зі сторонами кута. 
Ïроведемо ùе два кола з тим самим радіусом ÎА — 
з центрами А і В. Однієþ точкоþ ¿õнього перетину 
áуде точка Î. Неõаé С — інøа точка перетину. Тоді 
промінь ÎС — øукана áісектриса.

Справді, трикутники ÎАС і ÎВС рівні за трьома 
сторонами. Тому рівними є ¿õні кути АÎС та ВÎС, ùо 
лежать проти рівниõ сторін АС і ВС. À це é означає, 
ùо ÎС — áісектриса кута А.

Заóваження. Бісектриса ÎС належить серединному 
перпендикуляру до відрізка АВ. Це випливає з того, 
ùо áісектриса кута Î рівноáедреного трикутника ÎАВ 
є одночасно медіаноþ é висотоþ цього трикутника. 
Тому поáудову точки С øукано¿ áісектриси ÎС можна 
проводити é за допомогоþ інøиõ кіл з центрами А і В, 
наприклад, з радіусом, ùо дорівнþє довжині відрізка 
АВ (рис. 4.103).
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Вправи і задачі

  Усі вказані тут побудови, окрім тих, що окремо обумовлені, потрібно викону-
вати за допомогою проведення прямих і кіл (лінійкою і циркулем).

 588°. Дано точку A і відрізок p. Побудуйте точку, яка знаходиться від точки A на 
відстані, що дорівнює довжині відрізка p . Скільки розв’язків має ця задача?

 589°. Дано пряму a, точку A, яка їй не належить, і відрізок p. Побудуйте на пря-
мій a таку точку, яка віддалена від точки A на відстань, що дорівнює довжині 
відрізка p. Скільки розв’язків може мати ця задача?

 590°. Накресліть за допомогою косинця прямий кут, а потім за допомогою циркуля 
і лінійки побудуйте рівний йому кут.

 591°. Накресліть за допомогою транспортира тупий кут, а потім за допомогою 
циркуля і лінійки побудуйте рівний йому кут.

 592°. Побудуйте рівносторонній трикутник за даною стороною a.
 593°. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою b і бічною стороною a.
 594°. Накресліть за допомогою косинця прямий кут, а потім за допомогою циркуля 

і лінійки побудуйте його бісектрису.
 595. Побудуйте трикутник за стороною і прилеглими до неї кутами.
 596. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою і кутом при основі.
 597. Побудуйте рівнобедрений трикутник за бічною стороною і кутом між бічними 

сторонами.
 598. Побудуйте в зошиті фігури, рівні зображеним на 

рис. 4.104, а) – б).
 599. Дано трикутник. Побудуйте точку перетину його 

бісектрис.
 600. Побудуйте кут 60°, а потім проведіть його бісектрису.
 601. Побудуйте кути 30°, 15° і 120°.
 602. Даний кут поділіть на 4 рівні частини.
 603•. Побудуйте трикутник за двома сторонами і медіа-

ною, проведеної до більшої з них.
 604•. За даними двома гострими кутами трикутника по-

будуйте його третій кут.
 605•. За кутом при основі рівнобедреного трикутника 

побудуйте кут між його бічними сторонами.
 606•. За кутом між бічними сторонами рівнобедреного 

трикутника побудуйте його кут при основі.

à)

á)

Ðèñ. 4.104
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Побудова 5.
Заданиé відрізок поділити навпіл.

Розв’язання. Неõаé дано відрізок АВ, якиé по-
тріáно поділити навпіл (рис. 4.105).

За допомогоþ циркуля проводимо два кола, радіуси 
якиõ дорівнþþть відрізку АВ: одне з центром А, інøе — 
з центром В. Неõаé С

1
, С

2  
— точки перетину циõ кіл.

За допомогоþ лініéки проводимо пряму С
1
С

2
 і зна-

õодимо точку М ¿¿ перетину з прямоþ АВ. Точка 
М — øукана середина відрізка АВ.

Справді, точки С
1
, С

2
 рівновіддалені від точок А, 

В, оскільки відстані АС
1
 і ВС

1
, а також АС

2 
і ВС

2 

дорівнþþть радіусам поáудованиõ кіл. Отже, ці точки 
належать серединному перпендикуляру до відрізка 
АВ. Висота С

1
М у рівноáедреному трикутнику С

1
АВ 

є é медіаноþ. Тому АМ = МВ.

Заóваження. Замість кіл з радіусами АВ можна 
áуло проводити кола з áудь-якими інøими рівними 
радіусами і з тими самими центрами А і В (рис. 4.106), 
аáи тільки вони перетиналися. À перетинатися вони 
áудуть тоді, якùо ¿õні радіуси áудуть áільøими за 
половину відрізка АВ, зокрема, — áільøими за сам 
цеé відрізок АВ.

Побудова 6.
Через точку, задану на пряміé, провести пряму, 
перпендикулярну до ціє¿ прямо¿.

Розв’язання. Неõаé потріáно через точку М 
прямо¿ l провести перпендикуляр до ціє¿ прямо¿ 
(рис. 4.107).

За допомогоþ циркуля проведемо яке-неáудь коло 
з центром М; неõаé А, В — точки éого перетину 
з прямоþ l.

Далі за допомогоþ циркуля проведемо два кола 
цент рами А і В, радіуси якиõ дорівнþþть АВ. 
Неõаé С

1
, С

2
 — точки ¿õнього перетину. Тоді пряма 

С
1
С

2
 — øукана.

A
M B

C1

C2

Ðèñ. .4 105
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Справді, оскільки кожна з точок С
1
, С

2
 рівновід-

далена від точок А і В, то пряма С
1
С

2
 — серединниé 

перпендикуляр до відрізка АВ. Вона перпендикулярна 
до цього відрізка (отже, é до прямо¿ l) і проõодить 
через éого середину, тоáто через точку М.

Побудова 7.
Через точку, розміùену поза прямоþ, провести 
пряму, перпендикулярну до ціє¿ прямо¿.

Розв’язання. Неõаé через точку N, задану поза 
прямоþ l, потріáно провести пряму, перпендику лярну 
до прямо¿ l (рис. 4.108).

Візьмемо яку-неáудь точку M, ùо лежить з інøого 
áоку від прямо¿ l, ніж точка N, і за допомогоþ цир-
куля проведемо коло з центром N і радіусом NM. Це 
коло перетне пряму l у двоõ точкаõ А і В.

Далі за допомогоþ циркуля проводимо два кола 
з центрами А і В з одним і тим самим радіусом, ùо 
дорівнþє довжині відрізка АВ. Неõаé С

1
, С

2
 — точки 

перетину циõ кіл. Тоді пряма С
1
С

2
 — øукана.

Справді, кожна з точок N, С
1
, С

2
 рівновіддалена 

від кінців відрізка АВ, а тому лежать на серединно-
му перпендикулярі до цього відрізка. Отже, пряма 
С

1
С

2
 перпендикулярна до прямо¿ l і проõодить через 

точку N.

Інколи до основниõ поáудов відносять також 
поáудови трикутників за двома сторонами і кутом 
між ними, за стороноþ і двома прилеглими кутами, 
прямокутниõ трикутників за катетом і гіпотенузоþ, а 
також паралельниõ прямиõ. Однак ці поáудови, як і 
áагато інøиõ важливиõ поáудов, легко зводяться до 
виокремлениõ виùе основниõ. Розглянемо на двоõ 
прикладаõ, як це здіéснþється.

A

N

B

C1

C2

l
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розв’язуємо разом

Задача 1.
Ïоáудувати прямокутниé трикутник за катетом 
і гі потенузоþ.

Розв’язання. Неõаé задано катет а і гіпотенузу 
с прямокутного трикутника (рис. 4.109). Ïоáудуємо 
прямиé кут MCN (див. основну поáудову 6) 
(рис. 4.110) і на одніé з éого сторін CN відкладемо 
відрізок CB, рівниé відрізку a (поáудова 1). Ïотім 
за допомогоþ циркуля поáудуємо коло з центром В 
і радіусом с. Неõаé А — одна з точок перетину цього 
кола з інøоþ стороноþ CM поáудованого прямого 
кута. Тоді трикутник АВС — øуканиé.

Оскільки гіпотенуза прямокутного трикутника 
завжди áільøа від áудь-якого з катетів, то неоáõідноþ 
умовоþ для існування розв’язку ціє¿ задачі є 
виконання нерівності a < c. Ця умова є é достатньоþ, 
оскільки при ¿¿ виконанні центр проведеного кола 
розміùуватиметься на відстані а від прямо¿ CM, яка 
менøа від радіуса с, а тому коло і пряма перетнуться. 
Отже, точка А існуватиме, а з неþ існуватиме і три-
кутник АВС.

Задача 2.
Через точку, розміùену поза прямоþ, провести 
пряму, паралельну даніé пряміé.

Розв’язання. Неõаé через точку А, розміùену 
поза прямоþ l, потріáно провести пряму, паралельну 
пряміé l (рис. 4.111).

Візьмемо на пряміé l яку-неáудь точку В і за до-
по могоþ лініéки проведемо пряму АВ. Неõаé С — 
яка-неáудь інøа точка прямо¿ l. Відкладемо від 
променя АВ кут BAD, рівниé куту АВС і розміùениé 

a

c
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M

A

c

aC B N

Ðèñ. 4.110

A

l

Ðèñ. 4.111

C B

D



254 Розділ ІV. Коло і круг. Геометричні побудови

з протилежного áоку від прямо¿ АВ (поáудова 3). 
Ïряма AD — øукана. Справді, оскільки для прямиõ l 
і AD та січно¿ АВ рівні кути BAD і ABC є внутріøні-
ми різносторонніми, то прямі l і AD — паралельні.

Вправи і задачі

 607°. Накресліть довільний відрізок і поділіть його навпіл.
 608°. Накресліть довільний відрізок і побудуйте його серединний перпендикуляр.
 609°. Накресліть довільний трикутник і побудуйте одну з його висот.
 610°. Дано довільний трикутник. Як побудувати точку перетину прямих, які містять 

його висоти?
 611°. Задано розгорнутий кут. Побудуйте його бісектрису.
 612°. Як заданий відрізок поділити на 4 рівні частини.
 613. Побудуйте прямокутний трикутник за двома катетами.
 614. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і гострим кутом.
 615. Побудуйте прямий кут, а потім проведіть його бісектрису.
 616. Побудуйте кут 45°.
 617. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою і висотою, проведеною до 

основи.
 618. Побудуйте прямокутний трикутник за гіпотенузою і гострим кутом.
 619. Побудуйте рівнобедрений прямокутний трикутник за гіпотенузою.
 620. Побудуйте рівнобедрений трикутник за бічною стороною і висотою, прове-

деною до основи.
 621. Впишіть коло у даний кут.
 622. Впишіть у даний кут коло, яке проходить через задану точку на стороні кута.
 623•. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і бісектрисою прямого кута.
 624•. Побудуйте рівносторонній трикутник за його медіаною.
 625•. Побудуйте прямокутний трикутник за гострим кутом і висотою, проведеною 

до гіпотенузи.
 626•. Побудуйте дотичну до кола, яка паралельна даній прямій.
 627•. Побудуйте дотичну до кола, яка перпендикулярна даній прямій.
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 §30. орієнтовна схема для розв’язування  
задач на побудову

Розв’язування кожно¿ геометрично¿ задачі на 
поáудову, за винятком, можливо, наéпростіøиõ, 
можна порівняти зі зведенням áудівлі чи складанням 
маøини. Ïерø ніж приступити до самиõ поáудов, 
в уяві повинен з’явитися оáраз того, ùо õочеø 
поáудувати. Ïотім, відøтовõуþчись від цього оáразу, 
немовáи від уже реалізованого, крок за кроком 
аналізуþть усі éого деталі, аж поки не сôормується 
послідовність (алгоритм) поáудов. Однак після цього 
потріáно ùе впевнитися (у математиці це називається 
доведенням), ùо після реалізаці¿ намічениõ поáудов 
справді одержиться те, ùо áуло потріáно. Нареøті, 
áажано оцінити (дослідити), скільки розв’язків може 
існувати і як вони відрізняþться один від одного.

Тому розв’язування геометричниõ задач на 
поáудову як правило розáиваþть на 4 етапи.

Перший етап (àíàë³ç). Спочатку припускаþть, 
ùо задача розв’язана і ùо, отже, ôігура з потріáними 
властивостями поáудована. Ïри цьому виконуþть 
сõематичниé рисунок (зазвичаé від руки), на якому 
відоáражаþть усі задані é øукані ôігури. Ïотім, 
уважно розглядаþчи усі ці ôігури, намагаþться 
відøукати визначальні залежності між ними, які 
зводили á поáудову øукано¿ ôігури до виконання 
елементарниõ поáудов. Ó результаті цього виникає 
певна стратегія розв’язування. 

Другий  етап (ïîбóäîâà). Ïісля того, як 
з’явилася певна стратегія поáудов, ¿¿ деталізуþть у 
вигляді конкретного алгоритму, в якому чітко, крок за 
кроком, описуþться усі поáудови, результатом якиõ 
має стати поáудова øукано¿ ôігури. Ïри цьому самі 
поáудови на рисунку можуть проводитися не всі аáо 
відоáражатися лиøе сõематично.
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Третій етап (äîâåäåííÿ). Оскільки аналіз задачі 
має так áи мовити дорадчу ôункціþ, то цілком може 
трапитися, ùо з’ясовані при éого проведенні неоáõід-
ні умови не є достатніми для поáудови øукано¿ ôігу-
ри. Тому для гарантування правильності розв’язання 
потріáно оáов’язково довести, ùо поáудована за 
вказаним алгоритмом ôігура справді задовольнятиме 
усі вимоги задачі. 

×етвертий етап (äîñë³äæåííÿ). Нареøті, для 
повноти розв’язання áажано дослідити, при якиõ 
співвідноøенняõ між заданими елементами задача 
має розв’язок і скільки циõ розв’язків може áути. 

Якùо задача нескладна, то в записі ¿¿ розв’язування 
аналіз, а інколи é дослідження пропускаþть, а вка-
зуþть лиøе алгоритм поáудови і доведення. Саме 
так на попередніõ урокаõ розв’язувалися основні 
задачі на поáудову. Розглянемо декілька прикладів, 
які покажуть, ùо в складніøиõ ситуаціяõ описану 
сõему розв’язування áажано застосовувати у повному 
оáсязі.

розв’язуємо разом

Задача 1.
Ïоáудувати рівноáедрениé трикутник за áічноþ 
стороноþ і висотоþ, проведеноþ до основи.

Р о з в ’ я з а н н я .  Ïроведемо аналіз задачі. 
Ïрипустимо, ùо потріáниé рівноáедрениé трикутник 
АВС поáудовано і ùо в ньому áічні сторони ВА і ВС 
рівні заданому відрізку а, а висота ВМ, проведена до 
основи АС, рівна заданому відрізку h (рис. 4.112).

Відомо, ùо висота рівноáедреного трикутника, про-
ведена до основи, є éого медіаноþ, тоáто АМ = МС. 
Тому прямокутні трикутники ВМА і ВМС рівні за 
перøоþ ознакоþ. Отже, якùо поáудуємо один із ниõ, 

A M C

B

h

a
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наприклад, ВМА, то, продовживøи відрізок АМ за 
точку М на таку саму довжину, дістанемо é третþ 
верøину С трикутника АВС.

Звідси випливає такиé алгоритм побóдови: 
1) áу дуємо прямокутниé трикутник ВМА за катетом 
ВМ = h та гіпотенузоþ ВА = a (задача 1 із попе-
реднього уроку); 2) на промені АМ від початку 
М відкладаємо відрізок МС, рівниé відрізку АМ. 
Трикутник ВАС — øуканиé.

Доведемо це. Оскільки ∠ВМС суміжниé з прямим 
кутом ВМА, то він теж прямиé. Отже, прямокутні 
трикутники ВМА і ВМС рівні за двома катетами. 
Звідси ВА = ВС. Тому поáудованиé трикутник ВАС 
справді рівноáедрениé. За поáудовоþ, ВМ — висота 
цього трикутника і вона дорівнþє h. Тому трикутник 
ВАС — øуканиé.

Дослідження. Задача має розв’язки тоді і тільки 
тоді, коли існує прямокутниé трикутник ВМА 
з ка тетом h і гіпотенузоþ а, тоáто при а > h. Óсі 
трикутники ВМА, які можна поáудувати за цими 
даними, рівні між соáоþ. Тому рівні і всі трикутники 
ВАС.

Задача 2.
Ïоáудувати трикутник АВС за даноþ стороноþ 
АС = b, кутом А і сумоþ a + c двоõ інøиõ сторін.

Розв’язання. Аналіз. Ïрипустимо, ùо потріáниé 
трикутник АВС поáудовано (рис. 4.113), тоáто 
в ньому сторона АС дорівнþє заданому відрізку b, 
кут А — заданому куту, а сума сторін АВ + ВС — 
інøому заданому відрізку, ùо позначениé як а + с.

Ïродовжимо відрізок АВ за точку В на відстань 
BD, ùо дорівнþє стороні ВС, і сполучимо відрізком 
точки С і D. Одержимо трикутник ACD, якиé можна 
поáудувати за двома сторонами b і a + c та кутом 
А між ними. З інøого áоку, верøина В трикутника 
АВС рівновіддалена від точок C і D, отже, належить 

a

ac

b

C

A B D

C1

C2

A

b

a c+

Ðèñ. 4.113

Джон Хеннінг молодøий  
(1801–1857). Геометрія
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серединному перпендикулярі С
1
С

2 
до відрізка CD. 

Тому вона визначається перетином прямо¿ С
1
С

2 
з від-

різком AD.
Побóдова. 1. Будуємо трикутник АСD за двома 

сторонами b та а + с і кутом А між ними. 2. Ïроводимо 
серединниé перпендикуляр С

1
С

2 
до сторони CD 

поáудованого трикутника. 3. Визначаємо точку В 
перетину прямо¿ С

1
С

2 
зі стороноþ AD. Трикутник 

АВС — øуканиé.
Доведення. Справді, у поáудованому трикут-

нику АВС сторона АС і кут А рівні заданим. Сума 
сторін АВ + ВС = АВ + ВD = а + с теж дорівнþє 
заданому відрізку. Отже, трикутник АВС задовольняє 
усі вимоги задачі.

Дослідження. Трикутник ACD за сторонами b 
і а + с та кутом À між ними завжди можна поáуду-
вати, і всі такі трикутники рівні між соáоþ. Що ж 
до øуканого трикутника АВС, то для éого існування 
серединниé перпендикуляр С

1
С

2
 до сторони СD пови-

нен перетинати сторону AD. Якùо це не виконувати-
меться (рис. 4.114), то задача розв’язків не матиме.

Вправи і задачі

 628°. Побудуйте прямокутний трикутник, якщо дано його гострий кут і бісектрису 
цього кута.

 629°. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і висотою, проведеною до 
гіпотенузи.

 630°. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і медіаною, проведеною до 
іншого катета.

 631°. Побудуйте трикутник за двома сторонами і кутом, протилежним до більшої 
сторони.

 632°. Побудуйте трикутник за двома сторонами і кутом, що лежить проти меншої 
сторони.

 633. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою і радіусом вписаного кола.

BA c a+ D

C2

C1

b

C

M

Ðèñ. 4.114
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 634. Побудуйте рівнобедрений трикутник за бічною стороною і радіусом описаного 
кола.

 635. Побудуйте трикутник за стороною, висотою і медіаною, проведеними до цієї 
сторони.

 636. Дано коло і точку всередині нього. Проведіть через цю точку хорду, яка ді-
литься нею навпіл.

 637. Через точку, взяту всередині кута, проведіть пряму, яка відтинає на сторонах 
кута рівні відрізки.

 638. Побудуйте трикутник за основою і висотами, проведеними до бічних сторін.
 639. Побудуйте трикутник за основою, одним із кутів при основі і радіусом вписа-

ного кола.
 640. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і радіусом вписаного кола.
 641. Побудувати трикутник, якщо задані точки дотику вписаного кола до бічних 

сторін.
 642•. Побудуйте трикутник за двома кутами й сумою протилежних їм сторін.
 643•. Побудуйте трикутник за кутом, різницею двох прилеглих до нього сторін і 

висотою, проведеною до однієї із цих сторін.
 644•. Побудуйте прямокутний трикутник за сумою катетів та гострим кутом.
 645•. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і різницею гіпотенузи та іншого 

катета.
 646•. Побудуйте трикутник за кутами при основі і сумою бічних сторін.
 647•. Побудуйте трикутник за стороною, кутом при основі та різницею бічних сторін.
 648•. Побудуйте трикутник за кутом, прилеглою до нього стороною та периметром.
 649•. Побудуйте трикутник за двома сторонами і медіаною, проведеною до третьої 

сторони.

 §31. метод геометричних місць  
у розв’язуванні задач на побудову

Ще давні геометри відкрили універсальниé метод 
розв’язування задач на поáудову, якиé тепер нази-
ваþть ìåòîäîì ãåîìåòðичíиõ ì³ñць òîчîê. За 
цим методом поáудову øукано¿ ôігури зводять до 
поáудови деяко¿ клþчово¿ точки, для яко¿ вказуþть 
геометричні місця точок, яким вона належить. Тоді 
клþчова точка визначиться перетином указаниõ гео-
метричниõ місць.

Нам уже відомі такі геометричні місця точок:

Урок 
45
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1. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, â³ääàëåíиõ â³ä 
çàäàíî¿ òîчêи íà â³äñòàíь, щî äîð³âíюº äîâæиí³ 
çàäàíîãî â³äð³çêà — коло із центром у заданіé точці 
і радіусом, ùо дорівнþє довжині заданого відрізка.

2. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê (Фàëåñà), ç ÿêиõ 
çàäàíиé â³äð³çîê âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì — коло, 
діаметром якого є заданиé відрізок (áез кінців цього 
діаметра).

3. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ 
â³ä ê³íц³â çàäàíîãî â³äð³çêà — серединниé перпен-
дикуляр до цього відрізка.

4. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ 
â³ä ñòîð³í çàäàíîãî êóòà — áісектриса цього кута.

Разом із цими геометричними місцями точок при 
розв’язуванні задач на поáудову часто використову-
ється ùе одне:

5. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ÿê³ ëåæàòь ç îäíî
ãî бîêó â³ä ïðÿìî¿ ³ â³ääàëåí³ â³ä íå¿ íà äîâæиíó 
çàäàíîãî â³äð³çêà.

Доведемо, ùо цим геометричним місцем точок 
є інøа пряма, паралельна даніé.

Візьмемо на даніé пряміé l довільну точку A
1
 

і пос тавимо в ніé перпендикуляр A
1
A до прямо¿ l, 

довжина якого дорівнþє довжині заданого відрізка 
p (рис. 4.115). Далі через точку A проведемо пряму 
а, перпендикулярну до прямо¿ AA

1
. Як відомо, пряма 

а паралельна пряміé l і всі ¿¿ точки лежать з одного 
áоку від прямо¿ l. Ïокажемо, ùо áудь-яка точка B 
прямо¿ а віддалена від прямо¿ l на довжину відрізка p.

Ïроведемо перпендикуляр ВВ
1
 до прямо¿ l і роз-

глянемо прямокутні трикутники А
1
АВ і ВВ

1
А

1
. Вони 

рівні за спільноþ гіпотенузоþ А
1
В і гострими кутами 

А
1
ВА та ВА

1
В

1
, які є внутріøніми різносторонніми 

при паралельниõ прямиõ a, l та січніé А
1
В. Звідси 

випливає рівність ¿õніõ катетів АА
1
 і ВВ

1
, ùо é треáа 

áуло довести.

Ðèñ. 4.115
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Навпаки, неõаé С — довільна точка плоùини, 
яка розміùена з того самого áоку від прямо¿ l, ùо 
é точка А, і для яко¿ довжина перпендикуляра СС

1
 

до прямо¿ l так само дорівнþє p. Два перпендикуля-
ри АА

1
 і СС

1
 до прямо¿ l паралельні, тому внутріøні 

різносторонні кути С
1
СА

1
 СА

1
А при січніé СА

1
 рівні. 

Тому трикутники С
1
СА

1
 і АА

1
С рівні за двома сто-

ронами і кутом між ними. Звідси випливає рівність 
¿õніõ кутів при верøинаõ С

1
 і А. Отже, кут при 

верøині А — прямиé, а тому пряма АС паралельна 
пряміé l. Àле через точку А проõодить єдина пряма, 
паралельна пряміé l. Отже, точка С належить пряміé 
l. Доведення заверøене.

розв’язуємо разом

Розглянемо два приклади розв’язування задач на 
поáудову методом геометричниõ місць точок.

Задача 1.
Ïоáудувати рівноáедрениé трикутник за основоþ 
і радіусом описаного кола.

Розв ’язання .  Аналіз. Ïрипустимо, ùо øу-
каниé рівноáедрениé трикутник АВС поáудовано 
(рис. 4.116), отже, у ньому основа ВС дорівнþє 
заданому відрізку а, а радіуси ÎА, ÎВ, ÎС описаного 
кола — заданому відрізку R.

Виáеремо за клþчову точку для поáудови 
центр Î описаного кола. Ця точка, з одного áоку, 
рівновіддалена від верøин В і С трикутника, отже, 
належить серединному перпендикуляру С

1
С

2 
до 

відрізка ВС. З інøого áоку, точка Î віддалена від 
точки С (аáо В) на задану відстань R, тоáто належить 
колу з центром С і радіусом R. Отже, точка Î 
є перетином оáоõ циõ геометричниõ місць точок.

B CM

C2

C1

O

A

a

R

R

Ðèñ. 4.116
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Побóдова. Відклавøи від довільно¿ точки В 
відрізок ВС = а, áудуємо серединниé перпендикуляр 
С

1
С

2 
до цього відрізка, а потім — коло з центром С 

і радіусом R. Далі знаõодимо точку Î перетину циõ 
ôігур і відкладаємо від не¿ на пряміé С

1
С

2
 відрізок 

ÎА = R. Трикутник АВС — øуканиé.
Доведення. Оскільки точка А належить сере-

дин ному перпендикуляру С
1
С

2 
до відрізка ВС, то 

АВ = АС, отже, трикутник АВС — рівноáедрениé. 
З тіє¿ само¿ причини ÎВ = ÎС = R, а, за поáудовоþ, 
é ÎА = R. Тому радіус кола, описаного навколо 
трикутника АВС, справді дорівнþє заданіé величині 
R. За поáудовоþ також і основа ВС дорівнþє заданіé 
величині а. Отже, трикутник АВС задовольняє усі 
вимоги задачі.

Дослідження. Задача має розв’язок завжди, коли 
існує точка Î, тоáто, якùо відстань ÎС не менøа від 
МС. Отже, має виконуватися нерівність R ≥ a/2.

Якùо R > a/2, то на пряміé С
1
С

2 
існує дві точки 

Î з потріáноþ властивістþ — розміùені по різні 
áоки від прямо¿ ВС. Ó своþ чергу, для кожно¿ 
з ниõ існує по дві точки А і А

1
, відділені від Î на 

потріáну відстань R. На рис. 4.116 і рис. 4.117 зоá-
ражені øукані трикутники АВС і А

1
ВС для одніє¿ 

із точок Î. Трикутники, ùо одержаться для точки 
Î, розміùено¿ з інøого áоку від прямо¿ ВС, áудуть 
рівними трикутнику АВС і трикутнику А

1
ВС.

Якùо ж R = a/2, то точка Î áуде одна і зáіга-
тиметься із серединоþ відрізка АВ. Трикутник АВС 
тоді áуде прямокутним (рис. 4.118).

Ó другому прикладі оáмежимося лиøе аналізом 
та дослідженням задачі.

Задача 2.
Ïоáудувати прямокутниé трикутник за гіпотенузоþ 
і висотоþ, проведеноþ до гіпотенузи.

Ðèñ. 4.118
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Аналіз. Ïрипустимо, ùо øуканиé прямокутниé 
трикутник АВС поáудовано і в ньому гіпотенуза 
АВ і висота СН, проведена до гіпотенузи, дорівнþ-
þть заданим відрізкам с і h відповідно (рис. 4.119). 
Оскільки гіпотенуза АВ задана, то, відклавøи ¿¿ від 
довільно¿ точки, зведемо задачу до поáудови верøини 
С прямого кута.

Відомо, ùо точка С належить геометричному 
місцþ точок Фалеса, з якиõ відрізок АВ видно під 
прямим кутом, тоáто — колу з діаметром АВ.

З інøого áоку, точка С має знаõодитися на заданіé 
відстані h від прямо¿ АВ, тоáто лежати на одніé з двоõ 
прямиõ а, а′, паралельниõ пряміé АВ і віддалениõ 
від не¿ на відстань h. Отже, точка С є перетином 
вказаного кола та прямиõ а, а′.

Дослідження. Якùо відрізок h áуде менøим від 
половини відрізка с, то при виáраному розміùенні гі-
потенузи АВ матимемо чотири можливиõ розміùення 
для точки С і, відповідно, — чотири трикутники АВС. 
Óсі ці трикутники áудуть рівними між соáоþ. Ïри 
h = c/2 трикутників áуде два (вони áудуть рівноáе-
дреними). Ïри h < c/2 задача розв’язків не матиме.

Вправи і задачі

 650°. На заданій прямій побудуйте центр кола, яке проходить через дві задані 
точки.

 651°. На даному колі (даній прямій) побудуйте точку: а) рівновіддалену від заданих 
точок P і Q; б) віддалену від даної точки P на відстань p.

 652°. Знайдіть точку, віддалену на відстань p від даної прямої a і на відстань m від 
даної точки M.

 653°. Дано кут ABC і точку D. Побудуйте точку, що лежить всередині кута, яка 
рівновіддалена від його сторін і знаходиться на відстані p від точки D.

 654°. Побудуйте коло даного радіуса з центром на одній стороні даного кута, яке 
дотикається до іншої сторони цього кута.

C a

A B
O

h

c

a�

h

c

Ðèñ. 4.119
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 655°. Впишіть у даний кут ABC коло з даним радіусом R.
 656°. Знайдіть і побудуйте геометричне місце точок, рівновіддалених від двох даних 

паралельних прямих.
 657°. Знайдіть і побудуйте геометричне місце точок, рівновіддалених від двох даних 

прямих, що перетинаються.
 658. На заданій прямій a знайдіть точку, рівновіддалену від прямих b і c, які пере-

тинаються.
 659. На даному колі побудуйте точку, рівновіддалену від двох даних прямих, що 

перетинаються. Скільки розв’язків має задача?
 660. Побудуйте коло, що проходить через задану точку В і дотикається до даної 

прямої a в заданій на ній точці А.
 661. Побудуйте коло з даним радіусом R, що проходить через дану точку A і до-

тикається до даної прямої a.
 662. Побудуйте коло, що дотикається до двох даних паралельних прямих і про-

ходить через дану точку, яка лежить між ними.
 663. Побудуйте трикутник за двома сторонами й висотою, проведеною до однієї 

з них. 
 664. Побудуйте трикутник за кутом, прилеглою до нього стороною й висотою, 

проведеною до цієї сторони.
 665. Побудуйте трикутник ABC за кутом A і висотами, проведеними до сторін AB 

та AC.
 666•. Побудуйте трикутник за стороною, висотою, проведеною до цієї сторони, 

та радіусом описаного кола.
 667•. Побудуйте трикутник за кутом, бісектрисою, проведеною з вершини цього 

кута, і висотою, проведеною до прилеглої до цього кута сторони.
 668•. Побудуйте трикутник за кутом, протилежною йому стороною й висотою, 

проведеною до іншої сторони.



265§32. Спряження відрізків і кіл в інженерній графіці

Ðèñ. 4.120.
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 §32. Спряження відрізків і кіл в інженерній графіці

Оскільки пряма і коло — наéпростіøі ôігури 
у геометрі¿, то природно, ùо при конструþванні но-
виõ ôорм у теõніці, áудівництві, ужитковому мистец-
т ві  тоùо у перøу чергу намагаþться оáõодитися 
саме цими лініями. Тимчасом при поєд нанні циõ 
наé простіøиõ елементів конструкці¿ може виник-
нути потреáа в тому, ùоá досягти максимально¿ 
плавності переõоду від одного з ниõ до інøого. 
Часто ця вимога продиктовується лиøе естетичними 
міркуваннями (рис. 4.120, 4.121), але нерідко до цього 
долучаþться é ôункціональні чинники. Наприклад, 
при проектуванні склепінь (рис. 4.122) плавність у 
переõодаõ заáезпечує поступовість у передачі наванта-
ження по всіé конструкці¿, у кулачковиõ розподільчиõ 
валаõ (рис. 4.123) плавність лініé контура кулачка 
заáезпечує плавність руõу øтовõача, якиé відкриває 
та закриває клапан для подачі пального у циліндр 
двигуна, а плавність заокруглення залізнично¿ колі¿ дає 
змогу áезпечно руõатися потягам. Такі плавні переõоди 
від одніє¿ ліні¿ до інøо¿ називаþться спряженнями 
лініé.

Цікавим прикладом суто естетичного застосування 
спряжень відрізків і кіл є геометричне конструþвання 
дру карськиõ øриôтів, започатковане видатними дія-
чами епоõи Відродження. Для прикладу, на рис. 4.124 
зоáражено літеру À, одержану одним із такиõ спосоáів.

З точки зору геометрі¿ спряженість лініé означає 
наявність у ниõ спільно¿ дотично¿ у точці спряження, 
тоáто в точці, де одна з лініé переõодить в інøу.

Наéпростіøими є спряження, ùо складаþться лиøе 
з двоõ елементів: а) відрізка é дуги кола; á) двоõ дуг 
кола.

Ðèñ. 4.121.

Ïроôіль верõньо¿ 
частини пілястри 

з переõодом у капітель. 
Спряження пілястри 

é капітелі здіéснþється 
за допомогоþ дуги СВ. 

Горизонтальні ліні¿ 
верõнього валика 

спряжені півколом DF.

Ïроôіль вази, 
утворениé за допомогоþ 

спряження відрізків 
і четвертинок кола.
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Êрім цього, до основниõ відносять також спряження, 
ùо складається із трьоõ елементів: 1) двоõ відрізків 
і дуги між ними; 2) двоõ дуг і відрізка між ними; 
3) двоõ дуг і відрізка зáоку; 4) трьоõ дуг.

Ïоáудова кожного із циõ спряжень є окремоþ 
геометричноþ задачеþ на поáудову. Розглянемо 
сõематично розв’язування кожно¿ з ниõ.

а) Для спряження відрізка а é дуги кола дуга має 
дотикатися до відрізка у éого кінці А, а тому радіус 
ÎА дуги повинен áути перпендикулярним до відрізка 
(рис. 4.125).

Відклавøи на перпендикулярі b до відрізка від точки 
А потріáниé радіус R, дістанемо центр Î дуги. Радіус 
R дуги можна виáирати довільно.

á) Центри двоõ спряжениõ дуг, а також точка 
спряження маþть лежати на одніé пряміé. Ïри цьому 
кола, яким належать ці дуги, можуть дотикатися як 
зовніøньо, так і внутріøньо (рис. 4.126).

1) Неõаé потріáно виконати спряження двоõ від-
різків, розміùениõ під певним кутом А, за допомогоþ 
дуги кола з радіусом R. Êут А може áути гострим, 
прямим аáо тупим (рис. 4.127).
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Ðèñ. 4.122.

à) á) â) ã)

а) Сõема аркади. Дуга кожно¿ арки спряжена з ко лонами, на які вона спирається.
á) Сõема поáудови напівовального (зниженого) скле піння. Це склепіння складається 
з трьоõ спряже ниõ дуг із центрами Î, Р і Q.
в) Сõема поáудови готичного склепіння. Дуга ВС має центр А і радіус АВ, а дуга АС — 
центр В і радіус ВА. Дуга АС спряжена з відрізком ЕА, а дуга ВС — з відрізком ВF.
г) Сõема поáудови мавританського склепіння. Відрізки АВ та DЕ спряжені дугоþ 
ВD, а відрізки НG та ЕF — дугоþ FG. 
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A

R
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b
a

Ðèñ. 4.125

Ðèñ. 4.126

Оскільки дуга повинна дотикатися до оáоõ сторін 
кута, то ¿¿ центр Î має розміùуватися всередині 
кута на відстаняõ R від éого сторін. Тому, провівøи 
всередині кута прямі а

1
, а

2
, на відстані R від кожно¿ 

сторони кута, у перетині дістанемо потріáну точку 
Î. Точки спряження В

1
 і В

2
 знаéдемо як основи 

перпендикулярів, опуùениõ з точки Î на сторони кута.
2) Ïоáудова спряжень із двоõ коловиõ дуг і відрізка 

між ними (рис. 4.128) зводиться до поáудови спільно¿ 
дотично¿ двоõ кіл. Ці поáудови відоáражені окремо на 
рис. 4.129 і 4.130.

3) Ìожливі сõеми спряжень двоõ дуг і відрізка 
скраþ відоáражені на рис. 4.131. 

4) Дві з можливиõ сõем послідовного спряження 
трьоõ коловиõ дуг зоáражені на рис. 4.132. Ó перøіé 
з ниõ краéні кола дотикаþться до середнього зовніø-
ньо, а в другіé — внутріøньо.

Якùо дуги з центрами Î
1
, Î

2
 та радіусами R

1
, 

R
2
 задані і задано також радіус R «середньо¿» дуги 

для ¿õнього спряження, то центр Î середньо¿ дуги 
у перøому випадку визначається перетином дуг 
з центрами Î

1
, Î

2
 та відповідно радіусами R + R

1
  

і R + R
2
, а в другому — перетином дуг з тими самими 

центрами та відповідно радіусами R – R
1
  і R – R

2
.
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Ðèñ. 4.134

Ще дві сõеми для спряження трьоõ дуг зоáражено 
на рис. 4.133. Оáґрунтування цілком аналогічне до 
попереднього. В оáоõ циõ випадкаõ одне з краéніõ кіл 
дотикається до середнього ззовні, а інøе — зсередини.

На рис. 4.134 зоáражено приклади теõнічниõ 
деталеé, у якиõ застосовані різні види спряжень.

За допомогоþ спряження декількоõ коловиõ дуг 
можна одержати замкнену лініþ. Так, зокрема, одержу-
þть овоїди (дослівно «яéцеподіáні») та овали. Якùо у 
сõемі, відоáраженіé на рис. 4.132, á), спряження прове-
сти по оáидва áоки від ліні¿ центрів Î

1
Î

2
, то у випадку 

різниõ радіусів R
1
, R

2
 дістанемо ово¿д (рис. 4.135), 

а у випадку однаковиõ радіусів — овал (рис. 4.136).
Оскільки для ово¿дів співвідноøення між радіусами 

R
1
, R

2
, R спряжениõ дуг, а також відстань Î

1
Î

2
 між 

центрами краéніõ із ниõ може змінþватися в дуже 
øирокиõ межаõ, то існує велике різноманіття циõ 
ôігур. Різноманіття овалів менøе, однак теж доволі 
øироке, аáи виáрати саме ту ôорму, яка потріáна для 
конкретно¿ прикладно¿ задачі.

Часто окремі види ово¿дів та овалів áудуþть не за 
описаним загальним спосоáом, а на основі окремиõ 
приéомів, які визначаþться прикладними задачами, 
для якиõ ці ôігури застосовуþть. Наприклад, ово¿д, 
яким визначається проôіль одніє¿ із конструкціé 
кулачків розподільчого валу (див. рис. 4.123), áудуþть 
так (рис. 4.137). Визначальним є коло з центром Î

2
 

і радіусом R
2
. Éого півколо з діаметром АВ — одна із 

дуг цього ово¿да. На інøому півколі з діаметром АВ 
розміùується центр Î

1
 інøо¿ дуги ово¿да з радіусом r. 

O2 O1
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Центрами середніõ дуг є точки А і В, а радіусами — 
відрізок АВ. Точка спряження С лежить на одніé 
пряміé з точками В і Î

1
, а точка спряження D — на 

одніé пряміé з точками А і Î
1
.

Овали, які застосовуþть у кресленні для поáудови 
ізометричниõ аксонометричниõ проекціé, одержуþть 
так. Спочатку áудуþть ромá АВСD з гострим кутом 
А, ùо дорівнþє 60° (рис. 4.138). Середини Ê, L, М, N 
éого сторін áеруться за точки спряження сусідніõ дуг. 
Центрами áільøиõ дуг є верøини В і D тупиõ кутів 
ромáа, а радіусами — відрізки ВМ і DL. Центрами 
менøиõ дуг є точки Î

1
, Î

2
, в якиõ діагональ АС 

перетинає радіуси DL та DÊ, а радіусами циõ дуг — 
відрізки Î

1
М та Î

2
Ê. Оскільки, наприклад, точка L 

лежить на одніé пряміé з центрами D і Î
1
 дуг, які 

в ніé сõодяться, то вона справді є точкоþ спряження. 
Àналогічні умови виконуþться é для точок Ê, N і М.

Овали у кресленні застосовуþться як наáлиження 
для еліпсів — паралельниõ проекціé кола. Заміну 
еліпсів на овали проводять у зв’язку з тим, ùо еліпс — 
доволі складна для поáудови ôігура, а овал легко 
áудується за допомогоþ наéпростіøиõ креслярськиõ 
інструментів. Ïри цьому точність наáлиження цілком 
достатня для практичниõ потреá.

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

Задача про трисекцію кута

Óже античні геометри помітили, ùо не всі задачі 
на поáудову можна розв’язати проведенням прямиõ 
і кіл, тоáто за допомогоþ лініéки та циркуля. Ìожливо, 
це ¿õ не здивувало á і не стурáувало, якáи то áули 
якісь спеціально вигадані задачі, оáтяжені складними 
комáінаціями заданиõ і øуканиõ ôігур. Та серед такиõ 
нерозв’язниõ задач виявилися і вкраé прості за ôор-
мулþванням. Однієþ з наéвідоміøиõ серед ниõ стала 
задача про трисеêцію êóта: заданий кут поділити 
на три рівні частини. 
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Ðèñ. 4.138



271§32. Спряження відрізків і кіл в інженерній графіці

Ðèñ. 4.140

O A

QB

P

15°

O A

D

B
C

Ðèñ. 4.139

Для деякиõ кутів задачу неважко розв’язати. 
Наприклад, прямиé кут на три рівні частини можна 
поділити так. На одніé зі сторін кута від éого верøини 
відкладаємо довільниé відрізок ÎА і на ньому, як 
на основі, всередині кута áудуємо рівносторонніé 
трикутник ÎАВ (рис. 4.139). Ïотім проводимо 
áісектрису ÎD кута АÎВ. Тоді промені ÎВ і ÎD 
поділять даниé прямиé кут на три рівниõ частини.

Справді, оскільки ∠ВÎÀ = 60°, то ∠AOD = ∠ВÎD =	
= 30°. Зрозуміло, ùо é кут ВÎС дорівнþє 30°.

Àналогічним спосоáом можна здіéснити трисекціþ 
кута POQ, ùо дорівнþє 45° (рис. 4.140): поáудувавøи 
рівносторонніé трикутник ÎАВ, дістанемо кут ∠BOQ =	
= 60° − 45° = 15°. Залиøається відкласти цеé кут від 
сторін ÎР і OQ заданого кута POQ всередину нього.

Ìожна довести, ùо трисекція можлива для áудь-яко-

го кута з величиноþ 180
2



n
 при n = 0, 1, 2, 3, ... . Довга 

історія поøуку розв’язання задачі в загальному випадку 
заверøилася аж у ХІХ ст., коли ôранцузькиé математик 
Ï’єр Ëоран Ванцель (1814 − 1848) довів, ùо в загально-
му випадку здіéснити трисекціþ кута за допомогоþ 
цир куля і лініéки неможливо.

Ïід час поøуків розв’язку задачі про трисекціþ кута 
за допомогоþ лініéки і циркуля áуло відкрито низку 
надзвичаéно дотепниõ спосоáів із використанням ін-
øиõ засоáів. Нижче описуþться три наéвідоміøі з ниõ.

1. (Сïîñ³б Аðõ³ìåäà). Відступ Àрõімеда від канонів 
класичниõ геометричниõ поáудов лініéкоþ і циркулем 
áув таким мізерним, ùо при перøому ознаéомленні з 
ним цього відступу можна é не помітити. À полягав 
він у тому, ùо Àрõімед на лініéці ставив дві засічки, 
одну з якиõ під час поáудов суміùав з точкоþ на певніé 
пряміé, а інøу — з точкоþ на певному колі. Однак, як 
ви вже знаєте, такі ді¿ не належать до елементарниõ 
поáудов лініéкоþ і циркулем.

Àлгоритм для трисекці¿ кута АÎВ, за Àрõімедом, 
áув таким (рис. 4.141). Ïроводиться коло з центром 
Î, радіус ÎВ якого дорівнþє відстані ED між засіч-
ками на лініéці. Ïотім лініéка прикладається до 

E

D

B

O A

Ðèñ. 4.141
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точки В на колі так, ùоá засічка D розмістилася 
на колі, а засічка Е — на продовженні сторони ÎА 
кута за верøину Î. Ïри цьому одержаниé кут DEO 
дорівнþватиме рівно третині від заданого кута АÎВ. 
Отже, подальøі поáудови зводилися до відкладення 
кута ВЕÎ від сторін заданого кута АÎВ.

Доведення. Оскільки DE = DO, то ∠DOE = ∠DEO. 
Тому, за властивістþ зовніøнього кута трикутника, 
∠BDO = 2∠DEO. Ó ∆DOB кут OBD дорівнþє куту 
BDO, тоáто 2∠DEO. Нареøті, ∠AOB є зовніøнім для 
∆BEO. Отже, ∠AOB = ∠DEO + ∠OBD = ∠DEO + 
+ 2∠DEO = 3∠DEO, ùо é треáа áуло довести.

2. (Çа допомогою трисектора). Ó практичниõ 
застосуванняõ, наприклад, у кресленні, значно 
зручніøим від спосоáу Àрõімеда є використання 
спеціального приладу — трисеêтора, ùо складається 
із кутника і півкруга, з’єднаниõ, як показано на 
рис. 4.142. Радіус QC півкруга дорівнþє довжині АС 
менøо¿ сторони кутника.

Для трисекці¿ заданого кута АÎВ (рис. 4.143) 
трисектор розміùуþть так, ùоá верøина Î кута розмі-
ùувалася на краþ áільøо¿ сторони кутника, при цьому 
одна зі сторін ÎА кута проéøла через кінець менøо¿ 
сторони кутника, а інøа сторона ÎВ — дотикалася 
до півкруга (неõаé у точці D). Тоді промені ÎС і ÎQ 
поділять кут АÎВ на три рівниõ частини.

Справді, оскільки ÎС — серединниé перпендикуляр 
до відрізка AQ, то ÎА = OQ, тоáто ∆OAQ — 
рівноáедрениé. Тоді éого висота ÎС є é áісектрисоþ. 
З інøого áоку, оскільки OC i OD — дотичні до кола 
з центром Q, то ∠COQ = ∠QOB. Отже, усі три кути 
АÎС, COQ і QOB рівні між соáоþ, ùо é треáа áуло 
довести.

3. (Çа допомогою конхоїдального циркуля). 
Осоáливо продуктивним для розвитку математичниõ 
ідеé áув тоé напрямок у розв’язуванні задач на 
поáудову, коли окрім прямиõ і кіл використовувалися 
ùе é інøі ліні¿, спеціально для цього винаéдені (звідси, 
до речі, é áере свіé початок метод геометричниõ місць 
точок у розв’язуванні задач на поáудову). Яскравим 

Ðèñ. 4.143

O

A

C

Q

B

D

A C Q

Ðèñ. 4.142
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таким прикладом є застосування до трисекці¿ кута 
êонхоїди Ніêомеда, винаéдено¿ грецьким геометром 
Нікомедом у ІІ ст. до н. е. (конõо¿да — дослівно «сõожа 
на муøлþ»).

Êонõо¿да означається так. Береться деяка пряма 
l (áаза конõо¿ди) і точка Î (ôокус) поза прямоþ l 
(рис. 4.144). Через точку Î проводяться всі можливі 
промені ÎХ до перетину з прямоþ l, на якиõ від точок 
L перетину з l відкладаþться відрізки LM стало¿ 
довжини а. Ìножина точок М і утворþє конõо¿ду 
Нікомеда.

Відома конструкція так званого êонхоїдального 
цирêóля — меõанічного приладу для креслення 
конõо¿ди (рис. 4.145). Основоþ приладу є Т-подіáна 
рамка з прямолініéними прорізами всередині. Третя 
планка ÎL ôіксується за допомогоþ øарніра у точці 
Î, але завдяки прорізу може здіéснþвати комáінова-
ниé руõ, ùо є результатом поступального руõу øипа 
L уздовж прямо¿ l та оáертального навколо точки Î. 
Ó результаті такого руõу точка М описує конõо¿ду.

Неõаé потріáно здіéснити трисекціþ довільного 
кута LOK (рис. 4.146). Ïроводимо яку-неáудь пряму 
LK, перпендикулярну до одніє¿ зі сторін кута, і áудуємо 
конõо¿ду з áазоþ LK так, ùоá відстань LM дорівнþвала 
2LO. Далі з точки L ставимо перпендикуляр NL до 
LK (точка N лежить на конõо¿ді) і проводимо пряму 

NO. Тоді ∠NOK = 1
3
∠LOK.

Ðèñ. 4.144

a a a a a a a a a a a
L

M

X

l

O

Ðèñ. 4.145

M

l

O

L

Àрõімед.
Ñимволічний портрет італій-
ського художника Доменіко 

Фетті (XVII ст.)
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Доведення. Ïозначимо через P точку перетину 
прямиõ NO і LK, а через Q — середину відрізка NP. 
Оскільки NL || OK, то ∠LNQ = ∠NOK. À оскільки 
∆NLP — прямокутниé і Q — середина éого гіпотенузи, 
то вона є центром описаного кола; звідси QL = QN 
і, отже, ∠LNQ = ∠NLQ. За властивістþ зовніøнього 
кута трикутника, ∠LQO = 2∠LNQ, отже ∠LQO =	2∠NOK. 
Нареøті, оскільки у трикутнику LOQ, за поáудовоþ, 
LO = LQ, то ∠LQO = ∠LON. Отже, ∠LON = 2∠NOK, 

і тому ∠NOK = 1
3
∠LOK, ùо é треáа áуло довести.

Намагаþчись аналогічним чином розв’язати інøі 
нерозв’язні задачі на поáудову, античні математики 
відкрили цілу низку цікавиõ лініé, зокрема, конічні 
перерізи. На дослідженні циõ лініé випроáовували сво¿ 
сили дослідники усіõ наступниõ епоõ аж до наøого 
часу, а самі ці ліні¿ дивовижним чином знаéøли 
застосування у ôізиці. Ïарадоксально, але параáолічні 
é гіперáолічні антени ми зараз маємо саме тому, ùо 
колись сиві мудреці, розв’язуþчи «øкільні» задачі 
на поáудову, відкрили ліні¿, які здатні ôокусувати 
промені.

Аëå ïðî цå âæå â íàñòóïíиõ êëàñàõ!

Ðèñ. 4.146

M

l

O

LK P

N

Q

Хуан Корреа (Мексика) 
(1674–1739). Геометрія.  

Із циклу «Вільні мистецтва» 
(1670 р.). Музей декора-
тивних мистецтв у Мехіко
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Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі IV
основні означення і властивості кола і круга

O

M

R

Коло — геометрична ôігура (геометричне місце точок), 
ùо складається з усіõ точок М плоùини, які рівновіддале-
ні від деяко¿ точки Î. Точка Î — центр кола, а відрізок 
і відстань ÎМ — радіус кола.

Слово «центр» поõодить від латинського «центрум» 
і грецького «кентрон», які означаþть «вістря».

Слово «радіус» в перекладі з латини означає «промінь». 
Радіус кола часто позначається літерами R аáо r.

R

R

D

C

O
A B

Хорда кола — відрізок CD, ùо сполучає дві точки на колі.
Діаметр кола — õорда AB, ùо проõодить через центр кола.
Слово «õорда» поõодить від грецького «куерда» — «тя-

тива лука», «струна». 
Слово діаметр поõодить від грецького «діаметрос» — 

«поперечник».
Д³àìåòð äîð³âíюº äâîì ðàä³óñàì.
Д³àìåòð б³ëьøиé çà бóäьÿêó ³íøó õîðäó. Справді, за 

нерівністþ трикутника, СD < OC + OD. Звідси СD < AB.

O

P

BA

M

D

C

Точка Р лежить усередині кола, якùо відстань ÎР до 
центра кола менøа від радіуса.

Круг — геометрична ôігура, ùо складається з усіõ точок 
Р плоùини, які лежать на колі і всередині нього. 

Центр Î, радіус OM, õорда СD і діаметр АВ кола на-
зиваþться відповідно центром, радіусом, хордою і діа
метром круга.

C

A B
O

Теорема Фалеса (про êóт, під яêим діаметр êола 
видно з точêи на êолі). З бóäьÿêî¿ òîчêи С êîëà éîãî 
ä³àìåòð АВ âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì. 

Доведення. ∠ÎАС = ∠ÎСА, ∠ÎВС = ∠ÎСВ. 
Додавøи ці рівності, матимемо: ∠А + ∠В = ∠С. 
Àле ∠А + ∠В + ∠С = 180°, звідси 2∠С = 180°, ∠С = 90°.
Ãеометричним місцем точок С площини, з яких 

заданий відрізок АВ видно під прямим кутом, є коло, 
побудоване на цьому відрізку як на діаметрі, з якого 
вилучені дві точки — кінці діаметра АВ.
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A

O

M

B

D

C Теорема. Д³àìåòð êîëà, ÿêиé ïåðïåíäиêóëÿðíиé äî 
õîðäи, ä³ëиòь цю õîðäó íàâï³ë.

Доведення. ∠ÎМА = ∠ÎМВ, ÎА = ÎВ, тому ∆ÎМА =	
= ∆ÎМВ. Звідси АМ = МВ.

Теорема. Яêщî ä³àìåòð êîëà ä³ëиòь õîðäó, ÿêà íå 
º ä³àìåòðîì, íàâï³ë, òî â³í ïåðïåíäиêóëÿðíиé äî ц³º¿ 
õîðäи.

Доведення. АМ = МВ, ÎА = ÎВ, тому ∆ÎМА = ∆ÎМВ. 
Звідси ∠ÎМА = ∠ÎМВ = 90°.

O

M1

Q

M2

R

Ïряма називається січною для кола, якùо вона має з ко-
лом дві спільні точки. 

Якùо а — січна, то відстань OQ до не¿ (як катет 
у ∆OQM

1
) менøа від радіуса OM

1
 = R (гіпотенузи).

Навпаки, якùо відстань OQ менøа від радіуса OM
1
, 

то існує рівно два рівниõ прямокутник трикутники OQM
1
 

і OQM
2
 зі спільним катетом OQ і гіпотенузоþ R. Тому 

пряма а є січноþ.
Дотична до кола

Ïряма називається дотичною до кола, якùо вона має 
з колом єдину спільну точку. 

O

Q

a

R

M

Теорема (ознаêа дотичної). Яêщî ïðÿìà ïðîõîäиòь 
чåðåç òîчêó êîëà ³ ïåðïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà, ïðîâå
äåíîãî â цю òîчêó, òî âîíà º äîòичíîю.

Доведення. Неõаé а ^ OQ. Тоді у ∆OQM: OM > OQ, 
тоáто OM > R. М не належить колу. Q — єдина спільна 
точка прямо¿ а і кола. a — дотична.

O

Q�
N

Q

Теорема (властивість дотичної). Дîòичíà äî êîëà ïåð
ïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà êîëà, ïðîâåäåíîãî ó òîчêó äîòиêó.

Àáо інакøе: В³äñòàíь â³ä цåíòðà êîëà äî ñ³чíî¿ äî
ð³âíюº ðàä³óñó.

Доведення. Неõаé Q — точка дотику дотично¿ a. Якùо 
OQ — не перпендикуляр до а, то проведемо перпендикуляр 
ON і поáудуємо ∆ONQ ′, рівниé ∆ONQ з інøого áоку від 
прямиõ ON. Тоді на пряміé а матимемо ùе одну спільну 
точку з колом — Q ′. Ïротиріччя. Отже, а ^ OQ.
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O P

Q

Q�

Теорема (властивість відрізêів дотичних, проведених 
з однієї точêи до êола). В³äð³çêи äîòичíиõ, ïðîâåäåíиõ 
ç îäí³º¿ òîчêи äî êîëà, ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Трикутники OQP і OQ ′	P рівні за катетом 
(OQ = OQ ′) і гіпотенузоþ OP. Тому PQ = PQ ′.

Задання кола точками. Коло, описане навколо трикутника

Серединний перпендикуляр до відрізка — пряма, 
ùо проõодить через середину відрізка і перпендику ляр на 
до нього.

A B

O

M

Q

l
Теорема (про властивість серединного перпен-

диêóляра). Сåðåäиííиé ïåðïåíäиêóëÿð äî â³äð³çêà º 
ãåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ê³íц³â 
â³äð³çêà. 

Доведення. 1. Неõаé Î — довільна точка серединного 
перпендикуляра l до відрізка АВ. ∆ÎМА = ∆ÎМВ за двома 
катетами. Тому ÎА = ÎВ.

2. Навпаки, неõаé QA = QB. Тоді ∆ÎМА = ∆ÎМВ за 
трьома сторонами. Тому ∠QMA = ∠QMB = 90°. Отже, 
точка Q належить l.

A

O

B

C

m
n

l

Теорема (про задання êола трьома точêами).
Іñíóº ºäиíå êîëî, ÿêå ïðîõîäиòь чåðåç òðи çàäàí³ 

òîчêи, щî íå ëåæàòь íà îäí³é ïðÿì³é.
Доведення. Неõаé А, В, С — задані точки. Центр Î 

øуканого кола може належати тільки серединним перпен-
дикулярам l, m і n до відрізків АВ, АС і ВС. Ïрямі l, m 
оáов’язково перетнуться, áо якáи áули паралельними, то 
перпендикулярні до ниõ прямі АВ і АС зáігалися á. Для 
точки Î перетину маємо: ÎА = ÎВ і ÎА = ÎС. Звідси 
ÎВ = ÎС, а тому точка Î належить і третьому серединно-
му перпендикуляру n. Отже, точка Î є центром øуканого 
кола і вона визначається однозначно. Так само однозначно 
визначається é радіус — як відстань від точки Î до яко¿сь 
із рівновіддалениõ точок А, В, С. 
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Êоло називається описаним навколо трикутника, а 
трикутник — відповідно, вписаним у коло, якùо це коло 
проõодить через усі верøини трикутника. 

Теорема (про існóвання і єдиність êола, описаного 
навêоло триêóтниêа). Нàâêîëî бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà 
ìîæíà îïиñàòи êîëî, ïðичîìó ºäиíå. Цåíòðîì цьîãî 
êîëà º òîчêà ïåðåòиíó ñåðåäиííиõ ïåðïåíäиêóëÿð³â äî 
ñòîð³í òðиêóòíиêà.

Теорема є простим наслідком з теореми про задання 
кола трьома точками.
Взаємне розміщення двох кіл

rR

d

Якùо d > R + r, то кола не перетинаþться і одне з ниõ 
лежить ззовні інøого.

rR

d

Якùо d = R + r, то кола дотикаþться зовніøньо.

rR

d

Якùо R – r < d < R + r   (R > r), то кола перетинаþться.

r

R

d

Якùо d = R – r   (R > r), то кола дотикаþться внутріøньо.

r

R

d

Якùо d < R – r (R > r), то кола не перетинаþться і одне 
з ниõ лежить всередині інøого; зокрема, при d = 0 кола є 
концентричними.
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Вписане коло
Êоло дотикається до відрізка, якùо воно дотикається до 

прямо¿, яка містить цеé відрізок, а точка дотику належить 
відрізку.

Êоло дотикається до променя, якùо воно дотикається до 
прямо¿, яка містить цеé промінь, а точка дотику належить 
променþ.

Êоло називається вписаним у кут, якùо воно дотика-
ється до оáоõ сторін цього кута.

Êоло називається вписаним у трикутник, а трикут-
ник — відповідно, описаним навêоло êола, якùо коло 
дотикається до всіõ сторін трикутника.

Q

F

MA

N O

Â

Ñ

Теорема (про геометричне місце центрів êіл, вписа-
них ó êóт). Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì цåíòð³â ê³ë, âïиñàíиõ 
ó êóò, º б³ñåêòðиñà цьîãî êóòà.

Доведення. 1. Неõаé Q — довільна точка áісектри-
си кута À, ÎM і ÎN — перпендикуляри до сторін кута. 
∆АМQ = ∆АNQ — за спільноþ гіпотенузоþ АQ і рівними 
гострими кутами МАQ і NАQ. Тому QМ = QN. Отже, точка 
Q є центром кола, вписаного в кут А.

2. Навпаки, неõаé Î — центр довільного кола, вписаного 
у кут А, В і С — точки éого дотику зі сторонами кута. Тоді 
∠АВÎ = ∠АСÎ = 90°. Тому ∆АВÎ = ∆АСÎ — за катетом 
(ÎВ = ÎС — як радіуси кола) та гіпотенузоþ АÎ. Звідси 
∠ÎАВ = ∠ÎАС. Отже, АÎ — áісектриса кута А.

Q

F

MA

N O

Â

Ñ

Властивість бісектриси. Á³ñåêòðиñà êóòà º ãåî
ìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ðîçì³щåíиõ óñåðåäиí³ êóòà 
³ ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä éîãî ñòîð³í.

Доведення. 1. Бісектриса кута А розміùена всередині 
кута і, як доведено у попередніé теоремі, для áудь-яко¿ 
¿¿ точки Q: QМ = QN. Отже, точка Q рівновіддалена від 
сторін кута.
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X

Y

Z

K

N

A

 2. Навпаки, якùо точка Î рівновіддалена від сторін кута 
А і кут А не тупиé, то основи перпендикулярів ÎВ і ÎС 
завжди належатимуть сторонам кута.  Оскільки ÎВ = ÎС, 
то ∆АВÎ = ∆АСÎ. Звідси ∠ÎАВ = ∠ÎАС. Отже, АÎ — 
áісектриса кута А.

Якùо ж кут А — тупиé, то, провівøи всередині кута 
два промені, перпендикулярні до éого сторін, розіá’ємо 
цеé кут на три оáласті X, Y, Z. Основи перпендикулярів, 
опуùениõ з áудь-яко¿ точки оáласті Y на сторонни кута, 
належать сторонам кута. Тому для ниõ залиøається в силі 
доведення, проведено для гострого кута, за яким усі точки, 
рівновіддалені від сторін кута А, належать éого áісектрисі.

Тому для заверøення доведення потріáно показати, ùо 
жодна точка K з оáласті X чи Z не може áути рівновідда-
леноþ від сторін кута. 

Відстань від точки K до одніє¿ зі сторін кута вимірþється 
катетом KN, а до інøо¿ — гіпотенузоþ KA трикутника KNA. 
Звісно, ùо ці відстані не можуть áути рівними.

N O
L

A M B

C

Теорема (про існóвання і єдиність êола, вписаного 
ó триêóтниê). У бóäьÿêиé òðиêóòíиê ìîæíà âïиñàòи 
êîëî ³ äî òîãî æ ò³ëьêи îäíå. Цåíòð âïиñàíîãî êîëà 
çб³ãàºòьñÿ ç òîчêîю ïåðåòиíó б³ñåêòðиñ òðиêóòíиêà.

Доведення .  Геометричними місцями центрів кіл, 
вписаниõ у кути А і В є áісектриси циõ кутів. Тому центром 
кола, вписаного одночасно в оáидва кути А і В, є точка Î 
перетину циõ áісектрис. Точка Î неодмінно існує, оскільки 
áісектриса кута А перетинає áудь-якиé відрізок з кінцями 
на сторонаõ цього кута, зокрема, é áісектрису кута В.

ÎМ = ÎN, ÎМ = ÎL, тому ÎN = ÎL. Звідси ∆СÎN = 
∆СÎL і тому ∠ÎСN = ∠ÎСL. Отже, точка Î належить 
áісектрисі é третього кута С трикутника АВС, тоáто є цен-
тром кола, вписаного в кут С, тоáто і в трикутник.

Êожна з áісектрис трикутника визначається однознач-
но, тому центр і радіус вписаного кола теж визначаþться 
однозначно.
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Задачі на побудову лінійкою і циркулем
Задачі на поáудову лініéкоþ і циркулем (проведенням прямиõ і кіл) розв’язуþться 

на основі такиõ двоõ правил (елементарниõ поáудов): 
1) çà äîïîìîãîю ë³í³éêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи 

ïëîщиíи;
2) çà äîïîìîãîю циðêóëÿ ìîæíà ïðîâåñòи êîëî ç цåíòðîì ó бóäьÿê³é òîчц³ 

ïëîщиíи ³ ç ðàä³óñîì, ÿêиé äîð³âíюº бóäьÿêîìó çàäàíîìó â³äð³çêó.
Виконати побудову геометрично¿ ôігури із заданими властивостями (розв’я-

зати задачу на поáудову) означає вêазати послідовність (алгоритм) із вказаниõ 
виùе двоõ åëåìåíòàðíиõ ïîбóäîâ, після виконання якиõ áуде отримано цþ ôігуру, 
а також довести, ùо поáудована ôігура справді має потріáні властивості.

основні побудови
(Ó кружечкаõ на рисункаõ указується послідовність кроків відповідно¿ поáудови)

O
Xa

a

a

A

1

2

Побудова 1.
На заданому промені ÎХ від éого початку відкласти 

відрізок, рівниé даному відрізку а. 

A

C

B

O

C1

B1

C2

M

1

2

4

3

5

6

Побудова  2.
Від дано¿ півпрямо¿ ÎМ відкласти кут, рівниé заданому 

нерозгорнутому куту САВ.
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a

b

c

A B

C

C1

ab

c
1

2
3

4

5 6

Побудова 3.
Ïоáудувати трикутник за трьома даними сторонами а, 

b, c.

A

B

C

O

1

2

3

4

5

Побудова 4.
Заданиé нерозгорнутиé кут Î поділити навпіл.

A
M

B

C1

C2

1 2

3

3

4

5

Побудова 5.
Заданиé відрізок АВ поділити навпіл.

A M B

C1

C2

l

1
2 3

4

4

5 Побудова 6.
Через точку М, задану на пряміé l, провести пряму, 

перпендикулярну до ціє¿ прямо¿.
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A

N

B

C1

C2

l

3 4

1
M

2
5

5

6 Побудова 7.
Через точку N, розміùену поза прямоþ l, провести пря-

му, перпендикулярну до ціє¿ прямо¿.

Орієнтовна схема розв’язування задач на побудову:
1) аналіз; 2) поáудова (алгоритм поáудови); 3) доведення; 4) дослідження.
Ìетод геометричних місць точок у розв’язуванні задач на побудову
Ïолягає у зведенні поáудови øукано¿ ôігури до поáудови деяко¿ клþчово¿ точки, 

для яко¿ вказуþться геометричні місця точок, яким вона належить. Тоді ця точка 
визначається як перетин указаниõ геометричниõ місць.

Основні геометричні місця точок, що використовуються при розв’язу
ванні задач на побудову

1. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, â³ääàëåíиõ â³ä çàäàíî¿ òîчêи íà â³äñòàíь, щî 
äîð³âíюº äîâæиí³ çàäàíîãî â³äð³çêà — коло із центром у заданіé точці і радіусом, 
ùо дорівнþє довжині заданого відрізка.

2. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê (Фàëåñà), ç ÿêиõ çàäàíиé â³äð³çîê âиäíî ï³ä ïðÿ
ìиì êóòîì — коло, діаметром якого є заданиé відрізок (áез кінців цього діаметра).

3. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ê³íц³â çàäàíîãî â³äð³çêà — 
серединниé перпендикуляр до відрізка.

4. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ñòîð³í çàäàíîãî êóòà — 
áісектриса кута.

5. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ÿê³ ëåæàòь ç îäíîãî бîêó â³ä ïðÿìî¿ ³ â³ääàëåí³ 
â³ä íå¿ íà äîâæиíó çàäàíîãî â³äð³çêà — дві прямі, паралельні даніé і віддалені 
від не¿ на довжину даного відрізка.

Перевір себе

 1. Дайте означення кола і круга. Що таке хорда та діаметр кола і круга? Яка 
залежність між довжинами діаметра і хорди, проведеними в одному крузі?

 2.  Сформулюйте теорему Фалеса про кут, під яким діаметр видно з точки кола. 
Як довести цю теорему? Яке геометричне місце точок можна означити на 
підставі цієї теореми?

 3. Які властивості має діаметр кола (круга), проведений перпендикулярно до 
хорди або через її середину? Як довести ці властивості?



284284 Розділ ІV. Коло і круг. Геометричні побудови

 4. Сформулюйте теорему Фалеса про поділ круга діаметром. Які ідея покладена 
в основу її доведення? Які наслідки можна вивести із цієї теореми?

 5. Яким може бути взаємне розміщення прямої і кола на площині?
 6. Що таке дотична до кола? Яку характерну властивість вона має? Як можна 

провести дотичну до кола із зовнішньої точки?
 7. Скільки кіл можна провести на площині через одну точку? А через дві? Як 

розміщені центри цих кіл?
 8. Сформулюйте теорему про властивість серединного перпендикуляра до 

відрізка.
 9. Скільки кіл можна провести на площині через три фіксовані точки? Сфор-

мулюйте й доведіть відповідну теорему. Який наслідок для трикутника з неї 
можна вивести?

 10. Яким може бути взаємне розміщення двох кіл на площині? 
 11. Коли коло називають вписаним у кут? А — в трикутник? Де розміщуються 

центри всіх кіл, вписаних у кут? Сформулюйте і доведіть відповідну теорему.
 12. Скільки кіл можна вписати у трикутник? Сформулюйте і доведіть відповідну 

теорему.
 13. Що таке геометричні побудови за допомогою циркуля і лінійки? До яких еле-

ментарних побудов має зводитися кожна побудова за допомогою циркуля 
та лінійки?

 14. Які із задач на побудову вважають основними? Як вони розв’язуються?
 15. Якою є орієнтовна схема розв’язування задач на побудову? У чому полягає 

кожен з етапів?
 16. У чому полягає метод геометричних місць для розв’язування задач на побу-

дову? Назвіть відомі вам приклади геометричних місць точок.

Завдання для повторення та проведення  
контрольних робіт до розділу іV

 1. а) Хорда кола перетинає діаметр під кутом 30° і ділиться цим діаметром на 
частини завдовжки 6 см і 12 см. Визначте відстані від кінців хорди, а також 
від її середини до діаметра.

  б) Хорда кола перетинає діаметр під кутом 30° і ділить його на два відрізки 
завдовжки 5 см і 15 см. Визначте відстань від центра кола до цієї хорди.

 2. а) У трикутнику центр описаного кола лежить на висоті. Доведіть, що цей 
трикутник — рівнобедрений.

  б) У трикутнику центр описаного кола збігається з точкою перетину двох 
медіан. Доведіть, що трикутник — рівносторонній.
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 3. а) На рис. 4.147, а) DA — дотична до кола в точці A. Визначте кут BAD.
  б) На рис. 4.147, б) AD — дотична до кола в точці A. Визначте кут BOA.

 4. а) У трикутнику центр вписаного кола лежить на висоті. Доведіть, що трикут-
ник — рівнобедрений.

  б) У трикутнику центр вписаного кола лежить на серединному перпендикулярі 
до однієї зі сторін. Доведіть, що трикутник — рівнобедрений.

 5. а) Сторони трикутника ABC дорівнюють 5 см, 6 см і 7 см. Визначте довжини 
відрізків, на які ці сторони розбиваються точками дотику вписаного кола.

  б) Сторони трикутника ABC дорівнюють 7 см, 8 см і 13 см. Визначте довжини 
відрізків, на які ці сторони розбиваються точками дотику вписаного кола.

 6. а) Два кола розміщені одне всередині іншого. Діаметр більшого кола, що проходить 
через центр меншого кола, ділиться меншим колом на три частини, які дорівнюють 
2 см, 10 см і 6 см. Визначте діаметри кіл і відстань між їхніми центрами.

  б) Два кола, радіуси яких відносяться, як 2 : 5, розміщені одне всередині 
іншого. Діаметр більшого кола, що проходить через центр меншого кола, 
ділиться меншим колом на три частини, крайні з яких дорівнюють 10 см і 
5 см. Визначте радіуси цих кіл і відстань між їхніми центрами.

 7. а) Два кола з центрами O1 і O2 перетинаються в точках A і B. Доведіть, що 
O1O2 ^ AB.

  б) Два кола з центрами O1 і O2 перетинаються в точках A і B. Доведіть, що 
пряма O1O2  ділить навпіл кути AO1B та AO2B.

 8. а) Побудуйте рівнобедрений трикутник за кутом при основі та висотою, про-
веденою до бічної сторони.

  б) Побудуйте рівнобедрений трикутник за кутом при вершині та висотою, 
проведеною до бічної сторони.

 9. а) Дано дві точки і пряму. Проведіть через ці точки інше коло, центр якого 
належить даній прямій.

  б) Дано дві точки і коло. Проведіть через ці точки інше коло, центр якого 
належить даному.

Ðèñ. 4.147

O

A

B

D

100° O

A

B

D50°

à) á)
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 10. а) Дано дві паралельні прямі і точку, яка лежить між ними. Побудуйте коло, 
яке дотикається до даних прямих і проходить через дану точку.

  б) Дано дві пересічні прямі і точку, яка лежить між ними. Побудуйте коло, яке 
дотикається до даних прямих і проходить через дану точку.

 11. а) Знайдіть геометричне місце центрів кіл із даним радіусом R, що дотика-
ються до даної прямої m.

  б) Знайдіть геометричне місце центрів кіл із даним радіусом R, які відтинають 
на даній прямій m хорду даної довжини p.

 12. Побудуйте коло із даним радіусом r, яке дотикається до даного кола з раді-
усом R:

  а) зовнішньо;  б) внутрішньо.
 13•. а) Побудуйте прямокутний трикутник за сумою катетів та гіпотенузою.
  б) Побудуйте прямокутний трикутник за катетом та сумою іншого катета і гі-

по тенузи. 
 14•.  а) Побудуйте прямокутний трикутник за різницею катетів та гіпотенузою.
  б) Побудуйте прямокутний трикутник за різницею катетів та кутом, протилеж-

ним до меншого з катетів.



Предметний покажчик

А
Àксіома 
 — про паралельні прямі
 — руõомості трикутника
Àксіоми геометрі¿

Б
Бісектриса кута 
 — трикутника 
Бічні сторони рівноáедреного трикутника 

В
Верøина кута 
 — рівноáедреного трикутника
Верøини трикутника
Висота трикутника 
Відрізок 
Відстань від точки до прямо¿ 

Г
Геометричне місце точок 
 — — — Фалеса 
Геометричні поáудови лініéкоþ та циркулем 
 — — основні 
Геометрія 
Гіпотенуза 

Д
Діаметр кола (круга) 
Доведення теореми 
 — — методом «від супротивного» 
Довжина відрізка
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Дотик двоõ кіл 
Дотик прямо¿ і кола
Дотична пряма (до кола) 

К
Êатет 
Êінці відрізка 
Êоло 
 — вписане у кут 
 — — — трикутник 
 — описане навколо многокутника 
 — — — трикутника 
Êруг 
Êут 
 — гостриé 
 — зовніøніé 
 — лініéниé 
 — між прямими 
 — плоскиé 
 — прямиé 
 — розгорнутиé 
 — тупиé 
Êути вертикальні 
 — відповідні 
 — внутріøні односторонні 
 — внутріøні різносторонні 
 — рівні 
 — суміжні 

м
Ìедіана трикутника 
Ìетод геометричниõ місць точок 

Н
Нерівність трикутника 

о
Оáернена теорема 
Ознака 
 — паралельності двоõ плоùин 
 — прямо¿ і плоùини 
Ознаки паралельності прямиõ 
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 — рівноáедреного трикутника 
 — рівності прямокутниõ трикутників 
 — — трикутників 
Основа перпендикуляра 
 — рівноáедреного трикутника 

П
Ïаралельні відрізки 
 — промені 
 — прямі 
Ïериметр трикутника 
Ïерпендикуляр до прямо¿ 
Ïерпендикулярні відрізки 
 — промені 
 — прямі 
Ïівпряма 
Ïланіметрія 
Ïлоùина 
Ïочаток променя (півпрямо¿) 
Ïромені (взаємно) доповняльні 
Ïромінь 
Ïряма (лінія) 
 — паралельні 
 — перпендикулярні 

р
Радіус кола 
 — круга 
Рівні кути 
 — трикутники 
 — ôігури 

С
Серединниé перпендикуляр (до відріз ка) 
Січна для кола
Січна для прямиõ 
Стереометрія 
Сторони кута 

т
Теорема 
 — оáернена 
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Точка 
 — дотику прямо¿ і кола 
Трикутник 
 — гострокутниé 
 — правильниé 
 — прямокутниé 
 — рівноáедрениé 
 — рівносторонніé 
 — різносторонніé 
 — тупокутниé 
Трикутники рівні 

Ф
Фігури геометричні 
 — рівні 

Х
Хорда кола (круга) 

Ц
Центр кола (круга) 
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опис обкладинки і форзаців

На картині у центрі оáкладинки зоáражено основні прилади для проведеня 
науковиõ досліджень у «дотелескопниé» період, які мали значниé вплив на розвиток 
геометрі¿. Ïраворуч, áіля неáесного глоáуса, із циркулем у лівіé руці, а правицеþ 
вказує на неáо — відомиé астроном Тиõо Браге (1546–1601). Глоáус і сôера у цьому 
підручнику даþть змогу глиáøе зрозуміти геометріþ на плоùині. Ілþстраці¿ запозичені 
з книги: Дуáкова С., Ìаркова Н. Èстория астрономии. — Ì.: Белûé город, 2002.

На згині оáкладинки — картина ôундатора живописного аáстракціонізму Василя 
Êандинського «Ïіки на вигині» (Spitzen im Bogen) (1927 р.). Трикутник áув одним 
з основниõ виражальниõ засоáів у твораõ цього õудожника. Цим він немовáи пере-
носив виняткову роль ціє¿ ôігури із геометрі¿ на аáстрактниé живопис. Ó картині 
прочитується ідея космічності лþдського øляõу, якиé проõодить довкола Землі під 
вітрилами-піками, ùо наповнþþться Сонцем.

На 1-у ôорзаці — гравþра з перøого тому поøирено¿ у ХІХ ст.  чотиритомно¿ праці ôран-
цузького природодослідника і літератора Ëу¿ Фіг’є (1819-1894) «Æиття славетниõ учениõ 
від давнини до дев’ятнадцятого століття з коротким оглядом ¿õніõ праць»  (Louis Figuier.  
Vie des savants illustres depuis l′antiquité jusqu′à dix-neuvième siècle avec l′appréciation 
sommaire de leurs travaux. — 1-e édition, Paris, 1866–1870).

Гравþра відоáражає еліністичну епоõу в історі¿ науки, пов’язану з тріумôом ака-
демічно¿ øколи Ïлатона. Ó тоé час центр науки перемістився з Àôін у єгипетську  
Àлек сандріþ. Саме там Евклід створив сво¿ знамениті «Начала» геометрі¿, а великі 
астро номи Гіппарõ і Ïтолемеé активно застосовували геометріþ в астрономічниõ 
дос лід женняõ.

На 2-у ôорзаці — ôреска італіéського õудожника та арõітектора Ïеллегріно 
Тіáальді (1527–1596) «Спір між академіками (ліворуч) та сто¿ками (ліворуч)» (1592 р.) 
з áіáліотеки монастиря св. Ëоренсо і резиденці¿ іспанськиõ королів (Ескоріалу) по-
áлизу Ìадрида.

Якùо академіки на чолі з Ïлатоном сповідували значуùість для пізнання лиøе ідеаль-
ниõ і вічниõ ідеé, то сто¿ки на чолі із Зеноном Êітіонським головним уважали гар моніéне 
оáлаøтування земного áуття. Відоме ¿õнє порівняння науки з ôруктовим садом, у якому 
логіка — це садова огорожа, ôізика — ôруктові дерева, а етика — плоди.

Ïолемізуþчи ùодо стратегічниõ завдань науки, академіки é сто¿ки незмінно нада-
вали великого значення геометрі¿, ùо é засвідчуþть геометричні атриáути на ціé 
кар тині.



Шановний друже!

Геометрія 7 класу заверøена. Ìи запроøуємо теáе до 8 класу, де ти, з-по-
між інøого, вивчатимеø теорему Ïіôагора і золотиé переріз, які знаменитиé 
астроном Éоганн Êеплер уважав наéцінніøими перлинами геометрі¿. Саме 
¿õ ôранцузькиé õудожник Ëоран Делагір відоáразив на аркуøі в рукаõ музи 
Геометрі¿ на ціé картині.

Лоран Делагір. Алегорія геометрії (1649 р.)
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