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Переднє слово до учнів та вчителів
Ми не допускаємо, щоб талановиті, обдаровані діти працювали ниж-

че від своїх можливостей. Якщо учень, який повинен бути дослідником 
природи, юним натуралістом, майбутнім ученим, скочується до рівня 
посереднього зубрили, то не повною мірою розкриваються здібності й 
тих, у кого немає яскраво виявлених задатків талановитості, обдаро-
ваності. Запобігання неуспішності слабких учнів ми вбачаємо в тому, 
щоб талановиті, обдаровані виходили за межі програми з тих предметів, 
тих сфер творчої діяльності, до яких у них є великі здібності, задатки.

Викладачі математики дають учням завдання кількох варіантів 
складності. Кожному надається можливість вибрати те, що йому під 
силу. Оскільки ж розумова праця відбувається в колективі, вона набуває 
характеру змагання творчих здібностей: ніхто не хоче бути слабшим, 
кожний прагне випробувати свої сили на складному завданні. В атмосфері 
змагання розкриваються таланти.

Василь Сухомлинський. 
«Серце віддаю дітям»

Øàíîâí³ äðóç³! Вè ðîçгîðíóëè щå îäèí п³äðó÷íèê ç гåîìåòð³ї — òåпåð óæå äëÿ 
10 êëасó. Ó цüîìó ðîц³ вè ðîçпî÷èíаºòå сèсòåìаòè÷íî вèв÷аòè гåîìåòð³ю в пðîсòîð³, 
абî стереометрію. Яê ³ пëаí³ìåòð³ÿ (òîбòî гåîìåòð³ÿ íа пëîщèí³), сòåðåîìåòð³ÿ òåæ 
спîêîíв³êó вваæаëасÿ шêîëîю ìóäðîсò³. Пåðåêаçóюòü, щî íаä вõîäîì äî Àêаäåì³ї, 
ÿêó çасíóвав вèäаòíèй äавíüîгðåцüêèй ф³ëîсîф Пëаòîí, бóëî вèð³çüбëåíî íапèс: «Нå 
çаõîäü, íå îб³çíаíèй ç гåîìåòð³ºю!». 

За щî æ òаê ц³íóваëасÿ гåîìåòð³ÿ? — За òå, щî ðîçвèваëа ìèсòåцòвî аðгóìåí-
òац³ї, а аðгóìåíòац³ÿ бóëа îсíîвîю òîгî íîвîгî äåìîêðаòè÷íîгî сóсп³ëüсòва, ÿêèì 
òаê пèшаëèсÿ äавí³ гðåêè ³ ÿêå вîíè вс³ëÿêî пðîòèсòавëÿëè сõ³äíèì äåспîò³ÿì. Сèì-
вîë³÷íî, щî сåðåä с³ìîõ ëåгåíäаðíèõ ìóäðåц³в-çаêîíîäавц³в, êîòðèõ гðåêè вваæаëè 
свîїìè äóõîвíèìè ó÷èòåëÿìè, íа пåðшå ì³сцå вîíè çавæäè сòавèëè Фаëåса, ÿêèй, 
вëасíå, çаêîíîäавцåì ³ íå бóв. Фаëåс бóв ó÷åíèì, ³ ÿê сòвåðäæóюòü ëåгåíäè, äîв³в 
ëèшå äåê³ëüêа пðîсòèõ гåîìåòðè÷íèõ òåîðåì. Оäíаê ó òаêèй спîс³б в³í пðîäåìîí-
сòðóвав çäаòí³сòü ëюäсüêîгî ðîçóìó в³äшóêóваòè îб’ºêòèвíó ³сòèíó, ³ цåй фåíîìåí 
сòав îсíîвîю çаõ³äíîї цèв³ë³çац³ї.

Отже, навчаючись стереометрії, ви й далі навчатиметеся мистецтву аргу-
ментації, яке є базовою цінністю сучасного демократичного суспільства.

Пåðåì³щаю÷èсü «ìашèíîю ÷асó» äаë³, пîòðапëÿºìî ó ХVІІ сò. Вèíèêëî íîвå 
пðèðîäîçíавсòвî: Ãаë³ëåй, Кåпëåð, Дåêаðò, Пасêаëü, Нüюòîí… Давíÿ гåîìåòð³ÿ íå 
ò³ëüêè íå сòаëа îсòîðîíü íîвèõ òåíäåíц³й, а й пåðåòвîðèëасÿ íа òåîðåòè÷íó îсíîвó 
åêспåðèìåíòаëüíîї íаóêè, вîäíî÷ас çаëèшаю÷èсü îсíîвîю ðац³îíаë³сòè÷íîї ф³ëî-
сîф³ї. Свîºð³äíå в³äîбðаæåííÿ ц³ºї íîвîї òåíäåíц³ї çíаõîäèìî ó ìаíäðаõ êаçêîвîгî 
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Ãóëë³вåðа Дæîíаòаíа Св³фòа. Пðèбóвшè íа ë³òаю÷èй îсòð³в Ëапóòó, Ãóëë³вåð íай-
б³ëüшå çäèвóвавсÿ òîìó, щî всå æèòòÿ йîгî ìåшêаíц³в îбåðòаëîсÿ äîвêîëа гåîìåòð³ї. 
Нав³òü бóäåííа ìîва ëапóòÿí ðÿсí³ëа гåîìåòðè÷íèìè òåðì³íаìè. Та ÿêбè Ãóëë³вåð 
бóв íашèì сó÷асíèêîì, òî òаêîгî пîäèвó, ìабóòü, ó íüîгî íå бóëî б. Ãåîìåòðè÷íèìè 
òåðì³íаìè òåпåð пðîíèçаí³ íå ò³ëüêè пðèðîäíè÷³ ³ òåõí³÷í³ íаóêè, а й гóìаí³òаðí³, 
ìèсòåцòвîçíавсòвî, ìîва щîäåííîгî сп³ëêóваííÿ. Осü ëèшå íайпîшèðåí³ш³ сëîва, ÿê³ 
пîбóòóюòü ó íашîìó ìîвëåíí³ й çапîçè÷åí³ ç гåîìåòð³ї: аêс³îìа, паðаëåë³, пëîщèíа, 
вåêòîð, сфåðа, êîîðäèíаòè, фîêóс, пîëюс, сåêòîð, вèì³ð, багаòîвèì³ðí³сòü, сèìåòð³ÿ 
òîщî. Пåвíа ð³÷, щîбè пðавèëüíî ðîçóì³òè òа вæèваòè ц³ сëîва, пîòð³бíî çíаòè їõí³й 
пåðв³сíèй гåîìåòðè÷íèй çì³сò. «Кíèга пðèðîäè», — ÿê вëó÷íî вèсëîвèвсÿ ¥аë³ëåй, 
«íапèсаíа ìîвîю гåîìåòð³ї». 

Отже, навчаючись стереометрії, ви й далі прилучатиметеся до надбань сві-
тової культури, сòаваòèìåòå îб³çíаíèìè й êîìпåòåíòíèìè ó òèõ пèòаííÿõ, в ÿêèõ 
бåç цüîгî в³ä÷óваëè б сåбå íåìîвбè пðèбóëüцÿìè ç ваðваðсüêèõ åпîõ.

Мè… ó ХХІ сò. Кîìп’юòåðíа гðаф³êа ³ äèçайí, çаõìаðí³ аðõ³òåêòóðí³ пðîåêòè, 
пðîíèêíåííÿ ó гëèбèíè êîсìîсó й ìаòåð³ї… Ãåîìåòðè÷í³ ³äåї òа пðèíцèпè ëåæаòü 
в îсíîв³ ³ цèõ íаäбаíü. Вèв÷аю÷è гåîìåòð³ю, вè в цüîìó íå ðаç пåðåêîíаºòåсÿ.

Отже, і з практичної точки зору стереометрія необхідна.
Нав÷аííÿ ìèсòåцòвó аðгóìåíòац³ї, пðèëó÷åííÿ äî íаäбаíü св³òîвîї êóëüòóðè ³ 

пðаêòè÷í³ çасòîсóваííÿ гåîìåòð³ї — цå ò³ îсíîвí³ çавäаííÿ, ÿê³ сòавëÿòüсÿ ó цüîìó 
п³äðó÷íèêó. Вîíè íåв³ää³ëüí³ îäíå в³ä îäíîгî, ÿê íåв³ää³ëüí³, ð³вíîçíа÷í³ ³ вçаºìîäî-
пîвíюю÷³ В³ðа, Наä³ÿ ³ Ëюбîв ó õðèсòèÿíсüê³й ìîðаë³. Пîгîðòайòå п³äðó÷íèê, ³ вè 
íав³òü çа ³ëюсòðаòèвíèì ìаòåð³аëîì пîì³òèòå, щî êîæíîìó ³ç çаçíа÷åíèõ çавäаíü 
в³äвåäåíî íаëåæíå ì³сцå.

Ãîðòаю÷è п³äðó÷íèê, вè пî всüîìó òåêсòó пîì³òèòå òаê³ ðîçп³çíаваëüí³ çíаêè: 

          

Óс³ вîíè ìаюòü сèìвîë³÷íå çíа÷åííÿ.
Осíîвíèй çì³сò п³äðó÷íèêа сòðóêòóðîваíèй çа äвîìа пîòîêаìè. Пåðшèй пîò³ê 

фîðìóºòüсÿ баçîвèì çì³сòîì гåîìåòð³ї, вèçíа÷åíèì ð³вíåì äåðæавíîгî сòаíäаðòó äëÿ 
10 êëас³в óс³õ çагаëüíîîсв³òí³õ íав÷аëüíèõ çаêëаä³в. Дðóгèй пîò³ê ì³сòèòü ìаòåð³аë, 
ÿêèй º äîпîвíåííÿì, ðîçшèðåííÿì абî пîгëèбëåííÿ  баçîвîгî ÿäðа ³ в³äпîв³äаº пðî-
гðаì³ пîгëèбëåíîгî вèв÷åííÿ ìаòåìаòèêè. Цåй ìаòåð³аë äðóêóºòüсÿ íа бëаêèòíîìó 
òë³ п³ä ðóбðèêîю «Дëÿ òèõ, õòî õî÷å çíаòè б³ëüшå» ³ сóпðîвîäæóюòüсÿ пîðòðåòаìè 
гåí³аëüíèõ ìаòåìаòèê³в Мèõайëа Осòðîгðаäсüêîгî ³ Сîф³ї Кîваëåвсüêîї. Жèòòºвèй 
шëÿõ цèõ ó÷åíèõ пåðåêîíëèвî çасв³ä÷óº, щî ìаòåìаòèêа îäíаêîвî äîсòóпíа ÿê 
÷îëîв³êаì, òаê ³ æ³íêаì, ³ щî óсп³õè в íаóц³ íå çаëåæаòü в³ä ì³сцÿ íаðîäæåííÿ: 
Осòðîгðаäсüêèй íаðîäèвсÿ íа õóòîð³, а Кîваëåвсüêа — ó сòîëèц³.
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Оêð³ì îсíîвíîгî çì³сòó, ó п³äðó÷íèêó ì³сòÿòüсÿ äва äîäаòêîв³ ðîçшèðåííÿ. Ó пåð-
шîìó ç íèõ пîäаюòüсÿ îêðåì³ пèòаííÿ, ÿê³ õî÷ ³ вèõîäÿòü çа ìåæ³ пðîгðаìè, îäíаê 
всå щå ò³сíî пîв’ÿçаí³ ç íåю ³ òðаäèц³йíî вèв÷аюòüсÿ ó спåц³аë³çîваíèõ ф³çèêî-ìа-
òåìаòè÷íèõ шêîëаõ (ë³цåÿõ, г³ìíаç³ÿõ). Цå ðîçшèðåííÿ òåæ пîäаºòüсÿ п³ä ðóбðèêîю 
«Дëÿ òèõ, õòî õî÷å çíаòè б³ëüшå», îäíаê пîçíа÷аºòüсÿ ç³ðî÷êîю.

Дðóгå ðîçшèðåííÿ  — цå «Сòîð³íêè ³сòîð³ї». Йîгî сóпðîвîäæóº ìóçа ³сòîð³ї Кë³î 
ç³ çíаìåíèòîї êаðòèíè Ãåíð³õа Сåìèðаäсüêîгî «Паðíас» (êаðòèíа пðèêðашаº çав³сó 
Ëüв³всüêîгî îпåðíîгî òåаòðó). Мóçа òðèìаº êíèгó й пåðî, а пðîìîвèсòèì пîðóõîì ë³вîї 
ðóêè íåìîвбè çапðîшóº îçèðíóòèсÿ íаçаä. Оçíайîìëåííÿ ç пîäаíèìè ó ц³й ðóбðèц³ 
в³äîìîсòÿìè ðîçшèðèòü ваш êðóгîç³ð, äîпîìîæå çбагíóòè ваæëèв³ вíóòð³шí³ ìîòèвè 
ðîçвèòêó ìаòåìаòèêè. À цå, ó свîю ÷åðгó, спðèÿòèìå гëèбшîìó ðîçóì³ííю íаóêè.

Ó ê³íц³ êîæíîгî çì³сòîвîгî пóíêòó, п³ä ðóбðèêîю «Пåðåв³ð сåбå», пîäаюòüсÿ 
пèòаííÿ äëÿ саìîêîíòðîëю. Цю ðóбðèêó сóпðîвîäæóº çîбðаæåííÿ ì³ф³÷íîї пòашêè-
Сф³íêс ç пîгðóääÿì æ³íêè ³ òóëóбîì ëåва, ÿêа, çа пåðåêаçаìè, пðîпóсêаëа äаë³ ëèшå 
òèõ пîäîðîæí³õ, õòî пðавèëüíî в³äпîв³в íа її çапèòаííÿ.

Ðóбðèêó впðав ³ çаäа÷ óсюäè сóпðîвîäæóваòèìå бîгèíÿ ìóäðîсò³ Àф³íа. Вèбðаíî 
ðåëüºфíå çîбðаæåííÿ Àф³íè Паðфåíîс, ðåêîíсòðóйîваíå çа îпèсаìè çíаìåíèòîї 
сêóëüпòóðè Ф³ä³ÿ.

Заäа÷³ ³ впðавè ðîçì³щåí³ в ê³íц³ êîæíîгî пóíêòó òåîð³ї çа пîðÿäêîì íаðîсòаííÿì 
сêëаäíîсò³. Найпðîсò³ш³ ç íèõ (ó òîìó ÷èсë³ й óсí³ впðавè) пîçíа÷åí³ св³òëèì êðó-
æå÷êîì, а сêëаäí³ш³ — ç³ðî÷êîю. Заäа÷³, ÿê³ íå пîçíа÷åí³ äîäаòêîвèìè çíа÷êаìè, 
õî÷ ³ íå òаê ÿвíî, îäíаê òåæ пðèðîäíî ðîçбèваюòüсÿ íа äв³ гðóпè: пåðш³ — пðîсò³-
ш³, а íасòóпí³ — сêëаäí³ш³. Оòæå, çагаëîì çаäа÷íèй ìаòåð³аë пðîгðаäóйîваíèй çа 
÷îòèðìа ð³вíÿìè сêëаäíîсò³.

Ó ê³íц³ вåëèêèõ çì³сòîвèõ бëîê³в пîäаí³ òèпîв³ çавäаííÿ äëÿ òåсòîвîї пåðåв³ðêè 
ð³вíÿ çасвîºííÿ îсíîвíèõ òåîðåòè÷íèõ пîëîæåíü òа пðîвåäåííÿ êîíòðîëüíèõ ðîб³ò 
(ó äвîõ ваð³аíòаõ). Ó÷í³, ÿê³ îçíайîìëÿòüсÿ ç íèìè çаçäаëåг³äü, бóäóòü çасòðаõîваí³ 
в³ä íåпðèºìíèõ «сюðпðèç³в» íа саìîсò³йí³й òа êîíòðîëüí³й ðîбîòаõ. Ц³ ìаòåð³аëè 
пîäаюòüсÿ ó äвîõ ваð³аíòаõ. В³äòаê ³ в÷èòåëü ìаòèìå äîäаòêîв³ ìîæëèвîсò³ äëÿ îð-
гаí³çац³ї саìîсò³йíîї ðîбîòè ó÷í³в.

×èìаëî çаäа÷ ó п³äðó÷íèêó вì³щåíî ç ðîçв’ÿçаííÿìè. В³äпîв³äíа ðóбðèêа 
«Ðîçв’ÿçóºìî ðаçîì» пîçíа÷åíа êðасíîìîвíîю св³òëèíîю ç ó÷èòåëåì òа ó÷åíèцåю, 
ÿê³ ðаçîì ðîçв’ÿçóюòü çаäа÷ó. На пîäаíèõ пðèêëаäаõ äåìîíсòðóюòüсÿ çасòîсóваííÿ 
всòаíîвëåíèõ òåîðåòè÷íèõ в³äîìîсòåй, а в îêðåìèõ вèпаäêаõ — ³ êîðèсí³ íîв³ фаêòè 
òа çагаëüí³ п³äõîäè, ÿêèìè ìîæíа сêîðèсòаòèсÿ й пðè ðîçв’ÿçóваíí³ ³íшèõ çаäа÷. Кð³ì 
òîгî, ц³ çаäа÷³ сëóгóюòü пðèêëаäаìè çавäаíü, ÿê³ çаçвè÷ай пðîпîíóюòüсÿ íа ð³çíî-
ìаí³òíèõ ³спèòаõ ³ òåсòóваííÿõ, а пîäаí³ ðîçв’ÿçаííÿ — вç³ðцÿìè äëÿ îфîðìëåííÿ, 
ÿêèõ ðåêîìåíäó ºòüсÿ äîòðèìóваòèсü.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàéäàâí³øиõ, 
íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Людина і кристали. Рисунок Карела Чапека
Так відомий письменник передав своє захоплення кристалічними формами, які 
є одним із найдосконаліших утілень ідеальних геометричних форм
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Аксіоматика планіметрії

Для цієї мети я винайшов особливий, досі 
невідомий метод викладання: я запросив для 
мого старшого помічника двох викладачів. При 
цьому один навчав його з початку, з абетки, 
а інший — з кінця. … Рівно через три тижні 
мій старший помічник доніс мені рапортом, 
що обидва викладачі довчили його до середини, 
і, таким чином, завдання виконане.

Андрій Некрасов. «Пригоди капітана Врунгеля»

 Здається, — пригадав слоник, — я про цю 
математику чув …

Григорій Остер. «38 папуг»

Шановні десятикласники! Вè вæå òðè ðîêè вèв÷аëè гåîìåòð³ю в îсíîвí³й шêîë³. 
Пåðåä пðîäîвæåííÿì її вèв÷åííÿ ó сòаðш³й шêîë³ äîðå÷íî пðîвåсòè íåвåëè÷êó сèсòå-
ìаòèçац³ю вèв÷åíîгî òа îêèíóòè пîгëÿäîì íайбëèæ÷³ гîðèçîíòè.

1. Що ж таке геометрія?
З глибин віків. Ãåîìåòð³ÿ — äóæå äавíÿ íаóêа. Сòаðшîю в³ä íåї сåðåä óс³õ íаóê 

ìîæíа вваæаòè õ³ба щî асòðîíîì³ю. Вò³ì, êîëè асòðîíîì³ÿ ç îпèсîвîгî (спîсòåðåæ-
íîгî) ð³вíÿ пåðåйшëа íа òåîðåòè÷íèй (пðîгíîсòè÷íèй), вîíа çавæäè вäаваëасÿ äî 
пîсëóг гåîìåòð³ї.

Тèсÿ÷îë³òòÿìè òðèваëî íаêîпè÷åííÿ гåîìåòðè÷íèõ фаêò³в äîсë³äíèì шëÿõîì. 
Офîðìëåííÿ гåîìåòð³ї ó сòðóíêó íаóêîвó сèсòåìó в³äбóëîсÿ ó Давí³й Ãðåц³ї в пåð³îä 
ðîçêв³òó її êóëüòóðè (ó VI – IV сò. äî í. å). Ãðåêè äóæå пîëюбëÿëè пîв’ÿçóваòè вè-
òîêè свîїõ äîсÿгíåíü ç äавí³ìè åпîõаìè. Зîêðåìа, вîíè вваæаëè, щî гåîìåòð³ÿ пåðå-

Вступ
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йшëа äî íèõ ç Єгèпòó, äå вîíа í³бèòî çаðîäèëасÿ ç пîòðåбè вèì³ðюваííÿ çåìåëüíèõ 
ä³ëÿíîê п³сëÿ щîð³÷íèõ ðîçëèв³в ð³êè æèòòÿ — Н³ëó. Зв³äсè й ³сòîðè÷íа íаçва ц³ºї 
íаóêè — гåîìåòð³ÿ, щî в äîсë³вíîìó пåðåêëаä³ ç гðåцüêîї îçíа÷аº «вèì³ðюваííÿ 
çåìë³», «çåìëåì³ðсòвî».

Оäíаê «вèì³ðюваííÿì çåìë³» гåîìåòð³ÿ ó Давí³й Ãðåц³ї бóëа õ³ба щî в òîìó 
ðîçóì³íí³, щî гðåцüê³ в÷åí³ ó свîїõ äîсë³äæåííÿõ ÷асòî вäаваëèсÿ äî êðåсëåííÿ 
ф³гóð íа п³сêó. À пî сóò³ гåîìåòð³ÿ сòаëа ó íèõ вèêëю÷íî òåîðåòè÷íîю íаóêîю пðî 
вëасòèвîсò³ гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð, аðсåíаë ÿêîї çíа÷íî пåðåвåðшèв пîòðåбè бóäü-ÿêèõ 
пðаêòè÷íèõ вèì³ðюваíü. Зîêðåìа, гåîìåòð³ÿ «вèйшëа ó пðîсò³ð» ³ фаêòè÷íî ðîçä³-
ëèëасÿ íа äв³ ÷асòèíè — пëîсêó й пðîсòîðîвó. За пëîсêîю ÷асòèíîю çбåðåгëасÿ її 
³сòîðè÷íа íаçва — гåîìåòð³ÿ, а пðîсòîðîвó ÷асòèíó сòаëè íаçèваòè сòåðåîìåòð³ºю 
(в³ä гðåцüêîгî «сòåðåî» — пðîсòîðîвèй). Таêèй пîä³ë вèÿвèвсÿ îсîбëèвî çðó÷íèì 
äëÿ íав÷аííÿ, îсê³ëüêè äавав çìîгó спî÷аòêó îпаíîвóваòè пðîсò³ш³ äëÿ спðèйíÿòòÿ 
в³äîìîсò³ пðî пëîсê³ ф³гóðè, а вæå пîò³ì пåðåõîäèòè äî сêëаäí³шèõ, пðîсòîðîвèõ 
ф³гóð. Цåй пîä³ë ÷åðåç в³êè ä³йшîв ³ äî íашîгî ÷асó. Єäèíå óäîсêîíаëåííÿ в³äбóëîсÿ 
в òîìó, щî пëîсêó ÷асòèíó гåîìåòð³ї пåðåйìåíóваëè ó пëаí³ìåòð³ю (ëаòèíсüêå сëîвî 
plano îçíа÷аº «пëîщèíа»), а п³ä ³сòîðè÷íîю íаçвîю «гåîìåòð³ÿ» îб’ºäíаëè ðаçîì 
пëаí³ìåòð³ю ³ сòåðåîìåòð³ю.

Оòæå, íа äаíèй ÷ас гåîìåòð³ÿ сêëаäаºòüсÿ ³ç äвîõ ÷асòèí — гåîìåòð³ї íа пëîщèí³ 
(пëаí³ìåòð³ї) òа гåîìåòð³ї ó пðîсòîð³ (сòåðåîìåòð³ї). Ó 7–9 êëасаõ вè в îсíîвíîìó 
вèв÷аëè пëаí³ìåòð³ю, çíайîìëÿ÷èсü ëèшå ç åëåìåíòаìè сòåðåîìåòð³ї. À òåпåð ðîç-
пî÷èíаºòå сèсòåìаòè÷íå вèв÷åííÿ сòåðåîìåòð³ї.

Сучасне трактування змісту та значення геометрії. Ãåîìåòð³ю в сó÷асíîìó 
çíа÷åíí³ цüîгî сëîва ìîæíа îçíа÷èòè ÿê íаóêó пðî пðîсòîðîв³ фîðìè ðåаëüíîгî абî 
ìèсëèìîгî св³òó. À îсê³ëüêè пðîсòîðîв³ фîðìè щå ³íаêшå íаçèваюòü гåîìåòðè÷íèìè 
ф³гóðаìè, òî, îòæå, гåîìåòð³ÿ — цå íаóêа пðî гåîìåòðè÷í³ ф³гóðè, а саìå: пðî їõí³ 
вèäè, вëасòèвîсò³, вèì³ðюваííÿ, вçаºìíå ðîçì³щåííÿ òа пåðåòвîðåííÿ. Саì³ æ гåî-
ìåòðè÷í³ ф³гóðè — цå ³äåаëüí³ ìèсëåííºв³ îбðаçè. Найпðîсò³ш³ ç íèõ вèíèêаюòü ó íа-
ш³й св³äîìîсò³ пðè çîсåðåäæåíí³ óвагè ëèшå íа фîðì³ òа ðîçì³ðаõ ðåаëüíèõ òвåðäèõ 
ф³çè÷íèõ ò³ë й абсòðагóваíí³ в³ä бóäü-ÿêèõ ³íшèõ їõí³õ õаðаêòåðèсòèê — êîëüîðó, 
ìасè, òåìпåðаòóðè, ðå÷îвèíè, ваðòîсò³ òîщî. Сêëаäí³ш³ ф³гóðè ìîæóòü êîíсòðóю-
ваòèсÿ св³äîì³сòю óæå бåç пîсåðåäíèцòва ðåаëüíèõ ò³ë ó ðåçóëüòаò³ ìèсëåííºвèõ 
îпåðац³й ç íайпðîсò³шèìè ф³гóðаìè — îб’ºäíаííÿ, пåðåòèíó, äîпîвíåííÿ, в³äð³çаííÿ, 
вêëаäаííÿ, вèëó÷åííÿ, пåðåì³щåííÿ, äåфîðìóваííÿ й ò.³í.

Ó шê³ëüíîìó êóðс³ гåîìåòð³ї, ÿêèй щå ³íêîëè íаçèваюòü åëåìåíòаðíîю (òîбòî íай-
пðîсò³шîю) гåîìåòð³ºю, îбìåæóюòüсÿ ëèшå äóæå íåçíа÷íèì íабîðîì гåîìåòðè÷íèõ 
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ф³гóð. À саìå, ç пëîсêèõ ф³гóð вèв÷аюòü òî÷êè, пðÿì³, в³äð³çêè, п³впðÿì³ (пðîìåí³), 
êóòè, òðèêóòíèêè, ÷îòèðèêóòíèêè, пðавèëüí³ багаòîêóòíèêè, êîëî, êðóг ³ äåÿê³ êîìб³-
íац³ї цèõ ф³гóð. Пëîсê³ ф³гóðè вèв÷аюòüсÿ ó 7–9 êëасаõ. Іç пðîсòîðîвèõ ф³гóð îбìå-
æóюòüсÿ вèв÷åííÿì пðÿìèõ, пëîщèí, íайпðîсò³шèõ багаòîгðаííèê³в (пðèçì ³ п³ðаì³ä), 
êðóгëèõ ò³ë (цèë³íäð³в, êîíóс³в ³ êóë³), а òаêîæ äåÿêèõ êîìб³íац³й цèõ ф³гóð. 

Пðîсòîðîв³ ф³гóðè сèсòåìаòè÷íî вèв÷аюòüсÿ ó êóðс³ гåîìåòð³ї сòаðшîї шêîëè. Пðè 
цüîìó в 10 êëас³ вè äåòаëüíî вèв÷аòèìåòå пðÿì³ ³ пëîщèíè, а òаêîæ íайпðîсò³ш³ 
багаòîгðаííèêè — паðаëåëåп³пåäè ³ òåòðаåäðè. П³çí³шå вèв÷åííÿ цèõ пèòаíü бóäå 
пîгëèбëåíî ³ç çасòîсóваííÿì êîîðäèíаò ³ вåêòîð³в. В 11 êëас³ äåòаëüíî вèв÷аòèìóòüсÿ 
ò³ëа îбåðòаííÿ — цèë³íäð, êîíóс ³ êóëÿ, а íасаìê³íåцü — вèì³ðюваííÿ гåîìåòðè÷íèõ 
ò³ë, òîбòî їõí³õ îб’ºì³в òа пëîщ пîвåðõîíü.

Пîçа åëåìåíòаðíîю (шê³ëüíîю) гåîìåòð³ºю çаëèшаºòüсÿ вåëè÷åçíèй îбсÿг íаêî-
пè÷åíèõ ëюäсòвîì гåîìåòðè÷íèõ çíаíü. Оäí³ ç íèõ ç’ÿвèëèсÿ вíасë³äîê пîгëèбëåíîгî 
äîсë³äæåííÿ ф³гóð åëåìåíòаðíîї гåîìåòð³ї, ³íш³ — çа ðаõóíîê çб³ëüшåííÿ аðсåíаëó 
гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð, а щå ³íш³ — çа ðаõóíîê ð³çíîìаí³òíèõ пåðåòвîðåíü цèõ ф³гóð. 
Є й òаê³ гåîìåòð³ї, äå пðîсòîðè ìаюòü «вèêðèвëåííÿ» ³ вèщ³ ðîçì³ðíîсò³. Таêó «вèщó» 
гåîìåòð³ю вèв÷аюòü íа ф³çèêî-ìаòåìаòè÷íèõ спåц³аëüíîсòÿõ ó вèщèõ íав÷аëüíèõ çа-
êëаäаõ. Ó ц³й гåîìåòð³ї пðîвîäÿòü свîї äîсë³äæåííÿ в÷åí³-ìаòåìаòèêè. À çасòîсîвóюòü 
її ó ф³çèц³, асòðîíîì³ї, õ³ì³ї, òåîðåòè÷í³й ³ òåõí³÷í³й ìåõаí³ц³, ³íæåíåð³ї, åêîíîì³ц³ 
òîщî. Кð³ì цüîгî, гåîìåòðè÷í³ ³äåї ìаюòü ÷èсëåíí³ çасòîсóваííÿ в ³íшèõ íапðÿìêаõ 
ìаòåìаòè÷íèõ äîсë³äæåíü — в аëгåбð³, òåîð³ї ÷èсåë, ìаòåìаòè÷íîìó аíаë³ç³, òåîð³ї 
йìîв³ðíîсòåй, а ÷åðåç íèõ — ó щå б³ëüшîìó спåêòð³ пðèêëаäíèõ íаóê. Пîпðè óсå 
цå пåðвèííèì äæåðåëîì äëÿ пðîбóäæåííÿ ìèсëåííºвîї пðîсòîðîвîї óÿвè, фаíòаç³ї 
òа ³íòóїц³ї бóëа й çаëèшаºòüсÿ çвè÷айíа åëåìåíòаðíа гåîìåòð³ÿ, ÿêа ÷åðåç òå й вè-
в÷аºòüсÿ ó шêîë³.

Вèв÷аю÷è вëасòèвîсò³ гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð — ³äåаëüíèõ îб’ºêò³в, ìè вîäíî÷ас 
ä³сòаºìî пåвí³ çíаííÿ пðî пðîсòîðîв³ вëасòèвîсò³ ðåаëüíèõ пðåäìåò³в ³ ìîæåìî 
çасòîсîвóваòè їõ пðè пðîåêòóваíí³ òа åêспëóаòóваíí³. Цèì вèçíа÷аºòüсÿ çíа÷åííÿ 
гåîìåòð³ї äëÿ êîæíîї êóëüòóðíîї ëюäèíè, а îсîбëèвî äëÿ òèõ, õòî пðîåêòóваòèìå òа 
çвîäèòèìå íîв³ îб’ºêòè.

Ваæëèвèì çаëèшаºòüсÿ çасòîсóваííÿ гåîìåòð³ї ³ äëÿ вèð³шåííÿ òèõ пðаêòè÷íèõ 
çаäа÷, ÿê³ êîëèсü пîсëóæèëè îäíèì ³ç íайпîòóæí³шèõ äæåðåë äëÿ її çаðîäæåííÿ — äëÿ 
вèì³ðюваííÿ çåìë³. Щîпðавäа, òåпåð цå в³äбóваºòüсÿ в îсíîвíîìó ÷åðåç пîсåðåäíèцòвî 
îêðåìîї пðèêëаäíîї ³íæåíåðíîї íаóêè — гåîäåç³ї. За äîпîìîгîю гåîäåçè÷íèõ çйîìîê 
сêëаäаюòü пëаíè ³ êаðòè ì³сцåвîсò³, а òаêîæ çä³йсíююòü «пðèв’ÿçêó» äî ì³сцåвîсò³ 
пëаíó êîæíîї спîðóäè ÷è ìаг³сòðаë³ пåðåä її бóä³вíèцòвîì.
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Приклад новітнього застосування геометрії. 
Бåçпåðå÷íî, пðî óс³ çгаäаí³ çасòîсóваííÿ вè вæå ìа-
ºòå óÿвëåííÿ ç óðîê³в гåîìåòð³ї òа ³íшèõ пðåäìåò³в 
ó пîпåðåäí³õ êëасаõ, а òаêîæ ³ç íайð³çíîìаí³òí³шèõ 
äæåðåë äîäаòêîвîї ³íфîðìац³ї. Зíа÷íî ìåíш в³äîìè-
ìè º пðèíцèпè гåîìåòðè÷íîгî ìîäåëюваííÿ íа ð³вí³ 
òîíêèõ сòðóêòóð ìаòåð³ї, ÿê³, пðîòå, в сó÷асí³й íаóц³ 
íабóваюòü äåäаë³ шèðшîгî çасòîсóваííÿ.

Щå вèäаòíèй ф³ëîсîф Пëаòîí ó ІV сò. äî í.å., óçа-
гаëüíюю÷è й ðîçвèваю÷è пîгëÿäè п³фагîð³йц³в, ó÷èв 
пðî ³сíóваííÿ ÷îòèðüîõ îсíîвíèõ сòèõ³й — вîгíю, 
пîв³òðÿ, вîäè ³ çåìë³, ç ÿêèõ ó в³äпîв³äíèõ пðîпîðц³ÿõ 
сêëаäаºòüсÿ óсå сóщå. Найäð³бí³шèì сòðóêòóðíèì 
åëåìåíòаì цèõ сòèõ³й Пëаòîí пðèпèсóвав фîðìè 
пðавèëüíèõ багаòîгðаííèê³в (ðèс. 1), а саìå: вîгíю — 
фîðìó òåòðаåäðа (ðèс. 1, а), пîв³òðю — îêòаåäðа 
(ðèс. 1, в), вîä³ — êóба (ðèс. 1, б), а çåìë³ — ³êîсаåäðа 

(ðèс. 1, ґ). À îсê³ëüêè в гåîìåòð³ї óæå бóëî в³äîìî, щî 
çагаëîì ³сíóº п’ÿòü вèä³в пðавèëüíèõ багаòîгðаííèê³в, 
òî фîðìó п’ÿòîгî — äîäåêаåäðа (ðèс. 1, г) — Пëаòîí 
в³äв³в äëÿ óсüîгî Кîсìîсó (в³äгîìîíîì ц³ºї ³äåї сòаëî 
çîбðаæåííÿ äîäåêаåäðа íа в³äîì³й êаðòèí³ Саëüваäîðа 
Даë³ «Таºìíа вå÷åðÿ», в³äòвîðåí³й íа 2-ìó фîðçац³ 
цüîгî п³äðó÷íèêа).

Дî цèõ óÿвëåíü äавí³õ ìóäðåц³в ìîгëè пðèвåсòè 
спîсòåðåæåííÿ çа пðèðîäíèìè багаòîгðаííèêаìè — 
êðèсòаëаìè (ðèс. 2). Напðèêëаä, г³ðсüêèй êðèшòаëü 
Àðèсòîòåëü óваæав çаêаì’ÿí³ëèì ëüîäîì, а Пë³í³й 
пðî íüîгî пèсав, щî «гëаäê³сòü гðаíåй йîгî òаêа 

Платон

Рис. 2
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äîсêîíаëа, щî òîгî í³ÿêèì ìèсòåцòвîì сòвîðèòè 
íåìîæëèвî».

Ó сåðåäí³ в³êè óÿвëåííÿ пðî òå, щî саìå в êðèсòа-
ëаõ çаõîваí³ óс³ òаºìíèц³ бóòòÿ, çíайшëî свîº в³äî-
бðаæåííÿ ó пðèпèсóваíí³ їì íаäпðèðîäíîї ÷óäîä³йíîї 
сèëè. Нå вèпаäêîвî в îäí³й ç³ сòаðîвèííèõ ëåгåíä пðî 
÷îðíîêíèæíèêа Фаóсòа, ÿê³ пîсëóæèëè ¥åòå пåðшî-
äæåðåëîì äëÿ йîгî çíаìåíèòîгî òвîðó, äîêòîð Фаóсò 
бåс³äóº ç äóõîì íа йìåííÿ «Кðèсòаëîс». 

Ó св³й спîс³б çаõîпëåííÿ êðèсòаëаìè пåðåäав в³äî-
ìèй ÷åсüêèй пèсüìåííèê Каðåë ×апåê, ðèсóíîê ÿêîгî 
«Ëюäèíа ³ êðèсòаëè» вì³щåíî íа çасòавц³ äî цüîгî 
всòóпó (с. 6) òа íа îбêëаäèíц³ п³äðó÷íèêа.

Пåðш³ спðîбè íаóêîвîгî пîÿсíåííÿ äèвîвèæíî 
òî÷íèõ багаòîгðаííèõ фîðì пðèðîäíèõ êðèсòаë³в 
íаëåæаòü щå äî ХVІІ–ХVІІ сò. À íайб³ëüшèì äîсÿг-
íåííÿì ó вèв÷åíí³ êðèсòаë³в íа îсíîв³ в³çóаëüíîгî 
спîсòåðåæåííÿ сòаëî сòвîðåííÿ ó сåðåäèí³ ХІХ сò. 
фðаíцóçüêèì ф³çèêîì ³ êðèсòаëîгðафîì Оґюсòîì 
Бðавå (1811–1863) òаê çваíîї ðåш³ò÷асòîї òåîð³ї.

Ó 1849 ð. Бðавå, ÿêèй, çа сëîваìè Вîëîäèìèðа 
Вåðíаäсüêîгî, «äèвèвсÿ íа пðèðîäó î÷èìа гåîìåòðа», 
п³сëÿ ÷èсëåííèõ спîсòåðåæåíü ³ îбì³ðюваíü êðèс-
òаë³в îпóбë³êóвав пðацю «Дîсë³äæåííÿ пðî багаòî-
гðаííèêè сèìåòðè÷íîї фîðìè». Ó í³й в³í, çîêðåìа, 
вèсóíóв пðîäóêòèвíó г³пîòåçó пðî òå, щî в îсíîв³ 
пðавèëüíèõ гåîìåòðè÷íèõ фîðì êðèсòаë³в ëåæаòü 
пðавèëüí³ багаòîгðаíí³ фîðìè їõíüîї вíóòð³шíüîї 
сòðóêòóðè. Осíîвó ц³ºї сòðóêòóðè, çа Бðавå, óòвîðюº 
ðåш³òêа, ÿêа сêëаäаºòüсÿ ³ç çаêîíîì³ðíî ðîçì³щåíèõ 
вóçë³в (цåíòð³в вагè êîðпóсêóë, абî аòîì³в). Бðавå 
вваæав, щî ó пðîцåс³ ðîсòó êðèсòаëа йîгî ðåш³òêа 
ðîçðîсòаºòüсÿ ³ç фóíäаìåíòаëüíîї пåðв³сíîї багаòî-
гðаííîї фîðìè шëÿõîì пåðåì³щåíü ³ ç’ºäíаííÿ ц³ëè-
ìè гðаíÿìè. На îсíîв³ ц³ºї ³äåї в³í вèä³ëèв 14 òèп³в 
ìîæëèвèõ фóíäаìåíòаëüíèõ фîðì — òаê çваíèõ 
ðåш³òîê Бðавå (ðèс. 3).

Оґюст Браве

Застосування — корисні і фак-
тично необхідні для теорії, 
ос кільки вони ставлять перед 
теорією нові запитання. Мож-
на сказати, що застосування й 
теорія перебувають у такому 
са мому відношенні, як листок 
і де рево: дерево тримає листок, 
але листок живить дерево.

Жак Адамар
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Фундаментальні форми кристалів (ліворуч) і відповідні їм 14 видів кристалічних решіток Браве. Зверху 
вниз: куб, прямокутний паралелепіпед з квадратною основою (правильна чотирикутна призма),  
ромбоедр, прямокутний паралелепіпед загального виду, прямий паралелепіпед з основою у формі  

паралелограма, косий паралелепіпед загального виду, правильна шестикутна призма.

Рис. 3



131. Що ж таке геометрія?

Ðåш³òêè Бðавå äаëè çìîгó пîÿсíèòè багаòî фåíî-
ìåí³в êðèсòаëîгðаф³ї, а в гåîìåòð³ї сòаëè äæåðåëîì 
äëÿ íèçêè ваæëèвèõ çаäа÷ пðî щ³ëüí³ çапîвíåííÿ 
пðîсòîðó багаòîгðаííèêаìè. Пðîòå ó свîїй îсíîв³ 
цÿ ³äåÿ çаëèшаëасÿ ëèшå г³пîòåòè÷íîю аæ äî вèð³-
шаëüíîгî ф³çè÷íîгî åêспåðèìåíòó í³ìåцüêîгî ф³çèêа 
Маêса фîí Ëаóå (1879–1960), ÿêèй ó 1912 ð. íå-
çапåðå÷íî äîв³в саìå ³сíóваííÿ аòîìíîї сòðóêòóðè 
êðèсòаë³в.

Яê в³äîìî, аòîìíó сòðóêòóðó ðå÷îвèíè íåìîæëè-
вî пîì³òèòè в³çóаëüíî íав³òü пðè çб³ëüшåíí³ ó íай-
пîòóæí³шîìó ì³êðîсêîп³. Пðè÷èíîю º íаäòî вåëèêа 
äîвæèíа св³òëîвèõ õвèëü ó вèäèìîìó ä³апаçîí³, ÿê³ 
íа свîºìó шëÿõó «íå пîì³÷аюòü» аòîì³в. Ëаóå ó свî-
ºìó åêспåðèìåíò³ вèêîðèсòав ðåíòгåí³всüê³ пðîìåí³, 
ÿê³ òåæ íåвèäèì³ äëÿ îêа, аëå äîвæèíа їõí³õ õвèëü 
сóì³ðíа ç ðîçì³ðаìè аòîì³в, а òîìó ц³ пðîìåí³ íа 
свîºìó шëÿõó «пîì³÷аюòü» аòîìè ³ çаëîìëююòüсÿ 
íа íèõ. Сõåìа йîгî åêспåðèìåíòó в³äîбðаæåíа íа 
ðèс. 4. Вóçüêèй пó÷îê ðåíòгåí³всüêèõ пðîìåí³в спðÿ-
ìîвóвавсÿ íа ìîíîêðèсòаë (÷èсòèй êðèсòаë îäíîð³ä-
íîї сòðóêòóðè), а п³сëÿ пðîõîäæåííÿ ÷åðåç êðèсòаë 
ф³êсóвавсÿ íа фîòîпëасòèíц³. Вèÿвëåíå ðîçс³юваííÿ 
пó÷êа св³ä÷èëî пðî äèфðаêц³ю пðîìåí³в, пðè÷èíîю 
ÿêîї ìîгëа бóòè ëèшå аòîìíа сòðóêòóðа êðèсòаëó, 
ÿêèй, òаêèì ÷èíîì, в³ä³гðавав ðîëü äèфðаêц³йíîї 
ðåш³òêè. Сèìåòðè÷íå æ ðîçì³щåííÿ сë³ä³в ðîçс³ÿ-
íèõ пðîìåí³в св³ä÷èëî пðî сèìåòðè÷íå ðîçì³щåííÿ 
в³äпîв³äíèõ гðаíåй êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè. П³çí³шå 
ç’ÿсóваëîсÿ, щî гåîìåòðè÷íèй аíаë³ç ðåíòгåíîгðаìè 
äаº çìîгó íав³òü пîвí³сòю в³äòвîðèòè пðîсòîðîвó 
бóäîвó êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè.

Пåðв³сíîю ìåòîю äîсë³äó Ëаóå бóëî п³äòвåðäæåí-
íÿ çа äîпîìîгîю äèфðаêц³ї íа êðèсòаë³÷í³й ðåш³òц³ 
õвèëüîвîї пðèðîäè ðåíòгåí³всüêèõ пðîìåí³в. І çа 
цåй ðåçóëüòаò йîìó бóëî пðèсóäæåíî Нîбåë³всüêó 
пðåì³ю 1914 ð. Àëå îäíî÷асíî бóëî п³äòвåðäæåíî 
й аòîìíó сòðóêòóðó êðèсòаë³в І цå äаëî пîòóæíå 
пðаêòè÷íå çасòîсóваííÿ — ìîæëèв³сòü äîсë³äæåííÿ 

Макс фон Лауе
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сòðóêòóðè ðå÷îвèíè íа îсíîв³ ðåíòгåíîсêîп³÷íîгî 
аíаë³çó.

Ðåíòгåíîсêîп³÷íèй аíаë³ç — цå сèíòåç ф³çè÷íîгî 
спîсîбó îäåðæаííÿ ðåíòгåíîгðаìè аòîìíîї сòðóêòó-
ðè ðå÷îвèíè òа гåîìåòðè÷íèõ ìåòîä³в в³äòвîðåííÿ íа 
ц³й îсíîв³ її пðîсòîðîвîї êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè.

Ó свîю ÷åðгó, пîбóäîваíа êðèсòаë³÷íа ðåш³òêа 
äаº çìîгó пîÿсíèòè в³äîì³ абî пåðåäба÷èòè íîв³ ф³-
çè÷í³ вëасòèвîсò³ êðèсòаë³в пðè çì³í³ ф³çè÷íèõ óìîв 
їõíüîгî óòвîðåííÿ (òåìпåðаòóðè, òèсêó òîщî).

На ðèс. 5, а), б) äëÿ пðèêëаäó çîбðаæåí³ êðèсòа-
ë³÷í³ ðåш³òêè аëìаçó ³ гðаф³òó. Х³ì³÷íèй сêëаä îбîõ 
цèõ ìаòåð³аë³в îäèí ³ òîй саìèй — аòîìè вóгëåцю. 
Àëå íасê³ëüêè ð³çí³ їõí³ вëасòèвîсò³: гðаф³ò — 
ì’ÿêèй, ÷îðíèй ³ вîгíåòðèвêèй, а аëìаç — òвåðäèй, 
пðîçîðèй ³ ó вîгí³ çгîðÿº äîòëа! Óсå цå — íасë³äêè 
îсîбëèвîї сòðóêòóðè êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè.

Згîäîì ³äåї й ìåòîäè ðåíòгåíîсêîп³÷íîгî аíаë³çó 
ç êðèсòаëîгðаф³ї пîшèðèëèсÿ íа õ³ì³ю, а пîò³ì — 
³ íа б³îëîг³÷í³ сòðóêòóðè. Ó 1964 ð. пðîфåсîð 
Дîðîò³ Кðîóфóò-Хîäæê³í (1910 – 1994) çасîбаìè 
ðåíòгåíîсòðóêòóðíîгî аíаë³çó ç’ÿсóваëа сòðóêòóðó 
íèçêè сêëаäíèõ ф³ç³îëîг³÷íèõ óòвîðåíü, ó òîìó 
÷èсë³ пåí³цèë³íó (ó 1946 ð.) òа в³òаì³íó В

12
 (ó 1956 

ð.). За ц³ äîсÿгíåííÿ їй ó 1964 ð. бóëî пðèсóäæåíî 
Нîбåë³всüêó пðåì³ю. Ó 1962 ð. Нîбåë³всüêó пðåì³ю 
îäåðæаëè аìåðèêаíсüêèй б³îõ³ì³ê Дæåйìс Вîò-
сîí (íаð. 1928) òа аíгë³йсüêèй б³îф³çèê ³ гåíåòèê 
Фðåíс³с Кð³ê (1916 – 2004), ÿê³ ó 1953 ð. сòвîðèëè 
ìîäåëü сòðóêòóðè ДНК (ðèс. 6). Цå в³äêðèòòÿ пî-
êëаëî пî÷аòîê ìîëåêóëÿðí³й гåíåòèц³.

Таêèì ÷èíîì, гåîìåòðè÷íå ìîäåëюваííÿ пðî-
сòîðîвèõ сòðóêòóð íåîðгаí³÷íîї òа îðгаí³÷íîї пðè-
ðîäè íèí³ пåðåбóваº íа пåðåäíüîìó êðаї íаóêè. 
Ó цüîìó — вåëèê³ пåðспåêòèвè äëÿ сòвîðåííÿ 
íîвèõ ìаòåð³аë³в, íîвèõ б³îëîг³÷íèõ фîðì ³ íîвèõ 
ë³êаðсüêèõ çасîб³в.

Ó свîю ÷åðгó, пðîбëåìè êðèсòаëîгðаф³ї, сòå-
ðåîõ³ì³ї òа ì³êðîб³îëîг³ї сòèìóëююòü ³ ðîçвèòîê 
гåîìåòðè÷íèõ òåîð³й. Зîêðåìа, ðåíòгåíîсêîп³÷íèй 

Дороті Кроуфут-Ходжкін

Моделі атомної будови алмазу (вгорі) 
і графіту (внизу)

Рис. 5
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аíаë³ç, вèÿвëÿю÷è êîíêðåòíó ðåш³ò÷асòó фîðìó 
аòîìíîї сòðóêòóðè êðèсòаë³в, всå щå íå äаº в³äпîв³ä³ 
íа пèòаííÿ, ÷îìó цÿ фîðìа º саìå òаêîю ³ ÿê³ вçа-
гаë³ ìîæëèв³ êðèсòаë³÷í³ ðåш³òêè. Ãåîìåòð³ÿ æ óæå 
çíайшëа в³äпîв³ä³ íа äåÿê³ ç пèòаíü òаêîгî ґаòóíêó. 
Пðèì³òíî, щî äî цèõ вèçíа÷íèõ óсп³õ³в пðè÷åòí³ 
в³ò÷èçíÿí³ ó÷åí³, ÿê³ ìîæóòü бóòè вç³ðцåì äëÿ íа-
сë³äóваííÿ óс³ì, õòî îбèðаº сîб³ шëÿõ ó íаóêó.

Ó 1932 ð. êîëèшí³й вèпóсêíèê Кèївсüêîгî óí³-
вåðсèòåòó Бîðèс Мèêîëайîвè÷ Дåëîíå (1890–1980) 
íа îсíîв³ äåê³ëüêîõ íайçагаëüí³шèõ пðèпóщåíü пðî 
ìîæëèвå вçаºìíå ðîçì³щåííÿ аòîì³в ó êðèсòаëаõ çа-
пðîпîíóвав çíа÷íî äîсêîíаë³шó, í³æ свîгî ÷асó Бðа-
вå, êëасèф³êац³ю êðèсòаë³÷íèõ ðåш³òîê. Óс³ ìîæëèв³ 
êðèсòаë³÷í³ ðåш³òêè в³í ðîçбèв íа 24 вèäè, çаëåæíî 
в³ä фîðìè òаê çваíèõ паðаëåëîåäð³в Д³ð³õëå — 
îпóêëèõ багаòîгðаííèê³в пåвíîгî вèäó ç пîпаðíî 
паðаëåëüíèìè гðаíÿìè. На ðèс. 7 çîбðаæåíî óс³ òаê³ 
паðаëåëîåäðè ðаçîì ³ç в³äпîв³äíèìè їì ðåш³òêаìè 
Бðавå. Ëåгêî пîì³òèòè, щî паðаëåëîåäðè Д³ð³õëå 
îõîпëююòü óс³ ðåш³òêè Бðавå. Оòæå, êëасèф³êац³ÿ 
Дåëîíå º äåòаëüí³шîю, í³æ êëасèф³êац³ÿ Бðавå.

Ó свîїõ спîгаäаõ Б.М. Дåëîíå çаçíа÷ав, щî пðî 
пðîбëåìó пðавèëüíèõ пðîсòîðîвèõ ðåш³òîê в³í ä³-
çíавсÿ щå ó п³äë³òêîвîìó в³ц³ ç бåс³ä свîгî баòüêа 
Мèêîëè Бîðèсîвè÷а Дåëîíå (1856–1931) ç³ всå-
св³òíüî в³äîìèì óêðаїíсüêèì ìаòåìаòèêîì Ãåîðг³ºì 
Фåîäîс³йîвè÷åì Вîðîíèì (1868–1908). Пåðшèй ó ò³ 
÷асè бóв пðîфåсîðîì Ваðшавсüêîгî пîë³òåõí³÷íîгî 
³íсòèòóòó, а äðóгèй — пðîфåсîðîì Ваðшавсüêîгî 
óí³вåðсèòåòó. Саì æå Ãåîðг³й Вîðîíèй ó 1908 ð. 
ðîçв’ÿçав фóíäаìåíòаëüíó ìаòåìаòè÷íó пðîбëåìó 
пðî ìîæëèв³сòü щ³ëüíîгî çапîвíåííÿ паðаëåëîåäðа-
ìè п-вèì³ðíîгî пðîсòîðó. Цåй йîгî ðåçóëüòаò çíай-
шîв íåспîä³ваí³ пðаêòè÷í³ çасòîсóваííÿ в сó÷асíèõ 
³íфîðìац³йíèõ сèсòåìаõ.

Ãåîðг³й Вîðîíèй íаðîäèвсÿ ó сåë³ Жóðавêа 
Пîëòавсüêîї гóбåðí³ї (òåпåð Ваðвèíсüêèй ðайîí íа 
×åðí³г³вщèí³). Сåðåäíю îсв³òó çäîбóвав ó Бåðäÿí-
сüê³й (äî 5-гî êëасó) ³ Пðèëóцüê³й г³ìíаç³ÿõ, в ÿêèõ 

Джеймс Вотсон

Френсіс Крік

Просторова модель молекули ДНК
Рис. 6
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Кристалічні решітки за класифікацією Делоне

Рис. 7
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äèðåêòîðóвав йîгî баòüêî — ìаг³сòð ф³ëîëîг³ї, êî-
ëèшí³й вèпóсêíèê Кèївсüêîгî óí³вåðсèòåòó. Заê³í-
÷èв Пåòåðбóðçüêèй óí³вåðсèòåò (ó 1889 ð.). Наóêîв³ 
äîсë³äæåííÿ пðîвîäèв ó ðóсë³ Пåòåðбóðçüêîї шêîëè 
òåîð³ї ÷èсåë. П³сëÿ çаõèсòó ìаг³сòåðсüêîї äèсåðòац³ї 
ó 1896 ð. äî ê³íцÿ свîгî êîðîòêîгî æèòòÿ пðацював 
пðîфåсîðîì Ваðшавсüêîгî óí³вåðсèòåòó.

Бîðèс Дåëîíå íаðîäèвсÿ в Пåòåðбóðç³. Ó 16 ðîê³в 
ç баòüêаìè пåðåїõав äî Кèºва, äå баòüêî пðацював 
пðîфåсîðîì пîë³òåõí³÷íîгî ³íсòèòóòó. Заê³í÷èв 
åêсòåðíîì Кèївсüêó г³ìíаç³ю, а ó 1913 ð. — Кèїв-
сüêèй óí³вåðсèòåò. Дî 1916 ð. вèêëаäав ó цüîìó æ 
óí³вåðсèòåò³, пîò³ì (ó 1916–1922 ðð.) — ó Кèїв-
сüêîìó пîë³òåõí³÷íîìó ³íсòèòóò³. Пîäаëüша òðóäîва 
³ íаóêîва ä³ÿëüí³сòü Б.М. Дåëîíå бóëа пîв’ÿçаíа 
ç Ëåí³íгðаäсüêèì ³ Мîсêîвсüêèì óí³вåðсèòåòаìè, 
а òаêîæ ç Маòåìаòè÷íèì ³íсòèòóòîì ³ì. В.À. Сòºê-
ëîва. Осíîвí³ íаóêîв³ äîсë³äæåííÿ пðîвîäèв íа 
сòèêó аëгåбðè й гåîìåòð³ї. Ó 1978 ð. óäîсòîºíèй 
пðåсòèæíîї ì³æíаðîäíîї пðåì³ї ³ì. Ëîба÷åвсêîгî. На 
пî÷аòêó 30-õ ðð. ХХ сò. Дåëîíå бóв сåðåä пåðшèõ ³í³-
ц³аòîð³в пðîвåäåííÿ в СÐСÐ ìаòåìаòè÷íèõ îë³ìп³аä 
сåðåä шêîëÿð³в. Бóв ìайсòðîì спîðòó ç аëüп³í³çìó. 
Ó 1926 ð. çä³йсíèв сõîäæåííÿ íа îäíó ç гîëîвíèõ 
вåðшèí сèсòåìè Бºëóõè íа Àëòаї, п³çí³шå íаçваíîї 
п³êîì Дåëîíå. Зв³сíî, ц³ºю íаçвîю в³äçíа÷åí³ íå òаê 
спîðòèвí³, ÿê íаóêîв³ çäîбóòêè Б.М. Дåëîíå, ÿê³ 
îçíаìåíóваëè сîбîю îäèí ³ç «п³ê³в» гåîìåòð³ї ХХ сò.

Особливості шкільного курсу геометрії. 
Вèíÿòêîвî вëó÷íó õаðаêòåðèсòèêó îсîбëèвîсòÿì 
пðåäìåòа гåîìåòð³ї äав вèäаòíèй гåîìåòð ХХ сò. 
О.Д. Àëåêсаíäðîв (1912–1999). Ó íèçц³ п³äðó÷íèê³в 
äëÿ шêîëè, сòвîðåíèõ п³ä йîгî êåð³вíèцòвîì, в³í 
пîÿсíював ó÷íÿì: «Свîºð³äí³сòü гåîìåòð³ї пîëÿгаº 
в íåðîçðèвíîìó çв’ÿçêó æèвîї óÿвè ç³ сòðîгîю ëîг³-
êîю. Мîæíа сêаçаòè, щî гåîìåòð³ÿ ó свîїй сóò³ ³ º 
пðîсòîðîвîю óÿвîю, ÿêа пðîíèçаíа й îðгаí³çîваíа 
сòðîгîю ëîг³êîю. Ó бóäü-ÿêîìó спðавä³ гåîìåòðè÷íî-

Г.Ф. Вороний

Б.М. Делоне

Пік Делоне
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ìó òвåðäæåíí³, ÷è òî аêс³îì³, îçíа÷åíí³, òåîðåì³, ÷è 
òî çаäа÷³, íåîäì³ííî пðèсóòí³ îбèäва ц³ åëåìåíòè: 
íаî÷íа êаðòèíа ³ сòðîгå фîðìóëюваííÿ, сòðîгèй 
ëîг³÷íèй вèсíîвîê.

Наî÷í³сòü, óÿва íаëåæаòü б³ëüшå äî ìèсòåцòва, 
а сòðîга ëîг³êа — пðèв³ëåй íаóêè. Сóõ³сòü òî÷íîгî 
вèсíîвêó ³ æèòòºäайí³сòü íаî÷íîї êаðòèíè — гåî-
ìåòð³ÿ пîºäíóº в сîб³ ц³ äв³ пðîòèëåæíîсò³. Таê її 
й пîòð³бíî вèв÷аòè: пîºäíóю÷è íаî÷í³ êаðòèíè ç³ 
сòðîгèìè фîðìóëюваííÿìè й äîвåäåííÿìè».

І äаë³ в³äîìèй гåîìåòð äаº òаêó íасòаíîвó ó÷íÿì:
«Тîìó îсíîвíå пðавèëî пîëÿгаº в òîìó, щî 

сòèêаю÷èсü ³ç îçíа÷åííÿì, òåîðåìîю абî çаäа÷åю, 
пîòð³бíî пåðш çа всå çðîçóì³òè їõí³й çì³сò: пîäаòè 
íаî÷íî, íаðèсóваòè абî щå êðащå, õî÷а й ваæ÷å, 
óÿвèòè òå, пðî щî йäå ìîва. Н³÷îгî íå íаìагайòåсÿ 
çав÷èòè, íå íаðèсóвавшè, íå óÿвèвшè òîгî, пðî щî 
йäå ìîва, íå çðîçóì³вшè, ÿêèì ÷èíîì цå íаî÷íå 
óÿвëåííÿ òî÷íî вèðаæаºòüсÿ ó фîðìóëюваíí³ îçíа-
÷åííÿ, òåîðåìè абî çаäа÷³».

Таêèì ÷èíîì, гåîìåòð³ÿ — îäíî÷асíî шêîëа 
ëîг³êè й òвîð÷îї óÿвè. Зв³äсè òîй ò³сíèй çв’ÿçîê 
гåîìåòð³ї ç ìèсòåцòвîì òа ³сòîð³ºю êóëüòóðè, ÿêèй 
сóпðîвîäæóº її íа вс³õ щабëÿõ ³сòîðè÷íîгî ðîçвèòêó. 
À òîìó гåîìåòðè÷í³ çíаííÿ абсîëюòíî íåîбõ³äí³ äëÿ 
ðîçóì³ííÿ ³сòîð³ї êóëüòóðè. Ó цüîìó æ ³ äæåðåëî 
їõíüîї íåвè÷åðпíîї ц³êавîсò³ äëÿ вèв÷åííÿ. 

2. Аксіоматика планіметрії
Ãåîìåòð³ÿ º вèв³äíîю, êаæóòü щå — äåäóêòèв-

íîю íаóêîю. Цå îçíа÷аº, щî êîæíå її пîëîæåííÿ 
абî òвåðäæåííÿ сòîсîвíî гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð фîð-
ìóюòüсÿ абî вèвîäÿòüсÿ íа îсíîв³ пîпåðåäí³õ пî-
ëîæåíü ³ òвåðäæåíü. О÷åвèäíî, щî пðè пîсë³äîвí³й 
ðåаë³çац³ї ц³ºї сõåìè пîвèííа ³сíóваòè пåвíа сèсòåìа 
її пî÷аòêîвèõ фаêò³в. Цÿ сèсòåìа íаçèваºòüсÿ ак-
сіоматикою геометрії, а êîæíå ç її пîëîæåíü — 
аксіомою (гðåцüêå сëîвî «аêс³îìа» îçíа÷аº «г³äíèй 
óвагè», «авòîðèòåòíèй»).

О.Д. Александров

Æиття прикрашають дві 
речі — заняття математикою 
та її викладання.

Сімеон Äені Пуассон
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Пåðшó аêс³îìаòèêó гåîìåòð³ї çбóäóвав çíаìå-
íèòèй ó÷åíèй аíòè÷íîгî св³òó Евêë³ä Àëåêсаíäð³й-
сüêèй ó III сò. äî í.å. На баç³ ц³ºї аêс³îìаòèêè в³í 
сòвîðèв пåðшèй п³äðó÷íèê ç ìаòåìаòèêè «На÷аëа 
гåîìåòð³ї», ÿêèй ó пîвíîìó îбсÿç³ ä³йшîв äî íашî-
гî ÷асó. Àêс³îìаòèêа Евêë³äа íå бóëа äîсêîíаëîю, 
îсê³ëüêè íå ì³сòèëа пîвíîгî пåðåë³êó аêс³îì, ÿê³ 
фаêòè÷íî вèêîðèсòîвóваëèсÿ в гåîìåòðè÷íèõ äî-
вåäåííÿõ. Зîêðåìа, ó í³й íå бóëî аêс³îì, щî вè-
çíа÷аюòü пîðÿäîê ðîçì³щåííÿ òî÷îê íа пðÿì³й, òа 
всòаíîвëåííÿ ð³вíîсò³ ф³гóð. Пðîòå цÿ аêс³îìаòèêа 
пðî³сíóваëа пîíаä 2 000 ðîê³в, а пîбóäîваí³ íа í³й 
«На÷аëа гåîìåòð³ї» Евêë³äа вåсü цåй ÷ас óваæаëèсÿ 
íåпåðåвåðшåíèì вç³ðцåì íаóêîвîї òåîð³ї.

Ëèшå ó ХIX сò. ç’ÿсóваëîсÿ, щî êîëè ÷³òêî íå 
çаф³êсóваòè в аêс³îìаõ óс³õ пåðв³сíèõ пîëîæåíü гåî-
ìåòð³ї, òî ìîæíа îäåðæаòè ëîг³÷í³ сóпåðå÷íîсò³ абî 
«íååвêë³äîв³» гåîìåòð³ї. Ó çв’ÿçêó ç цèì бóëè пðîвå-
äåí³ пîшóêè íîвèõ ваð³аíò³в аêс³îìаòèêè êëасè÷íîї 
åвêë³äîвîї гåîìåòð³ї. Осîбëèвî вагîìèõ ðåçóëüòаò³в 
ó ðîçв’ÿçаíí³ цüîгî çавäаííÿ äîсÿгëè ³òаë³йсüêèй ìа-
òåìаòèê Дæóçåппå Пåаíî (1858–1902) òа í³ìåцüêèй 
ìаòåìаòèê Давèä Ã³ëüбåðò (1862–1943). Завäÿ÷óю÷è 
вåëèêîìó авòîðèòåòó Ã³ëüбåðòа ó íаóêîвîìó св³ò³, 
йîгî аêс³îìаòèêа сòаëа свîºð³äíèì åòаëîíîì ó ðîç-
бóäîв³ îсíîв гåîìåòð³ї. 

Оäíаê, çаäîвîëüíÿю÷è íайвèщ³ êаíîíè ìаòåìа-
òè÷íîї сòðîгîсò³, аêс³îìаòèêа Ã³ëбåðòа вîäíî÷ас 
вèÿвèëасÿ абсîëюòíî íåпðèäаòíîю äëÿ åëåìåíòаð-
íîгî вèêëаäаííÿ. Пðè÷èíîю бóв íаäвèсîêèй äëÿ 
пî÷аòê³вц³в ð³вåíü абсòðагóваííÿ, вåëèêа ê³ëüê³сòü 
аêс³îì (20 аêс³îì, ðîçбèòèõ íа 5 гðóп), а гîëîвíå — 
íаäòî äîвгèй шëÿõ в³ä аêс³îì äî ввåäåííÿ ì³ðè 
гåîìåòðè÷íèõ вåëè÷èí — в³äсòаíåй ³ êóò³в. Тîìó 
шê³ëüíå вèêëаäаííÿ щå äîвгèй ÷ас пîсëóгîвóваëîсÿ 
íåпîвíîю åвêë³äîвîю аêс³îìаòèêîю абî й çîвс³ì 
îбõîäèëîсÿ бåç íåї. Маòåìаòèêè æ пðîäîвæóваëè 
пîшóêè çðó÷í³шèõ аêс³îìаòèê. 

Оðèг³íаëüíèì вèð³шåííÿì пðîбëåìè сòаëа 
аêс³îìаòèêа íа îсíîв³ пîíÿòòÿ ðóõó, ÿêó çапðîпî-

Евклід

Давид Гільберт

Джузеппе Пеано
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íóвав пðîфåсîð Нîвîðîс³йсüêîгî (òåпåð Оäåсüêîгî) 
óí³вåðсèòåòó В.Ф. Кагаí (1869–1953). Щå îðèг³-
íаëüí³шó ³äåю аêс³îìаòè÷íîгî ввåäåííÿ ì³ðè äëÿ 
в³äð³çê³в ³ êóò³в ðîçðîбèв аìåðèêаíсüêèй ìаòåìаòèê 
Дæîðäæ Б³ðêгîф (1884–1944); вîíа сòаëа äóæå пî-
пóëÿðíîю сåðåä аìåðèêаíсüêèõ авòîð³в п³äðó÷íèê³в 
ç гåîìåòð³ї. Наðåшò³, сèíòåç ³äåй Евêë³äа, Ã³ëüбåðòа, 
Кагаíа ³ Б³ðêгîфа вò³ëèв ó свîїй аêс³îìаòèц³ гåî-
ìåòð³ї вèäаòíèй в³ò÷èçíÿíèй гåîìåòð ç³ св³òîвèì 
³ì’ÿì О.В. Пîгîðºëîв (1919–2002). Àêс³îìаòèêа 
Пîгîðºëîва бóëа îпðèëюäíåíа ó йîгî п³äðó÷íèêó, 
щî впåðшå вèйшîв ³ç äðóêó íа пî÷аòêó 70-õ ðîê³в 
XX сò., а пîò³ì пîíаä ÷вåðòü сòîë³òòÿ çасòîсîвóвавсÿ 
в çагаëüíîîсв³òí³й шêîë³. 

Яê аêс³îìаòèêа Ã³ëüбåðòа вваæаºòüсÿ êаíîíîì 
сòðîгî íаóêîвîгî вèêëаäó îсíîв гåîìåòð³ї, òаê аêс³î-
ìаòèêó О.В. Пîгîðºëîва ìîæíа вваæаòè êаíîíîì 
íаóêîвîгî вèêëаäó, аäапòîваíîгî äëÿ шêîëè. Тîìó 
в³ääаю÷è íаëåæíå авòîðó, íèæ÷å ìайæå äîсë³вíî 
пîäаºòüсÿ йîгî ðåäаêц³ÿ аêс³îì, а òаêîæ äóæå 
бëèçüêå äî авòîðсüêîгî вèвåäåííÿ пåðшèõ íасë³äê³в 
³ç íèõ. Сòðîгèй íаóêîвèй вèêëаä îсíîв гåîìåòð³ї 
О.В. Пîгîðºëîва çаçвè÷ай ваæêî спðèйìаºòüсÿ 
ó÷íÿìè íа пî÷аòêаõ вèв÷åííÿ гåîìåòð³ї ó 7 êëас³. 
Заòå пðè пîвòîðåíí³ ó сòаðш³й шêîë³ вè в³ä÷óºòå 
ó цüîìó вèêëаä³ òó спðавæíю ëîг³÷íó äîвåðшåí³сòü, 
ÿêó вåëèêèй ó÷åíèй ìîæå пðîäåìîíсòðóваòè íав³òü 
ó шê³ëüíîìó п³äðó÷íèêó.

Осíîвíèìè ф³гóðаìè в аêс³îìаòèц³ пëаí³ìåòð³ї 
О.В. Пîгîðºëîва º точки ³ прямі, а îсíîвíèìè 
пîíÿòòÿìè — належності äëÿ òî÷îê ³ пðÿìèõ, роз-
міщення між äëÿ òî÷îê íа пðÿì³й, довжини в³äð³çêа 
³ градусної міри êóòа. Óсüîгî в ц³й аêс³îìаòèц³ 10 
аêс³îì, ÿê³ ðîçпîä³ëÿюòüсÿ íа 6 гðóп.

В.Ф. Каган

Джордж Біркгоф

О.В. Погорєлов
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І. Аксіоми належності
1. Дëÿ бóäь-ÿêî¿ ïðÿìî¿ ³ñíóюòь òîчêи, щî 
íàëåæàòь ц³é ïðÿì³é, ³ òîчêи, щî íå íàëå-
æàòь ¿é.

На ðèс. 8 òî÷êè А ³ В íаëåæаòü пðÿì³й а, а òî÷êè 
С ³ D — íå íаëåæаòü їй.

2. Дëÿ бóäь-ÿêиõ äâîõ òîчîê ³ñíóº ïðÿìà, 
³ ïðиòîìó — ºäиíà, ÿê³é ц³ òîчêи íàëå-
æàòь.

На ðèс. 8 пðÿìа а — ºäèíа, ÿê³й íаëåæаòü äв³ 
çаäаí³ òî÷êè А ³ В.

Мîвíèй çвîðîò: «òî÷êè íаëåæаòü пðÿì³й» ÷ас-
òî çì³íююòü íа «пðÿìа пðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè». 
Ó çв’ÿçêó ç цèì аêс³îìó 2 ÷асòî фîðìóëююòü òаê: 
чåðåç бóäь-ÿê³ äâ³ òîчêи ïðîõîäиòь ïðÿìà, ³ äî 
òîãî æ — ò³ëьêи îäíà.

Таê саìî вèсë³в «пðîõîäèòü» ÷асòî çаì³íÿюòü íа 
«ìîæíа пðîвåсòè». І òîä³ аêс³îìа 2 íабóваº òðåòüîї 
фîðìè: чåðåç бóäь-ÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи 
ïðÿìó, ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.

Óс³ ц³ фîðìóëюваííÿ вваæаюòüсÿ ð³вíîсèëüíèìè 
абî åêв³ваëåíòíèìè. Кîæíå ç íèõ сòîсóºòüсÿ îäíîгî 
й òîгî æ îсíîвíîгî пîíÿòòÿ «íаëåæíîсò³».

Яêèìè «î÷åвèäíèìè» íå çäаваëèсÿ б аêс³îìè 
íаëåæíîсò³, пðîòå вîíè вèðаæаюòü фóíäаìåíòаëüí³ 
вëасòèвîсò³, бåç ÿêèõ пëîщèíа íå бóëа б òаêîю, 
ÿêîю ìè її сîб³ óÿвëÿºìî. Яêбè, íапðèêëаä, íå 
пðèйìаëасÿ аêс³îìа 1, òî всÿ гåîìåòð³ÿ ìîгëа б 
çвóçèòèсÿ äî гåîìåòð³ї íа îäí³й пðÿì³й — ÿê цå ìè 
ðîбèìî пðè çîбðаæåíí³ ìíîæèíè ä³йсíèõ ÷èсåë íа 
÷èсëîв³й îс³. À ÿêбè íå пðèйìаëасÿ аêс³îìа 2, òî 
çаì³сòü пëаí³ìåòð³ї ìîæíа бóëî б îäåðæаòè «сфåðèî-
ìåòð³ÿ» — гåîìåòð³ю íа сфåð³. Мабóòü, òаêîю бóëа 
гåîìåòð³ÿ íа пëаíåò³ Маëåíüêîгî Пðèíца ó в³äîì³й 
пîв³сò³ Àíòóаíа äå Сåíò-Еêçюпåð³ (ðèс. 9). Ðîëü 
пðÿìèõ ó òаê³й гåîìåòð³ї в³ä³гðаваëè б вåëèê³ êîëа, 
а ÷åðåç äв³ ä³аìåòðаëüíî пðîòèëåæí³ òî÷êè сфåðè 

Маленький Принц на своїй планеті. 
Рисунок Сент-Екзюпері

Рис. 9

Рис. 8
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ìîæíа пðîвåсòè сê³ëüêè çавгîäíî пðÿìèõ: òаê, íа 
гëîбóс³ ÷åðåç пîëюсè N ³ S пðîõîäèòü бåçë³÷ ìåðè-
ä³аí³в (ðèс. 10). 

ІІ. Аксіоми взаємного розміщення точок на прямій і площині
3. Іç òðьîõ òîчîê íà ïðÿì³é îäíà ³ ò³ëьêи îäíà 
ëåæиòь ì³æ äâîìà ³íøиìи.

На ðèс. 11 çîбðаæåíî òðè òî÷êè А, В, С, щî 
ëåæаòü íа пðÿì³й а. Іç íèõ ò³ëüêè òî÷êа С ëåæèòü 
ì³æ äвîìа ³íшèìè òî÷êаìè А ³ В. 

Яêщî òî÷êа С ëåæèòü ì³æ òî÷êаìè А ³ В, òî êа-
æóòü òаêîæ, щî òî÷êè А ³ В ëåæаòü по різні боки 
в³ä òî÷êè С, абî щî òî÷êè С ³ В ëåæаòü з одного 
боку в³ä òî÷êè А, ÷è: òî÷êè А ³ С ëåæаòü з одного 
боку в³ä òî÷êè В.

4. Кîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³â-
ïëîщиíи.

На ðèс. 12 çîбðаæåíî пðÿìó а, ÿêа ðîçбèваº 
пëîщèíó íа äв³ п³впëîщèíè.

На îсíîв³ аêс³îìè 3 óвîäèòüсÿ пåðшå пîõ³äíå в³ä 
îсíîвíèõ пîíÿòòÿ — пîíÿòòÿ в³äð³çêа. Відрізком 
ç äаíèìè кінцями А ³ В íаçèваºòüсÿ ÷асòèíа пðÿìîї 
АВ, щî сêëаäаºòüсÿ ³ç саìèõ òî÷îê А ³ В, а òаêîæ 
ç óс³õ òî÷îê, щî ëåæаòü ì³æ íèìè, — внутрішніх 
òî÷îê в³äð³çêа. На ðèс. 13 сèí³ì êîëüîðîì çîбðаæåíî 
в³äð³çîê АВ пðÿìîї АВ. Óс³ вíóòð³шí³ òî÷êè М в³ä-
ð³çêа АВ ëåæаòü ì³æ йîгî ê³íцÿìè А ³ В.

Ó свîю ÷åðгó, çа äîпîìîгîю пîíÿòòÿ в³äð³çêа 
êîíêðåòèçóºòüсÿ çì³сò аêс³îìè 4. Ðîçбèòòÿ пðÿìîю 
а пëîщèíè íа äв³ п³впëîщèíè îçíа÷аº, щî êîæíèй 
в³äð³çîê АВ ç ê³íцÿìè в îäí³й ³ç п³впëîщèí íå пå-
ðåòèíаº гðаíè÷íîї пðÿìîї а, а êîæåí в³äð³çîê СD 
ç ê³íцÿìè ó ð³çíèõ п³впëîщèíаõ — пåðåòèíаº її 
(ðèс. 14)

Яê ³ аêс³îìа 2, аêс³îìа 3 òåæ íå вèêîíóваëасÿ 
б ó гåîìåòð³ї íа пëаíåò³ Маëåíüêîгî Пðèíца Сåíò-
Еêçюпåð³ (äèв. ðèс. 9): пðî êîæíó ç òðüîõ òî÷îê 



232. Аксіоматика планіметрії

А, В, С, ðîçì³щåíèõ íа îäíîìó вåëèêîìó êîë³ íа 
сфåð³, íапðèêëаä, íа її åêваòîð³ (ðèс. 15), ìîæíа 
сêаçаòè, щî вîíа ëåæèòü ì³æ äвîìа ³íшèìè. À íа 
ê³ëüцåпîä³бí³й пëаíåò³, ÿêó г³пîòåòè÷íî ìîæíа óÿвè-
òè вíасë³äîê çгóщåííÿ ê³ëåцü Саòóðíа (ðèс. 16), íå 
вèêîíóваëасÿ б аêс³îìа 4: «пðÿìа» а, ÿêа пðîõîäèòü 
пî çîвí³шíüîìó îбвîäó ê³ëüцÿ, íå ðîçбèваº йîгî пî-
вåðõíю íа äв³ ÷асòèíè, îсê³ëüêè, íапðèêëаä, ç òî÷êè 
А ó òî÷êó В ìîæíа пåðåйòè çавäÿêè вíóòð³шíüîìó 
îбвîäó ÷åðåç òî÷êó С.

III. Аксіоми вимірювання та відкладання відрізків
5. Кîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, б³ëьøó 
çà íóëь. Дîâæиíà â³äð³çê³â äîð³âíюº ñóì³ äî-
âæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäь-
ÿêîю ñâîºю òîчêîю.

На ðèс. 17 в³äð³çîê АВ ðîçбèваºòüсÿ йîгî вíó-
òð³шíüîю òî÷êîю С íа äва в³äð³çêè АС ³ СВ. Пðè 
цüîìó, в³äпîв³äíî äî аêс³îìè 5, АВ = АС + СВ.

Дëÿ фîðìóëюваííÿ íасòóпíîї аêс³îìè пîòð³бíî 
ввåсòè пîíÿòòÿ п³впðÿìîї.

Півпрямою, абî променем, íаçèваºòüсÿ ÷асòèíа 
пðÿìîї, щî сêëаäаºòüсÿ ç óс³õ òî÷îê ц³ºї пðÿìîї, ÿê³ 
ëåæаòü пî îäèí б³ê в³ä äåÿêîї вçÿòîї íа í³й òî÷êè. Цÿ 
òî÷êа íаçèваºòüсÿ початком п³впðÿìîї. Іíш³ òî÷êè 
íаçèваюòüсÿ внутрішніми òî÷êаìè п³впðÿìîї.

На ðèс. 18 çîбðаæåíî півпряму ОА ç пî÷аòêîì 
О ³ вíóòð³шíüîю òî÷êîю А.
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О÷åвèäíî, щî п³впðÿìîю бóäå ÷асòèíа êîæíîї 
пðÿìîї а, щî ëåæèòü ó äаí³й п³впëîщèí³, ÿêщî ò³ëüêè 
пðÿìа а пåðåòèíаº гðаíè÷íó пðÿìó b п³впëîщèíè 
(ðèс. 19). Пî÷аòêîì ц³ºї п³впðÿìîї бóäå òî÷êа О 
пåðåòèíó пðÿìèõ а ³ b.

6. Нà бóäь-ÿê³é ï³âïðÿì³é â³ä ¿¿ ïîчàòêó ìîæ-
íà â³äêëàñòи â³äð³çîê äàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðи 
òîìó — ò³ëьêи îäиí.

На ðèс. 20 в³ä пî÷аòêó О п³впðÿìîї а в³äêëаäåíî 
в³äð³çîê ОА, щî ìаº çаäаíó äîвæèíó d.

В³äð³çêè, ÿê³ ìаюòü îäíаêîв³ äîвæèíè, íаçèва-
юòüсÿ рівними.

В ëаêîí³÷íèõ ³ «î÷åвèäíèõ» фîðìóëюваííÿõ 
аêс³îì 5–6 вò³ëåíî òèсÿ÷îë³òí³й пðаêòè÷íèй äîсв³ä 
ëюäсòва ç вèì³ðюваííÿ äîвæèí. Найб³ëüшèì çäî-
бóòêîì ó цüîìó äîсв³ä³ бóв вèб³ð ºäèíîгî åòаëîíа 
îäèíèц³ вèì³ðюваííÿ. Пðî цå вè ìîæåòå пðî÷èòаòè 
íа íашèõ сòîð³íêаõ ³сòîð³ї. Іíша пðîбëåìа ëåæаëа 
в òåîðåòè÷í³й пëîщèí³. Ðåаëüíå вèì³ðюваííÿ в³ä-
ð³çê³в в³äбóваºòüсÿ òаê, щî спî÷аòêó íа çаäаíîìó 
в³äð³çêó в³äêëаäаюòü пåвíó ê³ëüê³сòü ðаç³в саì åòа-
ëîí, пîò³ì íа çаëèшêó — ÿêóсü ê³ëüê³сòü ÷асòèí 

åòаëîíа, íапðèêëаä, 1
10

, пîò³ì — щå äð³бí³ш³ ÷ас-

òèíè, íапðèêëаä, 1
100

 ³ ò.ä. Пðаêòè÷íî цåй пðîцåс 

äóæå сêîðî çавåðшóºòüсÿ, îäíаê òåîðåòè÷íî в³í 
ìîæå пðîäîвæóваòèсÿ й íåсê³í÷åííî: äаíèй в³äð³çîê 
ìîæå вèÿвèòèсÿ несумірним ç åòаëîíîì. Напðèêëаä, 
щå п³фагîð³йц³ ç’ÿсóваëè, щî íåсóì³ðíèìè º сòîðî-
íа òа ä³агîíаëü êваäðаòа, а ºвðîпåйсüê³ ìаòåìаòèêè 
XIX сò. — щî íåсóì³ðí³ ðаä³óс êîëа ³ йîгî äîвæèíа. 
À цå îçíа÷аëî, щî íå êîæåí в³äð³çîê ìаº òî÷íî вè-
çíа÷åíó äëÿ íüîгî äîвæèíó. Ëèшå п³сëÿ òîгî, ÿê äî 
ðац³îíаëüíèõ ÷èсåë бóëè äîëó÷åí³ ³ððац³îíаëüí³, щî 
çапèсóюòüсÿ íåсê³í÷åííèìè ³ íåпåð³îäè÷íèìè äå-
сÿòêîвèìè äðîбаìè, сòаëî ìîæëèвèì вåсòè ìîвó 
пðî äîвæèíó будь-якого в³äð³çêа.

— Зараз, удаве, я зміряю твій 
зріст у папугах.

— У папугах? — хором здивува-
лися слоненя і мавпочка.

— Як це? — знітився удав.
— А так, — сказав папуга. — 

Скільки папуг у тебе вміститься, 
такий у тебе й зріст!

— Овва! — жахнулася мавпоч-
ка. — Скільки вміститься!!!

— Дуже мені треба! — обра-
зився удав. — Я не буду ковтати 
стільки папуг.

— Навіщо ж ковтати. По-
перше, ковтати нікого не треба, 
а по-друге, і одного папуги ви-
стачить. Мене.

— Ну то, — недовірливо сказав 
удав, — якщо ковтати не треба, 
тоді вимірюй у папугах! 

Григорій Остер.  
«38 папуг»
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Àëå òîä³ ç’ÿвèëасÿ ³íша пðîбëåìа — ÷è äëÿ 
êîæíîгî ³ððац³îíаëüíîгî ÷èсëа ³сíóваòèìå в³äð³çîê 
ç äîвæèíîю, щî вèðаæаòèìåòüсÿ цèì ÷èсëîì, ³ ÷è 
бóäå цåй в³äð³çîê ºäèíèì, ÿêщî в³äêëаäаòè йîгî íа 
çаäаíîìó пðîìåí³ в³ä йîгî пî÷аòêó? — Àбè óсå цå 
çабåçпå÷èòè, Ã³ëüбåðòó ó йîгî «Осíîваõ гåîìåòð³ї» 
äîвåëîсÿ ввåсòè пî äв³ спåц³аëüí³ аêс³îìè пîðÿäêó 
òа íåпåðåðвíîсò³. À в аêс³îìаòèц³ О.В. Пîгîðºëîва 
цÿ пðîбëåìа вèð³шóºòüсÿ всüîгî äвîìа аêс³îìаìè, 
ÿêèìè çаçíа÷åí³ òðóäíîщ³ «íåпîì³òíî» пåðåíîсÿòüсÿ 
íа òåîð³ю ä³йсíèõ ÷èсåë.

ІV. Аксіоми вимірювання та відкладання кутів
Кутом íаçèваºòüсÿ ф³гóðа, щî сêëаäаºòüсÿ 

ç äвîõ пðîìåí³в, ÿê³ ìаюòü сп³ëüíèй пî÷аòîê. Пðè 
цüîìó êîæåí ³ç пðîìåí³в íаçèваºòüсÿ стороною 
êóòа, а їõí³й сп³ëüíèй пî÷аòîê — вершиною êóòа.

Кóòîì íаçèваюòü òаêîæ ³ ÷асòèíó пëîщèíè, îб-
ìåæåíó сòîðîíаìè êóòа. Кóò ó òаêîìó ðîçшèðåíîìó 
òëóìа÷åíí³ íаçèваюòü щå плоским êóòîì; òîä³ êóò 
бåç îбìåæåíîї íèì ÷асòèíè пëîщèíè íаçèваºòüсÿ 
лінійним êóòîì.

На ðèс. 21 çîбðаæåíî êóò Оаb ç вåðшèíîю О 
òа сòîðîíаìè а ³ b. Вæèваюòüсÿ òаêîæ пîçíа÷åííÿ 
∠О òа ∠аb. 

Кóò, сòîðîíè ÿêîгî º äîпîвíÿëüíèìè пðîìåíÿ-
ìè, òîбòî ëåæаòü íа îäí³й пðÿì³й пî ð³çí³ бîêè в³ä 
сп³ëüíîї вåðшèíè, íаçèваºòüсÿ розгорнутим êóòîì. 
На ðèс. 22 çîбðаæåíî ðîçгîðíóòèй êóò ç вåðшèíîю 
О òа сòîðîíаìè а ³ b.

Каæóòü, щî пðîì³íü с ç пî÷аòêîì ó вåðшèí³ íå-
ðîçгîðíóòîгî êóòа Оаb пðîõîäèòü між його сторо-
нами, ÿêщî в³í пåðåòèíаº ÿêèй-íåбóäü в³äð³çîê АВ 
ç ê³íцÿìè íа сòîðîíаõ äаíîгî êóòа (ðèс. 23). Дëÿ 
ðîçгîðíóòîгî êóòа Оаb вваæаºòüсÿ, щî бóäü-ÿêèй 
пðîì³íü с, ÿêèй вèõîäèòü ç вåðшèíè О, ëåæèòü ì³æ 
йîгî сòîðîíаìè а ³ b (ðèс. 24).

7. Кîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, б³ëь-
øó çà íóëь. Рîçãîðíóòиé êóò äîð³âíюº 180°. 
Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ ãðàäóñíиõ 

Математика — жриця виз на-
ченості й чіткості.

Éоганн Ôрідріх Герáарт
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ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäь-ÿêиì 
ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.

На ðèс. 23 êóò Оаb äîð³вíюº сóì³ êóò³в Оас 
³ Осb.

8. В³ä бóäь-ÿêî¿ ï³âïðÿìî¿ ó çàäàíó ï³âïëîщи-
íó ìîæíà â³äêëàñòи êóò ç äàíîю ãðàäóñíîю 
ì³ðîю, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На ðèс. 25 çîбðаæåíî êóò Оаb пåвíîї çаäаíîї 
вåëè÷èíè α, в³äêëаäåíèй в³ä п³впðÿìîї Оа ó çаäаíó 
п³впëîщèíó, гðаíè÷íа пðÿìа ÿêîї ì³сòèòü п³впðÿìó 
Оа. 

Кóòè, ÿê³ ìаюòü îäíаêîв³ гðаäóсí³ ì³ðè, íаçè-
ваюòüсÿ рівними. Пðîì³íü, ÿêèй пðîõîäèòü ì³æ 
сòîðîíаìè êóòа ³ ä³ëèòü йîгî íа äва ð³вí³ êóòè, íа-
çèваºòüсÿ бісектрисою цüîгî êóòа.

На в³äì³íó в³ä вèì³ðюваííÿ в³äð³çê³в, ºäèíèй 
ìасшòаб äëÿ вèì³ðюваííÿ êóò³в (гðаäóс) бóëî вè-
íайäåíî äóæå äавíî (äèв. Сòîð³íêè ³сòîð³ї: «Яê 
вèì³ðюваëè êóòè ó ð³çí³ ÷асè»). Вò³ì, йîгî б³ëüшå 
çасòîсîвóваëè в асòðîíîì³ї òа гåîäåç³ї, а в гåîìåòð³ї 
вåëè ìîвó пðî ÷асòèíè пðÿìîгî абî ðîçгîðíóòîгî 
êóòа. Щî æ äî пðèíцèпîвèõ òðóäíîщ³в, пîв’ÿçаíèõ 
ç³ всòаíîвëåííÿì ì³ðè äëÿ äîв³ëüíîгî êóòа òа пîбó-
äîвîю êóòа ç äîв³ëüíîю çаäаíîю гðаäóсíîю ì³ðîю, 
òî вîíè аíаëîг³÷í³ çаçíа÷åíèì вèщå òðóäíîщаì 
äëÿ в³äð³çê³в. Обìåæåííÿ íа гðаíè÷íó вåëè÷èíó 
êóòа 180° — íå пðèíцèпîвå, òèì б³ëüшå, щî вîíî 
çí³ìаºòüсÿ в пîäаëüшèõ óçагаëüíåííÿõ, пîв’ÿçаíèõ 
ç óвåäåííÿì òðèгîíîìåòðè÷íèõ фóíêц³й.

V. Аксіома рухомості трикутника
Трикутником íаçèваºòüсÿ ф³гóðа, щî сêëаäа-

ºòüсÿ ç òðüîõ òî÷îê, щî íå ëåæаòü íа îäí³й пðÿì³й, 
³ òðüîõ в³äð³çê³в, ÿê³ пîпаðíî спîëó÷аюòü ц³ òî÷êè. 
Тî÷êè íаçèваюòüсÿ вершинами òðèêóòíèêа, а в³ä-
ð³çêè — йîгî сторонами. 

— Я чудово пам’ятаю, що спо-
чатку цього закону не було, а 
потім його відкрив хтось дуже 
мудрий.

— Навіщо? Хто його просив? — 
обурилась мавпочка.

— А як він відкрив? — спитав 
слоник.

— Давно це було, — сказав 
па пуга. 

Григорій Остер.  
«38 папуг»
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Тðèêóòíèêîì íаçèваюòü òаêîæ ÷асòèíó пëî-
щèíè, îбìåæåíó сòîðîíаìè òðèêóòíèêа. Ó цüîìó 
ðаç³ äîðå÷íå óòî÷íåííÿ: плоский òðèêóòíèê, а äëÿ 
òðèêóòíèêа бåç îбìåæåíîї íèì ÷асòèíè пëîщèíè — 
лінійний òðèêóòíèê. 

На ðèс. 26 çîбðаæåíî òðèêóòíèê АВС ç вåðшè-
íаìè А, В, С òа сòîðîíаìè АВ, ВС ³ АС.

Кутом трикутника АВС пðè äаí³й йîгî вåðшè-
í³ А íаçèваºòüсÿ êóò, óòвîðåíèй п³впðÿìèìè АВ ³ АС 
(ðèс. 27). Àíаëîг³÷íî îçíа÷аюòüсÿ êóòè òðèêóòíèêа 
пðè ³íшèõ вåðшèíаõ.

Два òðèêóòíèêè АВС ³ А′В′С′ íаçèваюòüсÿ ð³в-
íèìè (çапèсóюòü òаê: ΔАВС = ΔА′В′С′) (ðèс. 28), 
ÿêщî ó íèõ ð³вí³ óс³ в³äпîв³äí³ сòîðîíè й óс³ в³äпî-
в³äí³ êóòè, òîбòî АВ = А′В′, ВС = В′С′, АС = А′С′; 
∠ = ∠ ′A A ,  ∠ = ∠ ′B B ,  ∠ = ∠ ′C C .

На ðèсóíêаõ ð³вí³ сòîðîíè ð³вíèõ òðèêóòíèê³в 
÷асòî пîçíа÷аюòü îäíаêîвîю ê³ëüê³сòю ðèсî÷îê, 
а ð³вí³ êóòè — îäíаêîвîю ê³ëüê³сòю äóæîê.

Сòðîгî êаæó÷è, саìå ò³ëüêè îçíа÷åííÿ ð³вíîсò³ 
òðèêóòíèê³в щå íå гаðаíòóº ³сíóваííÿ òаêèõ òðè-
êóòíèê³в. Щîпðавäа, íа òаêèй вèсíîвîê íашòîвõóº 
пðаêòè÷íèй äîсв³ä, аëå äëÿ ëîг³÷íîгî óçаêîíåííÿ 
òаêîї ìîæëèвîсò³ íåîбõ³äíî пðèйíÿòè в³äпîв³äíó 
аêс³îìó.

9. Яêиé би íå бóâ òðиêóòíиê, ³ñíóº òðиêóò-
íиê, ð³âíиé éîìó, щî çàéìàº çàäàíå ïîëîæåííÿ 
â³äíîñíî äàíî¿ ï³âïðÿìî¿.

На ðèс. 29 çîбðаæåíî òðèêóòíèê АВС ³ ð³вíèй 
йîìó òðèêóòíèê А′В′С′, вåðшèíа А′ ÿêîгî çб³га-
ºòüсÿ ç пî÷аòêîì О äåÿêîгî пðîìåíÿ а, сòîðîíа 
А′В′ — íаëåæèòü цüîìó пðîìåíю, а вåðшèíа С′ 
çíаõîäèòüсÿ ó вèбðаí³й п³впëîщèí³ в³ä пðÿìîї, щî 
ì³сòèòü пðîì³íü а.

Пðî òðèêóòíèê, ÿêèй ð³вíèй äаíîìó ³ çайìаº 
çаäаíå пîëîæåííÿ, êаæóòü, щî йîгî îäåðæаíî ç äа-
íîгî çа äîпîìîгîю пåðåì³щåííÿ. Оòæå, óвåäåíîю 
аêс³îìîю íå ò³ëüêè гаðаíòóºòüсÿ ³сíóваííÿ ð³вíèõ 
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òðèêóòíèê³в, а й çабåçпå÷óºòüсÿ ëîг³÷íа ìîæëè-
в³сòü пåðåì³щóваòè òðèêóòíèê ó бóäü-ÿêå çаäаíå 
пîëîæåííÿ íа пëîщèí³. Зв³äсè ³ її íаçва — аксіома 
рухомості трикутника.

VI. Аксіома про паралельні прямі
За аêс³îìîю 2, пðÿì³, ÿê³ ìаюòü õî÷а б äв³ сп³ëüí³ 

òî÷êè, çб³гаюòüсÿ.
Пðî пðÿì³, ÿê³ ìаюòü ëèшå îäíó сп³ëüíó òî÷êó, 

êаæóòü, щî вîíè пåðåòèíаюòüсÿ ó ц³й òî÷ц³, абî º 
перетинними. Пîбóäóваòè òаê³ пðÿì³ ìîæíа òаê. В³-
çüìåìî äîв³ëüíó пðÿìó а. За аêс³îìîю 1, çíайäåòüсÿ 
äåÿêа òî÷êа А íа ц³й пðÿì³й ³ äåÿêа òî÷êа В пîçа íåю 
(ðèс. 30). Тîä³ пðÿì³ а ³ АВ — пåðåòèíí³. Спðавä³, 
пðÿìа а ìаº ç пðÿìîю АВ ëèшå îäíó сп³ëüíó òî÷êó 
А, бî ÿêбè ìаëа щå ³íшó сп³ëüíó òî÷êó, — òî çб³-
гаëасÿ б ç íåю, ³ òîä³ òî÷êа В ëåæаëа б íа пðÿì³й 
а, всóпåðå÷ вèбîðó її пîçа ц³ºю пðÿìîю.

Пðÿì³, ÿê³ ëåæаòü ó пëîщèí³ ³ íå ìаюòü æîäíîї 
сп³ëüíîї òî÷êè, íаçèваюòüсÿ паралельними.

Ісíóваííÿ паðаëåëüíèõ пðÿìèõ ìîæíа ëîг³÷íî 
äîвåсòè, пîсèëаю÷èсü íа в³äпîв³äí³ îçíаêè. Напðè-
êëаä, äв³ пðÿì³ а ³ b, ÿê³ пåðпåíäèêóëÿðí³ äî òðåòüîї 
пðÿìîї с, — паðаëåëüí³ (ðèс. 31). Оäíаê íåìîæëèвî 
í³ äîвåсòè, í³ спðîсòóваòè ºäèí³сòü паðаëåëüíîї, 
щî пðîõîäèòü ÷åðåç äаíó òî÷êó. Тîìó пðèйìаºòüсÿ 
íасòóпíа аêс³îìа.

10. Чåðåç òîчêó, щî íå ëåæиòь íà äàí³é ïðÿ-
ì³é, ó ïëîщиí³ ïðîõîäиòь íå б³ëьøå, í³æ îäíà 
ïðÿìà, ïàðàëåëьíà äàí³é.
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С т о р і н к и  і с т о р і ї

1. Як вимірювали довжини у різні часи

Сó÷асíа ëюäèíа çаçвè÷ай íå çаäóìóºòüсÿ íаä òèì, 
щî ò³ ÷èсëåíí³ бëага цèв³ë³çац³ї, ÿêèìè вîíа êîðèс-
òóºòüсÿ, çабåçпå÷åí³ íåвòîìíîю пðацåю ³ пîшóêаìè 
всüîгî ëюäсòва впðîäîвæ багаòüîõ в³ê³в. Хаðаêòåðíèì 
пðèêëаäîì º вèì³ðюваííÿ äîвæèí ³ в³äсòаíåй. Хòî 
òåпåð íå çíаº, щî äîвæèíè, сóì³ðí³ ç ðîсòîì ëюäèíè, 
вèì³ðююòü ó саíòèìåòðаõ, б³ëüш³ — ó äåцèìåòðаõ 
³ ìåòðаõ, вåëèê³ в³äсòаí³ — ó ê³ëîìåòðаõ, а ìаëåíüê³ 
пðîì³æêè — ó ì³ë³ìåòðаõ? Хòî íå çíаº, щî ì³æ цèìè 
îäèíèцÿìè вèì³ðюваííÿ ³сíóюòü äóæå пðîсò³ сп³вв³ä-
íîшåííÿ, ÿê³ вèðаæаюòüсÿ ìíîæåííÿì ÷è ä³ëåííÿì 
íа сòåп³íü ÷èсëа 10? Наðåшò³, õòî íå çíаº, щî äëÿ 
пðîвåäåííÿ саìîгî вèì³ðюваííÿ вèêîðèсòîвóюòüсÿ 
пðîсò³ пðèëаäè — ë³í³йêè, сòð³÷êè, сêëаäí³ ìåòðè, 
ðóëåòêè òîщî? І êîæíа ëюäèíа, в ÿê³й бè ÷асòèí³ 
св³òó вîíа íå æèëа, вçÿвшè îäèí ³ç òаêèõ пðèëаä³в, 
ìîæå ëåгêî пåðåв³ðèòè вêаçаí³ íа бóäü-ÿêîìó ç вè-
ðîб³в ðîçì³ðè абî çаêëасòè в³äпîв³äí³ ðîçì³ðè ó вè-
ð³б, ÿêèй çбèðаºòüсÿ вèгîòîвëÿòè. Àëå òаê бóëî íå 
çавæäè. Б³ëüшó ÷асòèíó свîºї ³сòîð³ї ëюäсòвî íå ìаëî 
çагаëüíîпðèйíÿòèõ ì³ð.

1. Перші еталони — в людині
Пåðшèìè ì³ðаìè äîвæèíè, пðèðîäíî, сëóæèëè 

îêðåì³ ÷асòèíè ëюäсüêîгî ò³ëа — íай÷асò³шå ðóê 
³ í³г.

Щå äавí³ ºгèпòÿíè, вавèëîíÿíè òа ³íш³ íаðîäè 
çасòîсîвóваëè òаêó ì³ðó ÿê лікоть, щî äîð³вíюваëа 
в³äсòаí³ в³ä ë³êòÿ äî ê³íцÿ ðîçпðÿìëåíîгî сåðåäíüî-
гî паëüцÿ ðóêè. Ë³êòÿìè, çîêðåìа, äóæå çðó÷íî вè-
ì³ðюваòè в³ðüîвêè òа в³äð³çè òêаíèíè. Пîвíèй îбåðò 
òêаíèíè äîвêîëа ë³êòÿ íаçèвавсÿ подвійним ліктем. 
Цÿ ì³ðа òåæ çасòîсîвóваëасÿ ó багаòüîõ íаðîä³в.

Ë³êîòü íå ìав сòаëîї вåëè÷èíè. Ó ð³çíèõ äåðæа-
ваõ ³ в ð³çí³ ÷асè çасòîсîвóваëèсÿ ð³çí³ ë³êò³. Кð³ì 
цüîгî, в îäí³й ³ ò³й саì³й äåðæав³ в îäèí ³ òîй саìèй 
÷ас ìîгëè ³сíóваòè ð³çí³ ë³êò³. Найäîвшèì çаçвè÷ай Міра лікоть

— Коли не знаєш, як, — задум-
ливо сказав слоник, — потрібно 
в когось запитати.

Мавпочка дуже уважно по ди -
вилася на слоника й запропо-
нувала:

— Давай у тебе запитаємо.
— У мене? — зніяковів слоник. — 

У мене краще не треба. Давайте 
запитаємо в папуги.

— Давайте! — раптом закричав 
папуга, не знати звідки з’явившись 
перед друзями. — Давайте запи-
таємо у мене! Запитуйте!

— Як мене зміряти? — запитав 
удав.

Григорій Остер.
«38 папуг»
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бóв царський лікоть, ÿêèй çасòîсîвóвавсÿ пðè çбîð³ 
пîäаò³.

Ó ðóсüê³й äåðæав³ ì³ðа, аíаëîг³÷íа ë³êòю, íа-
çèваëасÿ аршином. В³äîìèй ðîс³йсüêèй ³сòîðèê 
òа пèсüìåííèê Н.М. Каðаìç³í (1766–1826) вваæав, 
щî цÿ íаçва çапîçè÷åíа вíасë³äîê òîðг³вë³ ç³ сõ³äíèìè 
íаðîäаìè. Зîêðåìа, ó пåðс³в ë³êîòü íаçèвавсÿ «аðш³». 
Нåäîбðîсîв³сí³ êóпц³ ÷асòî пî-свîºìó òëóìа÷èëè äаíó 
ì³ðó. Зв³äсè п³шëî в³äîìå «ì³ðÿòè íа св³й аðшèí», 
щî îçíа÷аº «пî-свîºìó ба÷èòè спðавó, пèëüíóваòè 
свîї ³íòåðåсè».

Дð³бí³шèìè в³ä ë³êòÿ ì³ðаìè äîвæèíè бóëè: äî-
ëîíÿ (íапðèêëаä, в юäåїв, бðèòаíц³в), êóëаê (в аðаб³в) 
³ п’ÿäü (в ðóсè÷³в).

Дîëîíÿ — цå шèðèíа êèсò³ ðóêè. В êëасè÷í³й 
аíгë³йсüê³й ë³òåðаòóð³ ÷асòî çóсòð³÷аюòüсÿ îпîв³ä³ пðî 
вèì³ðюваííÿ вèсîòè êîíåй саìå äîëîíÿìè.

Маëа п’ÿäü — цå в³äсòаíü в³ä ê³íцÿ вåëèêîгî 
паëüцÿ äî ê³íцÿ вêаç³вíîгî, а вåëèêа п’ÿäü — в³ä-
сòаíü в³ä ê³íцÿ вåëèêîгî паëüцÿ äî ê³íцÿ ì³çèíцÿ 
пðè íайб³ëüшîìó ìîæëèвîìó ðîçвåäåíí³ їõ. П’ÿä³ 
çóсòð³÷аюòüсÿ óæå в аêòаõ XIV сò. Вваæаëîсÿ, щî 
в аðшèí³ ì³сòÿòüсÿ 4 п’ÿä³. Тîìó п’ÿäü ÷асòî íаçèва-
ëасÿ òаêîæ ÷вåðòêîю. З п’ÿääю пîв’ÿçаíèй êðèëаòèй 
вèсë³в: «Бåðåгòè êîæíó п’ÿäü ð³äíîї çåìë³».

Щå äð³бí³шîю ì³ðîю äîвæèíè бóв палець (íа-
пðèêëаä, ó вавèëîíÿí) ³ дюйм (в аíгëî-саêсîíсüêèõ 
íаðîä³в). Ц³ëêîì пðèðîäíî, щî äîëîíÿ äîð³вíюваëа 
4 паëüцÿì.

Дюйì пî÷аòêîвî вваæавсÿ ð³вíèì äîвæèí³ сóгëîба 
вåëèêîгî паëüцÿ. Пðî цå гîвîðèòü ³ саìа íаçва: сëîвî 
duim гîëëаíäсüêîю ìîвîю ÿêðаç ³ îçíа÷аº «вåëèêèй 
паëåцü».

Ó 1324 ð. аíгë³йсüêèй êîðîëü Еäваðä ІІ óòî÷íèв вå-
ëè÷èíó äюйìа. Зг³äíî ç êîðîë³всüêèì óêаçîì, 1 äюйì 
äîð³вíював «äîвæèí³ òðüîõ ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí, óçÿòèõ 
³ç сåðåäíüîї ÷асòèíè êîëîсêа ³ пðèêëаäåíèõ îäíå äî 
îäíîгî свîїìè ê³íцÿìè». À в аíгë³йсüêîìó пîбóò³ щå й 
äîс³ çаëèшèëасÿ ì³ðêа «ячмінне зерня», щî äîð³вíюº 
òðåòèí³ äюйìа. Ц³êавî ó цüîìó çв’ÿçêó çаóваæèòè, 
щî óëюбëåíа ä³òüìè Дюйìîвî÷êа — ìаëåсåíüêа ä³-
в÷èíêа ç îäíîйìåííîї êаçêè Àíäåðсåíа, ÿêа ìîгëа 
æèòè ó êв³òц³ ³ ìаëа çð³сò 1 äюйì, íаðîäèëасÿ саìå 
ç ÿ÷ì³ííîї çåðíèíè.

Міра долоня

Міра палець

— Виміряти свій зріст? — 
прийшла в захоплення мавпоч-
ка. — Яке чудове, яке дивовижне 
рі шення. 

Григорій Остер.  
«38 папуг»
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Міра фут

На пî÷аòêó XVII сò. óêаçîì ðîс³йсüêîгî цаðÿ Пå-
òðа І бóëа всòаíîвëåíа в³äпîв³äí³сòü ì³æ òðаäèц³йíèìè 
ðîс³йсüêèìè òа íîвèìè аíгë³йсüêèìè ì³ðаìè — «çаðаäè 
êðащîї óçгîäæåíîсò³ ç ºвðîпåйсüêèìè íаðîäаìè ó òðаê-
òаòаõ ³ êîíòðаêòаõ». В³äпîв³äíî äî цüîгî óêаçó, 1 аðшèí 
пðèð³вíювавсÿ äî 28 аíгë³йсüêèõ äюйì³в.

Іщå ç ÷ас³в Кèївсüêîї Ðóс³ íа óêðаїíсüêèõ çåìëÿõ 
çасòîсîвóваëасÿ òаêа ì³ðа äîвæèíè ÿê сажень. Пðî 
цå, çîêðåìа, св³ä÷èòü ³ Нåсòîð-ë³òîпèсåцü. Сëîвî «са-
жень» ìаëî пåðв³сíó фîðìó «сяжень». Тîìó йìîв³ðíî, 
щî пîõîäèëî вîíî в³ä ä³ºсëîва «сÿгаòè».

Ðîçð³çíÿëè маховий сажень, щî äîð³вíював 
ðîçìаõó ðóê, ³ косий сажень, ð³вíèй в³äсòаí³ в³ä 
п’ÿòè пðавîї íîгè äî ê³íц³в паëüц³в вèòÿгíóòîї вгîðó 
ë³вîї ðóêè. Звè÷айíî, êîсèй саæåíü бóв б³ëüшèì в³ä 
ìаõîвîгî. Тîìó пðî пëå÷èсòèõ ÷îëîв³ê³в (çîêðåìа, 
пðî êаçêîвèõ гåðîїв) êаçаëè, щî вîíè ìаюòü «êîсèй 
саæåíü ó пëå÷аõ». Іíêîëè òаêå пîð³вíÿííÿ ìîæíа 
пî÷óòè й íèí³.

Ó XVII сò. бóëî óçаêîíåíî, щî ì³ðа 1 саæåíü 
сòаíîвèòü 3 аðшèíè, щî íа íèí³шí³й вèì³ð äîð³вíюº 
2,13 ì. Зîêðåìа, ó «Сîбîðíîìó óêëаä³» 1649 ðîêó 
сêаçаíî: «À саæåíü, щîб ì³ðÿòè çåìëю ÷è щîсü 
³íшå, — ðîбèòè íа òðè аðшèíè, а б³ëüшå абî ìåíшå 
òðüîõ аðшèí³в саæí³в íå ðîбèòè». На в³äì³íó в³ä êî-
сîгî òа ìаõîвîгî саæí³в, цåй íîвèй саæåíü íаçèвавсÿ 
«царським» абî «казенним».

Найпîшèðåí³шîю ç ì³ð, пîв’ÿçаíèõ ç íîгîю ëю-
äèíè, º фут. В³í äîð³вíюº сåðåäí³й äîвæèí³ сòóпí³ 
äîðîсëîї ëюäèíè (аíгë³йсüêå foot ÿêðаç ³ îçíа÷аº 
«íîга», «сòóпíÿ»). Цÿ ì³ðа òåæ çасòîсîвóваëасü 
ó ð³çíèõ íаðîä³в. В Àíгë³ї фóò бóв óçаêîíåíèй ðаçîì 
³ç äюйìîì ó XIV сò. êîðîëåì Еäваðäîì ІІ: 1 фóò 
óваæавсÿ ð³вíèì 12 äюйìаì, щî íа íèí³шí³й вèì³ð 
сòаíîвèòü 30,48 сì. Фðаíцóçüêèй êîðîë³всüêèй фóò 
(ÿêèй òåæ пîä³ëÿвсÿ íа 12 äюйì³в ³ бóв ó Фðаíц³ї 
îсíîвíîю ì³ðîю äîвæèíè аæ äî ввåäåííÿ ìåòðа), ìав 
äîвæèíó 32,5 сì.

2. Природа має і стабільніші еталони
Ó XVI сò. в³äîìèй òîгî÷асíèй ó÷åíèй Хðèсòîф 

Кëав³й (1537–1612) çапðîпîíóвав óòî÷íèòè ðîçì³ðè 
фóòа çа äîпîìîгîю òèõ саìèõ ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí. Пî-

— А чим іще можна міряти 
зріст? — запитала в папуги 
мав почка.

— Усім! — сказав папуга. 
Григорій Остер. 

«38 папуг»
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ëîвèíó фóòа, çа Кëав³ºì, ìаëè вèçíа÷аòè 64 çåðíèíè, 
пðèêëаäåí³ îäíа äî îäíîї впîпåðåê. Цå äаваëî б çìîгó 
äóæå пðîсòî в³äòвîðюваòè äîвæèíó åòаëîíа ó бóäü-
ÿêîìó ì³сц³, îсê³ëüêè шèðèíа ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí äóæå 
сòаб³ëüíа (çíа÷íî сòаб³ëüí³ша в³ä їõíüîї äîвæèíè, 
ÿêó çасòîсîвóваëè äëÿ вèçíа÷åííÿ äюйìа), а вåëèêа 
ê³ëüê³сòü óçÿòèõ çåðíèí пðаêòè÷íî пîвí³сòю çгëаäæó-
ваëа ³íäèв³äóаëüí³ в³äõèëåííÿ в³ä сåðåäíüîї вåëè÷èíè. 
Дî òîгî æ, ÷èсëî 64 º сòåпåíåì äв³йêè. À цå äаваëî 
çìîгó пðîсòèì ä³ëåííÿì íавп³ë îäåðæóваòè òî÷í³ 
ìåíш³ äîë³ фóòа.

Спðîбè îçíа÷èòè äîвæèíó äюйìа ³ фóòа çа äîпî-
ìîгîю ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí пîêаçóюòü, щî ëюäèíа äавíî 
çбагíóëа íåäîсêîíаë³сòü свîгî ò³ëа äëÿ вèì³ðюваííÿ 
äîвæèí. Щå пîêаçîв³шîю º сèсòåìа ì³ð, щî її çíаõîäè-
ìî в îäíîìó ç аðабсüêèõ ðóêîпèс³в VIII сò., в³äпîв³äíî 
äî ÿêîї ë³êîòü äîð³вíював 8 êóëаêаì, êóëаê — шèðèí³ 
4 паëüц³в, паëåцü — òîвщèí³ 6 ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí, а ÿ÷-
ì³ííа çåðíèíа — òîвщèí³ 6 вîëîсèí ç ìîðäè îсëа.

3. Традиції — річ серйозна
Нå ìåíш ц³êавå пîõîäæåííÿ îсíîвíîї ì³ðè äî-

вæèíè в аíгëî-саêсîíсüêèõ íаðîä³в — ÿðäа. Цÿ ì³ðа 
бóëа óçаêîíåíа аíгë³йсüêèì êîðîëåì Ãåíð³õîì І щå 
ó 1101 ðîц³. Зг³äíî ç ëåгåíäîю, 1 ÿðä — цå в³äсòаíü 
в³ä ê³í÷èêа íîса цüîгî êîðîëÿ äî ê³íцÿ сåðåäíüîгî 
паëüцÿ йîгî вèòÿгíóòîї ðóêè. Щîпðавäа, çа ³íшîю 
вåðс³ºю пðîîбðаçîì ÿðäа сòав ìå÷ Ãåíð³õа І. 1 ÿðä 
óваæаºòüсÿ ð³вíèì 3 фóòаì. На äаíèй ÷ас — цå пðè-
бëèçíî 91 сì.

4. Час як відстань
Пðèíцèпîвî ³íш³ спîсîбè çасòîсîвóваëèсÿ äëÿ 

всòаíîвëåííÿ îäèíèцü вèì³ðюваííÿ вåëèêèõ в³äсòа-
íåй. Вîíè пîв’ÿçóваëèсÿ ç óðаõóваííÿì ÷асó íа їõíº 
пîäîëаííÿ. Напðèêëаä, òаêîю бóëа ì³ðа äîвæèíè 
стадій. Вваæаºòüсÿ, щî цÿ ì³ðа вèíèêëа ó Давíüîìó 
Вавèëîí³. Дîсòåìåííî в³äîìî, щî сòаä³ÿìè вèì³ðю-
ваëè в³äсòаí³ äавí³ гðåêè. Зîêðåìа, в³ä цüîгî сëîва 
óòвîðèëîсÿ сó÷асíå сëîвî «сòаä³îí».

За пåðåêаçаìè, сòаä³й äîð³вíював в³äсòаí³, ÿêó 
äîðîсëа ëюäèíа пðîõîäèòü ðîçì³ðåíèì êðîêîì за 
проміжок часу в³ä пîÿвè пåðшîгî сîíÿ÷íîгî пðîìåíÿ 
пðè сõîä³ сîíцÿ äî òîгî ìîìåíòó, êîëè вåсü сîíÿ÷íèй 

Міра ярд

Õристоф Клавій (Клавій-Øлюссель) — 
італійський математик німецького 
походæення. Найбільше відомий 
як керівник проекту з уведення 

григоріанського календаря, яким увесь 
світ користується й понині.

— Гарно, — погодився удав, — 
але незрозуміло. До чого тут ма-
те матика?

Григорій Остер.  
«38 папуг»
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äèсê пîвí³сòю ç³йäå íаä гîðèçîíòîì. Осê³ëüêè äîбðå 
в³äîìî, щî сõ³ä сîíцÿ òðèваº 2 õв, òî, вðаõîвóю÷è 
сåðåäíю швèäê³сòü п³шîõîäа, ëåгêî ä³йòè вèсíîвêó, 
щî вåëè÷èíа сòаä³ÿ пåðåбóваëа в ìåæаõ в³ä 160 äî 
195 ìåòð³в.

В³äîìî, щî вавèëîíÿíè ä³ëèëè св³й сòаä³й íа 
360 ë³êò³в. À îсê³ëüêè ë³êîòü ó íèõ пðèбëèçíî äîð³в-
íював 54 сì, òî çв³äсè íåваæêî вèвåсòè, щî äîвæèíа 
вавèëîíсüêîгî сòаä³ÿ сòаíîвèëа пðèбëèçíî 194 ì.

На îсíîв³ òаêèõ ì³ðêóваíü ç’ÿсîваíî, щî ðèìсüêèй 
сòаä³й пîвèíåí бóв ìаòè äîвæèíó 185 ì, а гðåцüêèй 
îë³ìп³йсüêèй — 192 ì.

Іäåÿ ç вèêîðèсòаííÿì ÷асîвèõ пðîì³æê³в äëÿ 
всòаíîвëåííÿ ì³ðè äîвæèíè îäåðæаëа íåспîä³-
ваíèй ðîçвèòîê ó XVII сò. Ó ðåçóëüòаò³ ф³çè÷íèõ 
åêспåðèìåíò³в ç ìаÿòíèêîì (ваæëèвèì åëåìåíòîì 
ìаÿòíèêîвîгî гîäèííèêа, ÿêèй ÿêðаç òîä³ бóëî вè-
íайäåíî) ç’ÿсóваëîсÿ, щî пåð³îä êîëèваííÿ ìаÿòíèêа 
çаëåæèòü в³ä йîгî äîвæèíè. На îсíîв³ цüîгî саìèì 
вèíаõ³äíèêîì ìаÿòíèêîвîгî гîäèííèêа гîëëаíäсüêèì 
ìаòåìаòèêîì ³ ìåõаí³êîì Хðèсò³аíîì Ãюйґåíсîì 
(1629–1695) ó 1664 ð. бóëî çапðîпîíîваíî вçÿòè 
çа îäèíèцю вèì³ðюваííÿ в³äсòаíåй äîвæèíó òаêîгî 
ìаÿòíèêа, пåð³îä êîëèваííÿ ÿêîгî сòаíîвèòü 1 сå-
êóíäó. À пîëüсüêèй пðèðîäîäîсë³äíèê Т³ò Бóððаò³í³ 
(1615–1682) ó 1675 ð. çапðîпîíóвав ³ íаçвó äëÿ ц³ºї 
íîвîї îäèíèц³ — ìåòð, óòвîðèвшè її в³ä гðåцüêîгî 
сëîва «ìåòðåî», òîбòî «вèì³ðюю».

Пðîòå íåвäîвç³ íåспîä³ваíî ç’ÿсóваëîсÿ, щî 
пåð³îä êîëèваííÿ ìаÿòíèêа çаëåæèòü íå ò³ëüêè в³ä 
йîгî äîвæèíè, аëå й в³ä гåîгðаф³÷íîї шèðîòè ì³сцÿ, 
äå пðîвîäèòüсÿ вèì³ðюваííÿ. Зîêðåìа, пîбëèçó 
åêваòîðа ³ в сåðåäí³õ шèðîòаõ ц³ вåëè÷èíè сóòòºвî 
в³äð³çíÿюòüсÿ îäíа в³ä îäíîї. Вèÿвèвшè цåй íåäîë³ê, 

Давньовавилонська лінійка (бл. 2000 р. до н.е.). Îскільки ця лінійка є фрагментом напівзруйнованої 
статуї царя Ãудея, то моæна вваæати, ùо нею визначалася половина давньовавилонського царського 
ліктя. Ëінійка поділена на 16 рівних частин, із яких друга у свою чергу поділена на 6 рівних частин, 

четверта — на 5, шоста — на 4, восьма — на 3, а дев’ята — на 2 рівні частини.

Õристіан Ãюй´енс

— Послухай, папуго, — сказав 
слоник. — А чому ти ідеш пішки?

— На кому ж він поїде? — зди-
вувалася мавпочка. 

Григорій Остер.  
«38 папуг»
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пîì³òèëè й ³íшèй, а саìå, щî пðè ðåаë³çац³ї ц³ºї ³äåї 
îäèíèцÿ вèì³ðюваííÿ äîвæèíè «пðèв’ÿçóваëасÿ» 
äî îäèíèц³ вèì³ðюваííÿ ÷асó. À цå в òåîðåòè÷íîìó 
аспåêò³ çíа÷íî г³ðшå, í³æ абè ц³ вåëè÷èíè вèçíа÷а-
ëèсÿ íåçаëåæíî îäíа в³ä îäíîї. Тîìó, íåçваæаю÷è íа 
îðèг³íаëüí³сòü ³äåї, в³ä íåї в³äìîвèëèсÿ, çаëèшèвшè 
ëèшå íаçвó «ìåòð» äëÿ îäèíèц³ вèì³ðюваííÿ äîвæèí.

5. Універсальним мірилом оголошено Землю
Ó 1670 ð. фðаíцóçüêèй äîсë³äíèê Мóòîí вèсóíóв 

щå б³ëüш çаõîпëюю÷ó ³äåю — пîв’ÿçаòè îäèíèцю вè-
ì³ðюваííÿ äîвæèí ³ç ðîçì³ðаìè вс³ºї ìаò³íêè-Зåìë³, 
òî÷í³шå, ç äîвæèíîю її ìåðèä³аíа. Àëå äëÿ ðåаë³çа-
ц³ї ц³ºї сì³ëèвîї, а пî сóò³ гëèбîêî ф³ëîсîфсüêîї òа 
гóìаí³сòè÷íîї ³äåї пîòð³бí³ бóëè îсîбëèв³ сóсп³ëüíî-
пîë³òè÷í³ óìîвè. Вîíè ç’ÿвèëèсÿ ëèшå ÷åðåç сîòíю 
ë³ò ó çв’ÿçêó ç ðåвîëюц³йíèìè пîä³ÿìè ó Фðаíц³ї 
íапðèê³íц³ XVIII сò. — свîºð³äíèì п³äсóìêîì åпîõè 
Пðîсв³òíèцòва, пîв’ÿçаíîї ç ³ìåíаìè вåëèêèõ пðîсв³-
òèòåë³в Вîëüòåðа, Ðóссî, Д³äðî ³ Д’Àëаìбåðа. Ëèшå 
ðåвîëюц³йíèй ðóõ, ÿêèй îõîпèв òîä³ цю êðаїíó, äав 
çìîгó îðгаí³çóваòè в³äпîв³äí³ вåëèêîìасшòабí³ вè-
ì³ðюваííÿ, а íайгîëîвí³шå — сòèìóëював пåðåõ³ä 
íа íîвó сèсòåìó ì³ð. В óс³õ ³íшèõ êîíсåðваòèвí³шèõ 
êðаїíаõ цåй пåðåõ³ä çаòÿгíóвсÿ б³ëüшå, ÿê íа сòîë³ò-
òÿ, а в äåÿêèõ íå ðåаë³çîваíèй пîвíîю ì³ðîю й äîс³.

Хаðаêòåðíèì ó цüîìó çв’ÿçêó º çвåðíåííÿ фðаí-
цóçüêîгî óðÿäó äî íасåëåííÿ, пîшèðåíå ó 1790 ð. 
В íüîìó, çîêðåìа, ìîвèëîсÿ:

«Яê ìîæóòü äðóç³ ð³вíîсò³ ìèðèòèсÿ ç ðîçìаїòòÿì 
³ íåçðó÷í³сòю ì³ð, ÿê³ çбåð³гаюòü щå паì’ÿòü пðî 
гаíåбíå фåîäаëüíå ðабсòвî..., в òîй ÷ас, ÿê вîíè 
êëÿëèсÿ çíèщèòè саìó íаçвó òèðаí³ї, ÿêîю б вîíа íå 
бóëа?.. Дëÿ сòвîðåííÿ ³сòèííî ф³ëîсîфсüêîї сèсòåìè 
ì³ð, ÿêа бóëа б äîсòîйíîю в³êó пðîсв³òíèцòва, íå 
ìîæíа вçÿòè í³÷îгî, щî íå ґðóíòóваëîсÿ íа òвåðäèõ 
п³äваëèíаõ, щî íå пîв’ÿçаíî íайò³сí³шèì ÷èíîì 
ç пðåäìåòаìè íåçì³ííèìè, í³÷îгî, щî в пîäаëüшîìó 
ìîгëî б çаëåæаòè в³ä ëюäåй ³ в³ä пîä³й. Пîòð³бíî 
çвåðíóòèсÿ äî саìîї пðèðîäè ³ вçÿòè îсíîвó сèсòåìè 
ì³ð ç її íаäð ...».

Керівники експедиції і схема  
реалізованого ними вимірювання 
довæини паризького меридіана
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6. Як же зміряли Землю?
Ó бåðåçí³ 1791 ð. Нац³îíаëüí³ çбîðè Фðаíц³ї çа-

òвåðäèëè пðîпîçèц³ю Àêаäåì³ї íаóê, щî вèõîäèëа в³ä 
íайвèäаòí³шèõ òîгî÷асíèõ ó÷åíèõ Ëапëаса, Ëагðаí-
æа, Мîíæа, Ëавóаçüº òа ³í., — пðî спîðÿäæåííÿ 
спåц³аëüíîї åêспåäèц³ї äëÿ вèì³ðюваííÿ çåìíîгî 
ìåðèä³аíа. Бóëî вèð³шåíî вèì³ðÿòè äîвæèíó паðèçü-
êîгî ìåðèä³аíа ì³æ äвîìа ì³сòаìè, ðîçì³щåíèìè íа 
íüîìó — Дюíêåðêîì (пðèìîðсüêèì ì³сòîì íа п³вíî÷³ 
Фðаíц³ї) ³ Баðсåëîíîю (³спаíсüêèì ì³сòîì íа бåðåç³ 
Сåðåäçåìíîгî ìîðÿ). Зíаю÷è гåîгðаф³÷í³ шèðîòè цèõ 
ì³сò, пîò³ì ëåгêî бóëî îб÷èсëèòè й äîвæèíó всüîгî 
ìåðèä³аíа. Вèíÿòêîвî спðèÿòëèвîю îбсòавèíîю бóëî 
òå, щî îбèäва вèбðаí³ ì³сòа çíаõîäèëèсÿ íа ð³вí³ 
ìîðÿ, îсê³ëüêè цå сóòòºвî спðîщóваëî вèì³ðюваííÿ 
³ п³äвèщóваëî їõíю òî÷í³сòü. Кåð³вíèêаìè åêспåäèц³ї 
бóëî пðèçíа÷åíî аêаäåì³ê³в Жаíа Баò³сòа Дåëаìбðа 
(1749–1822) òа П’ºðа Мåшåíа (1744–1804).

Вèì³ðюваëüí³ ðîбîòè åêспåäèц³ї òа в³äпîв³äí³ ðîç-
ðаõóíêè òðèваëè äåê³ëüêа ðîê³в. На в³äсòаí³ бëèçüêî 
1 000 êì ì³æ Дюíêåðêîì ³ Баðсåëîíîю çа äîпîìîгîю 
пðîв³шóваííÿ бóëî пîбóäîваíî ³ вèì³ðÿíî 115 òðèêóò-
íèê³в, ðîçì³щåíèõ óçäîвæ ìåðèä³аíа. Шóêаíа вåëè÷èíа 
бóëа çíайäåíа îб÷èсëåííÿì ³ сóìóваííÿì äîвæèí в³ä-
ð³çê³в ìåðèä³аíа, ðîçì³щåíèõ óсåðåäèí³ êîæíîгî òðèêóò-
íèêа. З ц³ºю ìåòîю çасòîсîвóваëèсÿ òðèгîíîìåòðè÷í³ 
сп³вв³äíîшåííÿ, щî ³сíóюòü ì³æ êóòаìè òа сòîðîíаìè 
òðèêóòíèêа. З îсîбëèвîю òî÷í³сòю вèì³ðюваëасÿ ëèшå 
îäíа сòîðîíа êðайíüîгî òðèêóòíèêа — òаê çваíа база. 
À в óс³õ ðåшòè òðèêóòíèêаõ çа äîпîìîгîю êóòîì³ð-
íèõ пðèëаä³в вèì³ðюваëèсÿ ëèшå êóòè — щî çíа÷íî 
пðîсò³шå, í³æ вèì³ðюваííÿ в³äсòаíåй. За äîпîìîгîю 
фîðìóë, ÿê³ пîв’ÿçóюòü сòîðîíè ³ êóòè òðèêóòíèêа, 
êðîê çа êðîêîì, пî÷èíаю÷è в³ä пåðшîгî òðèêóòíèêа, 
îб÷èсëюваëèсÿ сòîðîíè óс³õ ³íшèõ òðèêóòíèê³в, а пîò³ì 
³ в³äð³çêè ìåðèä³аíа, ðîçì³щåí³ всåðåäèí³ íèõ.

Всòаíîвèвшè äîвæèíó паðèçüêîгî ìåðèä³аíа 
ó сòаðèõ фðаíцóçüêèõ ì³ðаõ (òóаçаõ ³ фóòаõ; 1 òóаç 
äîð³вíював 6 фóòаì), бóëî вèð³шåíî çа îсíîвó íîвîї 

ì³ðè — ìåòðа — вçÿòè 1
40 000 000

 в³ä çíайäåíîї 

вåëè÷èíè. Ó сòаðèõ фðаíцóçüêèõ ì³ðаõ цå сòаíîвèëî 

3 фóòè ³ 11,44 ë³í³ї (1 ë³í³ÿ = 1
12

 фóòа).

Ніщо не повинно бути таким 
незмінним, як те, що має бути 
мірою для всього.

Øарль Ëу¿ Ìонтеск’º

Геометрія є мистецтвом добре 
вимірювати.

П’ºр Ðамус

Мрія про всесвітню міру ... 
нарешті, щасливо доведена до 
виконання; з усіх чудових по-
чинань, які у нас залишаться в 
пам’яті про французьку револю-
цію, це — те, за що ми найменше 
заплатили. 

П’ºр Ìешен і Жан Äеламáр
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7. Еталон створено
Пåðшèй åòаëîí ìåòðа бóëî вèгîòîвëåíî ó 1799 ð. 

Àëå íав³òü ó Фðаíц³ї пîвíèй пåðåõ³ä íа íîвó сèсòåìó 
вèì³ðюваííÿ в³äбóвсÿ ëèшå ó 1840 ð. À ì³æíаðîäíîю 
ì³ðîю ìåòð сòав ó 1872 ð. п³сëÿ в³äпîв³äíîгî ð³шåííÿ 
спåц³аëüíî сêëèêаíîї в Паðèæ³ ì³æíаðîäíîї êîíфåðåí-
ц³ї. Тîä³ æ бóëî çаòвåðäæåíî ì³æíаðîäíèй åòаëîí ìåòðа, 
щî бóв вèгîòîвëåíèй ç³ спëавó пëаòèíè (90%) òа ³ðèä³ю 
(10%). Еòаëîí ìаº фîðìó сòåðæíÿ çавäîвæêè 102 сì 
ç äвîìа ì³òêаìè íа в³äсòаíÿõ 1 сì в³ä ê³íц³в. В³äсòаíü 
ì³æ цèìè ì³òêаìè ÿêðаç ³ óîсîбëюº äîвæèíó 1 ì. Пî-
пåðå÷íèй пåðåð³ç åòаëîíа íагаäóº ë³òåðó Х. Саìå òаêа 
фîðìа çабåçпå÷óº йîìó íайб³ëüшó ì³цí³сòü пðè íайìåí-
ш³й ваç³ (îсòаííº äóæå ваæëèвî, îсê³ëüêè пëаòèíа, ÿêа 
äîì³íóº в спëав³, äîðîæ÷а íав³òü çа çîëîòî).

Ó çв’ÿçêó ç òåõí³÷íèìè òðóäíîщаìè, ðåаë³çац³ÿ 
ð³шåíü êîíфåðåíц³ї 1872 ð. бóëа çавåðшåíа ëèшå 
ó 1888 ð. Нîва ì³æíаðîäíа êîíфåðåíц³ÿ 1889 ð. 
çаòвåðäèëа 31 êîп³ю åòаëîíа ìåòðа. Збåð³гаííÿ îä-
í³ºї ç íèõ äîðó÷èëè М³æíаðîäíîìó бюðî ó ì. Сåвð³ 
б³ëÿ Паðèæа. Ðåшòа бóëè ðîçпîä³ëåí³ ì³æ êðаїíаìè, 
ó÷асíèцÿìè êîíфåðåíц³ї.

За ÷ас, щî ìèíóв в³äòîä³, äåê³ëüêа ðаç³в пðîвîäè-
ëîсÿ пîð³вíÿííÿ íац³îíаëüíèõ åòаëîí³в ç гîëîвíèì 
åòаëîíîì ç ì. Сåвðа. І ìайæå щîðаçó îäåðæóваëèсÿ 
ðîçб³æíîсò³, ÿê³ вëîвëююòüсÿ çа äîпîìîгîю íайòî÷-
í³шèõ ф³çè÷íèõ çасîб³в пîð³вíÿííÿ. Вваæаюòü, щî ц³ 
ðîçб³æíîсò³ вèêëèêаí³ ìîëåêóëÿðíèìè пðîцåсаìè, щî 
в³äбóваюòüсÿ в ìаòåð³аë³ сòåðæí³в.

Проект медалі (не реалізований) на честь створення 
еталона метра (1798 р.). Напис оповіùає:  

«На всі часи, для всіх народів» 

Еталон метра з футляром 
до нього

Усі відомості про природні тіла 
та їхні властивості повинні міс-
тити точні дані про кількість, 
вагу, об’єм, розміри. Практика 
народжується з тісного поєднання 
фізики і математики.

Ôренсіс Áекон

Суспільство ні на мить не заба-
риться визнати заслуги системи, 
в якій усе взято з природи, що 
наділена такою простотою, якої 
не існує в жодній іншій системі. 

П’ºр Ìешен і Жан Äеламáр
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8. Еталон, який є завжди і всюди
Ó çв’ÿçêó ç цèì пîшóê íåçì³ííèõ åòаëîí³в äîвæè-

íè пðîäîвæèвсÿ. В сåðåäèí³ ХІХ сò. в³äîìèй аíгë³й-
сüêèй ф³çèê Дæåйìс Кëåðê Маêсвåëë çапðîпîíóвав 
вèêîðèсòîвóваòè äëÿ цüîгî íайсòаб³ëüí³шó пðèðîäíó 
вåëè÷èíó — äîвæèíó св³òëîвîї õвèë³. Св³òëîва õвè-
ëÿ — цå îсîбëèвèй пîò³ê åëåêòðîìагí³òíîї åíåðг³ї, 
в ÿêîìó åëåêòðè÷íа ³ ìагí³òíа сêëаäîв³ пåð³îäè÷íî 
пåðåõîäÿòü îäíа в îäíó. À в³äсòаíü ì³æ сóс³äí³ìè 
òî÷êаìè цüîгî пîòîêó, в ÿêèõ çгаäаí³ сêëаäîв³ ìаюòü 
îäíаêîв³ вåëè÷èíè, íаçèваºòüсÿ äîвæèíîю õвèë³. 
Св³òëîв³ õвèë³ ç ð³çíèõ äæåðåë ³ ç ð³çíèõ ÷асòèí 
св³òëîвîгî спåêòðа ìаюòü ð³çí³ äîвæèíè.

П³сëÿ вèì³ðюваííÿ åòаëîííîгî ìåòðа îпòè÷íèìè 
çасîбаìè, ç 1960 ð. всòаíîвëåíî, щî äîвæèíа 1 ì сòа-
íîвèòü 1 650 763,63 äîвæèíè õвèë³ îðаíæåвî-÷åðвîíîї 
ë³í³ї спåêòðа св³ò³ííÿ гаçó êðèпòîíó. Дëÿ òаêîгî åòа-
ëîíа óæå íå пîòð³бí³ í³ÿê³ сõîвèща. В³í íå çаëåæèòü 
в³ä æîäíèõ ф³çè÷íèõ фаêòîð³в. Àëå й íа цüîìó пîшóêè 
åòаëîíа íå çавåðшóюòüсÿ. Ц³ëêîì ìîæëèвî, щî êðапêè 
в ц³й спðав³ íå бóäå пîсòавëåíî í³êîëè.

9. Головна перевага метричної системи
Ãîëîвíа пåðåвага ìåòðè÷íîї сèсòåìè вèì³ðюваííÿ 

íаä ³íшèìè сèсòåìаìè пîëÿгаº ó òîìó, щî äаíа сèс-
òåìа óçгîäæåíа ç äåсÿòêîвîю îсíîвîю ÷èсëåííÿ. Цå 
îçíа÷аº, щî ìåíш³ ³ б³ëüш³ îäèíèц³ вèì³ðюваííÿ 
óòвîðююòüсÿ ç îсíîвíîї îäèíèц³ çа äîпîìîгîю ä³ëåí-
íÿ абî ìíîæåííÿ íа пåвíèй сòåп³íü ÷èсëа 10. Напðè-

êëаä, 1 äì = 1
10

 ì; 1 ìì = 1
10

 сì = 1
102

 ì; 1 êì = 

= 103 ì. À цå çабåçпå÷óº äóæå пðîсòèй спîс³б пåðå-
вåäåííÿ îäíèõ îäèíèцü в ³íш³ — б³ëüш³ ÷è ìåíш³.

Нå òаê бóëî äî ввåäåííÿ ìåòðè÷íîї сèсòåìè. На-
пðèêëаä, ó сòаð³й ðîс³йсüê³й сèсòåì³ вèì³ðюваííÿ äî-
вæèí 1 вåðсòа äîð³вíюваëа 500 саæíÿì, 1 саæåíü — 
3 аðшèíаì, 1 аðшèí — 7 фóòаì, 1 фóò — 12 äюйìаì, 
а 1 äюйì — 10 ë³í³ÿì.

Зðåшòîю, вèêîðèсòаííÿ сó÷асíèõ åëåêòðîííèõ çа-
сîб³в îб÷èсëåíü ц³ òðóäíîщ³ çíа÷íî пîсëабëююòü. Тîìó 
в îêðåìèõ êðаїíаõ пîðÿä ç ìåòðè÷íîю сèсòåìîю всå щå 
çасòîсîвóюòüсÿ ³ свîї ³сòîðè÷í³ сèсòåìè вèì³ðюваííÿ. 
Зîêðåìа, багаòî ç õаðаêòåðèсòèê, щî сòîсóюòüсÿ сó-
÷асíîї òåõí³êè, пîäаюòüсÿ в äюйìаõ, ìîðсüê³ в³äсòаí³ 
вèì³ðююòüсÿ в ìèëÿõ, гëèбèíè ó фóòаõ òîщî.

Нікому не спаде на думку низько 
оцінювати заслугу математиків, 
яку вони здобувають, виражаючи 
своєю мовою найважливіші відно-
шення: все, що у вищому сенсі 
підвладне числу й мірі, вони вмі-
ють упорядкувати, означити 
і об числити.

Éоганн Вольô´ан´ ¥ете

Метрична система краще будь-
якої іншої може виразити підроз-
діли мір ..., оскільки вона збіга-
ється із системою числення. 

Äмитро Ìенделººв
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2. Як вимірювали кути у різні часи

1. Прилади для вимірювання кутів
Транспортир і астролябія. Наçва íайпîшèðåí³-

шîгî òåпåð êóòîì³ðíîгî ³íсòðóìåíòа — òðаíспîðòè-
ðа — óòвîðåíа в³ä ëаòèíсüêîгî сëîва transporte, щî 
îçíа÷аº «пåðåíîсèòè». Зв³äсè æ пîõîäÿòü ³ шèðîêî 
вæèваí³ òåпåð сëîва «òðаíспîðò» òа «òðаíспîðòóва-
òè». Мîæëèвî, цå св³ä÷èòü пðî òå, щî пî÷аòêîвî òðаí-
спîðòèð вèêîðèсòîвóваëè б³ëüшå äëÿ пåðåíåсåííÿ 
êóò³в, í³æ äëÿ їõíüîгî вèì³ðюваííÿ. Àëå íайäавí³шèì 
пðîîбðаçîì òðаíспîðòèðа бóв óсå æ òаêè êóòîì³ðíèй 
пðèëаä — астролябія. Тðаíспîðòèð — цå пîëîвèíа 
асòðîëÿб³ї.

Вваæаºòüсÿ, щî асòðîëÿб³ю вèíайшîв ó ІІ сò. 
äî í.å. çíаìåíèòèй гðåцüêèй асòðîíîì Ã³ппаðõ 
(180–125 ðð. äî í.å.), а вäîсêîíаëèв в³äîìèй сåðåä-
íüîв³÷íèй í³ìåцüêèй асòðîíîì Ðåг³îìîíòаí (Йîгаíí 
Мюëëåð) (1436–1476). Пðèëаä сëóгóвав äëÿ вèçíа-
÷åííÿ пîëîæåííÿ íåбåсíèõ св³òèë íа íåбåсí³й сфåð³. 
Дëÿ пðèêëаäó, íа гðавюð³ ХVІ сò., в³äòвîðåí³й íа 
ðèс. 32, в³äîбðаæåíî îäèí ç³ спîсîб³в äëÿ вèçíа÷åííÿ 
гîðèçîíòаëüíîгî íапðÿìêó íа св³òèëî, ÿêèй çасòîсî-
вóвавсÿ ìîðåпëавцÿìè. 

Регіомонтан (Éоганн Мюллер)
Âідомий німецький середньовічний 

астроном та математик. Àвтор першого 
в ªвропі підручника з тригонометрії. 
Склав знамениті астрономічні таблиці.

Рис. 32
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Пî÷аòêîвî асòðîëÿб³ю вèêîðèсòîвóваëè çäåб³ëü-
шîгî äëÿ вèçíа÷åííÿ вèсîòè св³òèë íаä гîðèçîíòîì. З 
ц³ºю ìåòîю її вèгîòîвëÿëè ó вèгëÿä³ ваæêîгî ì³äíîгî 
äèсêа — лімба, ÿêèй п³äв³шóваëè çа ê³ëüцå ó вåðòè-
êаëüíîìó пîëîæåíí³ (ðèс. 33). Пî êðаю ë³ìба íаíîсè-
ëасÿ шêаëа в³ä 0° äî 360°. Пðÿìа ГГ1, щî ç’ºäíóваëа 
пîä³ëêè 0° ³ 180°, çайìаëа гîðèçîíòаëüíå пîëîæåííÿ. 
Ó цåíòð³ ë³ìба êð³пèëасÿ ðóõîìа сòð³ëêа АА1 — алі-
дада. На її ê³íцÿõ ðîçì³щóваëèсÿ пåðпåíäèêóëÿðí³ äî 
ë³ìба пëасòèíêè ç îòвîðаìè — діоптри.

Дëÿ вèçíа÷åííÿ вèсîòè св³òèëа íаä гîðèçîíòîì 
спîсòåð³га÷ пðèêëаäав îêî äî íèæíüîгî ä³îпòðа А 
³ пîвåðòав аë³äаäó äîòè, пîêè св³òèëî íå бóëî вèäíî 
в³äðаçó ÷åðåç îбèäва ä³îпòðè. Пîä³ëêа íа шêаë³, íа 
ÿê³й çóпèíÿвсÿ êðай аë³äаäè (А ÷è А1), вêаçóваëа íа 
вèсîòó св³òèëа íаä гîðèçîíòîì ó гðаäóсаõ.

Квадранти, секстанти та октанти. Бóðõëè-
вèй ðîçвèòîê асòðîíîì³ї, ÿêèй ðîçпî÷авсÿ в Євðîп³ 
ç пî÷аòêîì åпîõè В³äðîäæåííÿ, вèìагав óæå çíа÷íî 
б³ëüшîї òî÷íîсò³ в³ä асòðîíîì³÷íèõ вèì³ðюваíü, í³æ 
її ìîгëè çабåçпå÷èòè äавí³ асòðîëÿб³ї. Цüîгî ìîæíа 
бóëî äîсÿгòè ëèшå çа ðаõóíîê çб³ëüшåííÿ ë³ìба. 
Àäæå ÷èì б³ëüша êðóгîва шêаëа íа йîгî êðаю, òèì 
б³ëüшîю бóäå в³äсòаíü ì³æ сóс³äí³ìè пîä³ëêаìè, а цå 
äаваëî çìîгó вèçíа÷аòè íå ò³ëüêè ê³ëüê³сòü ц³ëèõ 
гðаäóс³в ó êóò³, аëå й ê³ëüê³сòü їõí³õ ÷асòèí — ì³íóò 
³ íав³òü сåêóíä.

Вîäíî÷ас бóëî пîì³÷åíî, щî в б³ëüшîсò³ асòðîíî-
ì³÷íèõ вèì³ðюваíü фаêòè÷íî вèêîðèсòîвóºòüсÿ íå 
всÿ êðóгîва шêаëа асòðîëÿб³ї, а ëèшå пåвíа її ÷асòè-
íа. Тîìó çаì³сòü óс³ºї асòðîëÿб³ї ó çб³ëüшåíîìó вè-
гëÿä³ вèгîòîвëÿëè ëèшå квадранти, секстанти 

³ октанти, òîбòî в³äпîв³äíî 1
4
,  1
6

 ³ 1
8

 ÷асòèíè 

асòðîëÿб³ї. Спîс³б вèêîðèсòаííÿ êваäðаíòа в³äîбðа-
æåíî íа сòаðîвèíí³й гðавюð³, в³äòвîðåí³й íа ðèс. 34. 
À íа ðèс. 35 çîбðаæåíî пîºäíаííÿ в îäíîìó пðèëаä³ 
êваäðаíòа й асòðîëÿб³ї, çапðîпîíîваíå вèäаòíèì 
äаíсüêèì асòðîíîìîì Тèõî Бðагå (1546–1601). Сåê-
сòаíò Бðагå çîбðаæåíî íа ðèс. 36.

Оêð³ì ÷èсëåííèõ гðавюð ³ç çîбðаæåííÿì êóòîì³ð-
íèõ ³íсòðóìåíò³в, сòвîðåíèõ õóäîæíèêаìè, асòðîíîìè 
щå й ó св³й спîс³б çасв³ä÷èëè свîю ëюбîв ³ пîвагó 
äî цèõ пðèëаä³в, íаçвавшè Секстантом îäíå ³ç 

Усе тут було заставлене різ-
номанітними секстантами, квад-
рантами, телескопами, астроля-
біями та іншими астрономічними 
приладами.

Äæонатан Свіôт.
«Ìандри Ëемюеля Гуллівера»
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сóç³ð’їв ó п³вäåíí³й ÷асòèí³ íåба. В³äпîв³äíó пðîпî-
çèц³ю пîäав вèäаòíèй пîëüсüêèй асòðîíîì Яí Ãåвå-
ë³й (1611–1687), авòîð óсåсв³òíüî в³äîìîгî аòëасó 
çîðÿíîгî íåба. Ісòîð³ÿ сèìвîë³÷íа й пîв÷аëüíа. Дëÿ 
пðîвåäåííÿ äîсë³äæåíü Ãåвåë³й çбóäóвав îбсåðваòî-
ð³ю ³ вåëè÷åçíèй сåêсòаíò ó свîºìó ì³сò³ ¥äаíсüê. 
Àëå çаòóðêаí³ й íасòðашåí³ гîðîäÿíè спаëèëè пðè-
ëаä. Тîä³ Ãåвåë³й вèð³шèв «пåðåíåсòè йîгî íа íåбî» 
й óв³÷íèòè в íаçв³ сóç³ð’ÿ, абè вæå í³êîëè í³÷èÿ çëа 
ðóêа íå ìîгëа äî íüîгî äîòÿгíóòèсÿ. Àëå íа òîй ÷ас 
íå бóëî íåíаçваíîгî сóç³ð’ÿ, ÿêå б свîºю фîðìîю íа-
гаäóваëî сåêсòаíò (пðèíцèп, щî йîгî äîòðèìóваëèсÿ 
пðè óòвîðåíí³ íаçв б³ëüшîсò³ сóç³ð’їв). Тîìó Ãåвåë³й 
вèбðав сóç³ð’ÿ, ÿêå õî÷ ³ íå íагаäóваëî свîїìè êîíòó-
ðаìè сåêсòаíòа, аëå çíаõîäèëîсÿ ì³æ сóç³ð’ÿì Ëåва 
(ÿêðаç п³ä йîгî ëапаìè) òа Ã³äðè ³ òîìó ìаëî щå й 
цåй äîäаòêîвèй сèìвîë³÷íèй çаõèсò.

Телескоп і теодоліт. Насòóпíå сóòòºвå óäîсêî-
íаëåííÿ в êîíсòðóêц³ю асòðîëÿб³ї вí³с фðаíцóçüêèй 
асòðîíîì Жаí П³êаð (1620–1682) в сåðåäèí³ ХVІІ сò. 
В³í çаì³íèв ä³îпòðè п³äçîðíîю òðóбîю, вèíайäåíîю 
íåçаäîвгî äî цüîгî ¥аë³ëåºì, а äëÿ пëавíîгî пåðå-
ì³щåííÿ аë³äаäè вèêîðèсòав ì³êðîìåòðè÷íèй гвèíò. 
Óсå цå çíа÷íî п³äвèщóваëî òî÷í³сòü вèì³ðюваíü ³ íå 
пîòðåбóваëî вèêîðèсòаííÿ вåëèêèõ шêаë. 

Сузір’я Секстант. 
Рисунок з атласу Ãевелія
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Пîäаëüш³ óäîсêîíаëåííÿ асòðîëÿб³ї пðîäîвæèëèсÿ 
ó íапðÿìêó вèêîðèсòаííÿ çаì³сòü п³äçîðíîї òðóбè 
íайð³çíîìаí³òí³шèõ òåëåсêîп³в. À äëÿ пðîвåäåííÿ 
íаçåìíèõ (гåîäåçè÷íèõ) вèì³ðюваíü бóëî сêîíсòðó-
йîваíî теодоліт (ðèс. 37).

Тåîäîë³ò ìаº äва ë³ìбè, ðîçì³щåí³ ó вåðòèêаëüí³й 
³ гîðèçîíòаëüí³й пëîщèíаõ. Цå äаº çìîгó çасòîсîвó-
ваòè цåй пðèëаä ÿê äëÿ сêëаäаííÿ пëаí³в, òаê ³ äëÿ 
пðîвåäåííÿ í³вåëюваííÿ, òîбòî вèçíа÷åííÿ вèсîò.

Бусоль. Кóòè, ÿê³ çасòîсîвóюòüсÿ ó ìîðсüê³й òа 
пîв³òðÿí³й íав³гац³ї, вèì³ðююòü ó гîðèçîíòаëüí³й пëî-
щèí³ в³ä íапðÿìêó íа п³вí³÷ пðîòè ðóõó гîäèííèêîвîї 
сòð³ëêè в³ä 0° äî 360°. Кîæåí òаêèй êóò íаçèваºòüсÿ 
курсом. Пðèëаä, щî äаº çìîгó вèì³ðюваòè êóðс, 
пîºäíóº в сîб³ аíòè÷íó асòðîëÿб³ю ³ êîìпас. В³í 
íаçèваºòüсÿ бусоллю. На пðèíцèп³ бóсîë³ êîíсòðóю-
ºòüсÿ сó÷асíå íав³гац³йíå îбëаäíаííÿ äëÿ ìîðсüêèõ 
òа пîв³òðÿíèõ сóäåí.

Яê ба÷èìî, çвè÷íèй íаì òðаíспîðòèð ìаº äóæå 
äавíю ³сòîð³ю ³ вîäíî÷ас вò³ëюºòüсÿ ó íайсó÷асí³шèõ 
пðèëаäаõ.

2. Одиниці для вимірювання кутів
Градуси. Найпîшèðåí³шîю îäèíèцåю äëÿ вèì³-

ðюваííÿ êóò³в º гðаäóс. Ëаòèíсüêå сëîвî gradus, в³ä 
ÿêîгî óòвîðåíî цю íаçвó, îçíа÷аº «êðîê», «сòóп³íü». 
Вåëè÷èíа êóòа 1 гðаäóс вèçíа÷аºòüсÿ òаê. В³çüìåìî 
çа вåðшèíó êóòа цåíòð ÿêîгî-íåбóäü п³вêîëа, а саìå 
п³вêîëî пîä³ëèìî íа 180 ð³вíèõ ÷асòèí (ðèс. 38). Тîä³ 
êóò, сòîðîíè ÿêîгî пðîõîäÿòü ÷åðåç сóс³äí³ пîä³ëêè, 
³ º êóòîì çавб³ëüшêè в 1 гðаäóс (пèшóòü: 1°).

Àëå ÷îìó äëÿ вèçíа÷åííÿ êóòа 1° п³вêîëî ä³ëÿòü 
саìå íа 180 ÷асòèí?

Щå äавíüîвавèëîíсüê³ æåðц³ пîì³òèëè, щî п³ä ÷ас 
ð³вíîäåííÿ (òîбòî êîëè äåíü ³ í³÷ ìаюòü îäíаêîвó 
òðèваë³сòü) сîíÿ÷íèй äèсê óпðîäîвæ свîгî ðóõó íå-
бîсõèëîì (ðèс. 39) вêëаäаºòüсÿ ó пðîйäåíîìó шëÿõó 
ð³вíî 2 × 180 ðаç³в. À îсê³ëüêè цåй шëÿõ — п³вêîëî, 
òî ц³ëêîì пðèðîäíî бóëî ðîçбèваòè йîгî íа 180 òаêèõ 
пîäв³йíèõ êðîê³в Сîíцÿ. Саìå ц³ êðîêè п³çí³шå ³ бóëè 
íаçваí³ гðаäóсаìè. 

Спîсòåðåæåííÿ çа ðóõîì Сîíцÿ впðîäîвæ äíÿ 
п³äòвåðäæóваëèсÿ ³ в³äпîв³äíèìè спîсòåðåæåííÿìè 

Рис. 37
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çа йîгî ð³÷íèì ðóõîì. Ó ò³ ÷асè вваæаëîсÿ, щî ð³ê 
òðèваº 360 ä³б. Тîìó вåсü ð³÷íèй шëÿõ Сîíцÿ íåбîс-
õèëîì — òаê çваíå çîä³аêаëüíå êîëî — òåæ ä³ëèвсÿ 
íа 360 пîäв³йíèõ êðîê³в, òîбòî гðаäóс³в, а йîгî пî-
ëîвèíа, в³äпîв³äíî, — íа 180 гðаäóс³в.

Наðåшò³, св³й впëèв íа вèб³ð îсíîвè äëÿ вè-
çíа÷åííÿ гðаäóса ìîгëî ìаòè й òå, щî ó Давíüîìó 
Вавèëîí³ çасòîсîвóваëасÿ ш³сòäåсÿòêîва сèсòåìа 
÷èсëåííÿ, а ÷èсëî 180 ä³ëèòüсÿ бåç îсòа÷³ íа îсíîвó 
60 ц³ºї сèсòåìè. З цèì пîв’ÿçаíî ³ ä³ëåííÿ гðаäóса 
íа 60 ì³íóò, а ì³íóòè  — íа 60 сåêóíä.

В аíòè÷íó åпîõó сòаðîвèííó вавèëîíсüêó сèс-
òåìó пåðåйíÿëè гðåцüê³ асòðîíîìè, çîêðåìа, íай-
вèäаòí³шèй ç íèõ, Кëавä³й Пòîëåìåй (І–ІІ сò. í.å.). 
Àвòîðèòåò Пòîëåìåÿ спðèÿв òîìó, щî цÿ сèсòåìа 
íабóëа пîвсюäíîгî пîшèðåííÿ в åпîõó В³äðîäæåííÿ, 
а пîò³ì ³ в п³çí³ш³ ÷асè. Ó ðåçóëüòаò³ ìè й òåпåð, ÿê 
³ äавí³ вавèëîíÿíè, ÿê äавí³ гðåêè òа сåðåäíüîв³÷í³ 
ºвðîпåйц³ вèì³ðюºìî êóòè в гðаäóсаõ, óваæаю÷è, щî 
ðîçгîðíóòèй êóò ìаº 180°, а пîвíèй — 360°.

Ц³êавå пîõîäæåííÿ пîçíа÷åííÿ äëÿ гðаäóсíîї ì³ðè. 
Кóòè вåëè÷èíîю 1° Пòîëîìåй íаçèвав ìîйðаìè, щî 
в пåðåêëаä³ ç гðåцüêîї ìîвè îçíа÷аº «÷асòèíè». Сëîвî 
µοιρα в³í сêîðî÷óвав äвîìа пåðшèìè ë³òåðаìè, пðè-
÷îìó äðóгó пèсав ìåíшîю в³ä пåðшîї ³ вгîð³ — µ°. 
П³çí³шå çаëèшèëасÿ ëèшå ìаëåíüêа ë³òåðа °. Цå 
сêîðî÷åííÿ çасòîсîвóºòüсÿ й äîс³.

М³íóòè òåпåð пîçíа÷аюòü çа äîпîìîгîю çíа÷êа ′, 
а сåêóíäè — çа äîпîìîгîю çíа÷êа ′′. Напðèêëаä, êóò, 
щî ìаº 23 гðаäóсè 18 ì³íóò ³ 42 сåêóíäè сêîðî÷åíî 
çапèсóюòü òаê: 23° 18′ 42′′.

Гради. Ісíóюòü й ³íш³ îäèíèц³ äëÿ вèì³ðюваííÿ 
êóò³в. Зîêðåìа, íапðèê³íц³ ХVІІІ сò. ó Фðаíц³ї, îäíî-
÷асíî ³ç çапðîваäæåííÿì ìåòðè÷íîї сèсòåìè äëÿ вèì³-
ðюваííÿ äîвæèí, бóëî çапðîпîíîваíî óäîсêîíаëåííÿ 
äëÿ вèì³ðюваííÿ êóò³в. Дëÿ цüîгî пðîпîíóваëасÿ íîва 
îäèíèцÿ град. Її íаçва óòвîðюваëасÿ в³ä òîгî саìî-
гî ëаòèíсüêîгî сëîва gradus, аëå вåëè÷èíа бðаëасÿ 
³íшîю. À саìå: пîвíèй êóò пðîпîíóваëîсÿ ä³ëèòè íå 
íа 360 гðаäóс³в, а íа 400 гðаä³в. Кð³ì цüîгî, гðаäè 
ä³ëèëèсÿ íå íа 60, а íа 100 ì³íóò, а ì³íóòè — íå íа 
60, а íа 100 сåêóíä. 

Клавдій Птолемей.
Старовинна гравюра

Вилучити з математики за-
стосування — це те ж саме, що 
шукати живу істоту з однією 
лише кістковою основою, але без 
м’язів, нервів і судин.

Ôелікс Êлейн
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Ãðаäè пîçíа÷аюòüсÿ çíа÷êîì g, гðаäîв³ ì³íóòè — 
çíа÷êîì ` , а гðаäîв³ сåêóíäè — çíа÷êîì `` . Ëåгêî 
îб÷èсëèòè, щî 90° = 100g, 1g = 54′, 1` = 32,4′′, 
а 1`` = 0,324′′.

Радіани. Нåçваæаю÷è íа î÷åвèäí³ пåðåвагè гðаä³в 
íаä гðаäóсаìè пðè пðîвåäåíí³ îб÷èсëåíü, цÿ îäèíèцÿ 
всå æ íабóëа äóæå îбìåæåíîгî çасòîсóваííÿ. Нå-
çì³ðíî б³ëüшîгî пîшèðåííÿ íабóëа ³íша аëüòåðíаòèва 
гðаäóса — ðаä³аí. Вèì³ðюваííÿ êóò³в ó ðаä³аíаõ 
ґðóíòîвíî вèв÷аòèìåòüсÿ в íасòóпíèõ êëасаõ.

3. Про неоднозначність аксіоматики геометрії
Óæå вêаçóваëîсÿ, щî ³сíóюòü ð³çí³ аêс³îìаòèêè 

гåîìåòð³ї. Пðè цüîìó в³äì³íí³сòü ì³æ аêс³îìаòèêаìè 
ìîæå бóòè äвîÿêîю. Пî-пåðшå, ð³çíèìè ìîæóòü бóòè 
íабîðè îсíîвíèõ пîíÿòü, щî îпèсóюòüсÿ аêс³îìаìè. 
Напðèêëаä, в аêс³îìаòèц³ Ã³ëüбåðòа äî îсíîвíèõ пî-
íÿòü íå íаëåæèòü äîвæèíа в³äð³çêа ³ гðаäóсíа ì³ðа 
êóòа, íаòîì³сòü îсíîвíèìè º пîíÿòòÿ ð³вíîсò³ в³äð³ç-
ê³в òа êóò³в. В³äòаê цÿ ð³вí³сòü íå îпîсåðåäêîвóºòüсÿ 
пåвíîю ì³ðîю, а îпèсóºòüсÿ пðÿìî в³äпîв³äíèìè 
аêс³îìаìè, ÿê îò: «Два в³äð³çêè, ÿê³ ð³вí³ äåÿêîìó 
òðåòüîìó в³äð³çêó, ð³вí³ ì³æ сîбîю». Щå пðèêëаä: 
в аêс³îìаòèêаõ, ó ÿêèõ äî îсíîвíèõ пîíÿòü íаëåæаòü 
пîíÿòòÿ ðóõó, ð³вí³сòü в³äð³çê³в ³ êóò³в îçíа÷аºòüсÿ 
ÿê ìîæëèв³сòü сóì³щåííÿ цèõ ф³гóð.

Іíшèй òèп в³äì³ííîсòåй сòаíîвëÿòü ò³, щî вò³ëю-
юòüсÿ ó ìåæаõ îäí³ºї й ò³ºї саìîї сèсòåìè îсíîвíèõ 
пîíÿòü. Ц³ в³äì³ííîсò³ çíа÷íî ìåíш пðèíцèпîв³ 
³ çäåб³ëüшîгî пåðåсë³äóюòü äèäаêòè÷í³ (íав÷аëüí³) 
ц³ë³ абî в³äîбðаæаюòü пåвí³ åсòåòè÷í³ óпîäîбаííÿ 
авòîð³в-ðîçðîбíèê³в.

Напðèêëаä, çаì³сòü пåðшîї ç аêс³îì íаëåæíîсò³ 
в аêс³îìаòèц³ О.В. Пîгîðºëîва ìîæíа бóëî б пðè-
йíÿòè çíа÷íî «сëабшó» аêс³îìó: «На êîæí³й пðÿì³й 
³сíóº пðèíайìí³ äв³ òî÷êè. Ісíóº пðèíайìí³ òðè òî÷-
êè, ÿê³ íå ëåæаòü íа îäí³й пðÿì³й» (äî сëîва, саìå 
в òаê³й фîðì³ цÿ аêс³îìа пðèйìаºòüсÿ в «Осíîваõ 
гåîìåòð³ї» Ã³ëüбåðòа).

Спðавä³, íåõай А, В, С — òðè òî÷êè, щî íå ëåæаòü 
íа îäí³й пðÿì³й, ³сíóваííÿ ÿêèõ гаðаíòóºòüсÿ íавåäå-

Коли мова йде про те, щоб до-
слідити основи якої-небудь науки, 
то слід установити систему аксі-
ом, які містять точний і повний 
опис тих відношень, що існують 
між елементарними поняттями 
цієї науки. Ці аксіоми є одночасно  
означеннями цих елементарних 
понять. 

Äавид Гільáерт
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íîю вèщå аêс³îìîю Ã³ëüбåðòа, а l — äîв³ëüíа пðÿìа 
пëîщèíè. Яêîю б íå бóëа пðÿìа l, вîíа íå пðîõîäèòü 
пðèíайìí³ ÷åðåç îäíó ç òî÷îê А, В, С. Нåõай вîíа íå 
пðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó А (ðèс. 40), а E, F — äв³ òî÷-
êè пðÿìîї l, ³сíóваííÿ ÿêèõ гаðаíòóºòüсÿ ò³ºю саìîю 
пîсëабëåíîю аêс³îìîю Ã³ëüбåðòа. За аêс³îìîю 6 ç³ 
спèсêó аêс³îì Пîгîðºëîва, íа п³впðÿì³й ЕF в³ä òî÷êè 
E ìîæíа в³äêëасòè в³äð³çîê бóäü-ÿêîї äîвæèíè ³ ò³ëüêè 
îäèí. Осê³ëüêè ð³çíèõ äîвæèí бåçë³÷, òî ìîæíа в³ä-
êëасòè бåçë³÷ в³äð³çê³в, а òîìó ³сíóº бåçë³÷ їõí³õ ê³íц³в 
P, Q, R. Оòæå, íа пðÿì³й l ³сíóº бåçë³÷ òî÷îê P, Q, 
R, … . Даë³, ÷åðåç êîæíó ç òî÷îê P, Q, R, … ³ òî÷êó 
А пðîõîäèòü пðÿìа, а íа í³й, ÿê щîйíî пîêаçаíî, ³с-
íóº бåçë³÷ свîїõ òî÷îê. Пðè цüîìó íа саì³й пðÿì³й 
l ìîæå ðîçì³щóваòèсü щîíайб³ëüшå пî îäí³й ³ç цèõ 
òî÷îê. Оòæå, óс³ ðåшòа, ³ їõ бåçë³÷ — пîçа пðÿìîю l, 
щî й òðåба бóëî äîвåсòè.

Іíша вèäîçì³íа аêс³îìаòèêè в ìåæаõ îäí³ºї й ò³ºї 
саìîї сèсòåìè îсíîвíèõ пîíÿòü — çа äîпîìîгîю çа-
ì³íè îêðåìèõ аêс³îì íа ð³вíîсèëüí³ їì òвåðäæåííÿ. 
Дв³ аêс³îìè íаçèваюòüсÿ рівносильними абî еквіва-
лентними, ÿêщî òвåðäæåííÿ êîæíîї ç íèõ ìîæíа 
вèвåсòè ç ³íшîї, çаëó÷аю÷è, в ðаç³ пîòðåбè, îäí³ й 
ò³ саì³ äîäаòêîв³ аêс³îìè.

Ðîçгëÿíóò³ щîйíî аêс³îìè íаëåæíîсò³ ó фîðìó-
ëюваíí³ Пîгîðºëîва ³ Ã³ëüбåðòа — íå åêв³ваëåíòí³, 
îсê³ëüêè аêс³îìа Ã³ëüбåðòа вèпëèваº ç аêс³îìè Пî-
гîðºëîва бåçпîсåðåäíüî, а аêс³îìа Пîгîðºëîва ç аê-
с³îìè Ã³ëüбåðòа — ëèшå пðè çасòîсóваíí³ аêс³îìè 
в³äêëаäаííÿ в³äð³çê³в.

À îò аêс³îìа 4 ç аêс³îìаòèêè Пîгîðºëîва åêв³-
ваëåíòíа òаê³й аксіомі Паша, íåîбõ³äí³сòü ÿêîї 
впåðшå (ó 1882 ð.) пîì³òèв í³ìåцüêèй ìаòåìаòèê 
Мîð³ц Паш (1843–1930): «Пðÿìа, ÿêа íå пðîõîäèòü 
÷åðåç æîäíó ç вåðшèí òðèêóòíèêа, аëå пåðåòèíаº 
йîгî сòîðîíó, пåðåòèíаº îäíó, ³ ò³ëüêè îäíó, ç äвîõ 
³íшèõ сòîð³í». 

Дîвåäåìî, щî ç аêс³îìè 4 Пîгîðºëîва спðавä³ 
вèпëèваº аêс³îìа Паша.

Нåõай пðÿìа а íå пðîõîäèòü ÷åðåç æîäíó ç вåð-
шèí òðèêóòíèêа АВС ³ пåðåòèíаº йîгî сòîðîíó 

Моріц Паш

Математичні істини є похідни-
ми від невеликої кількості аксіом, 
з яких вони розвиваються шляхом 
низки бездоганних умовиводів; 
вони закладені не тільки в при-
роді нашого пізнання, а й у сут-
ності самої природи. 

Анрі  Пуанкаре
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АС ó äåÿê³й òî÷ц³ Е (ðèс. 41). Пðÿìа а ðîçбèваº 
пëîщèíó íа äв³ п³впëîщèíè. Тî÷êè А ³ С ëåæаòü 
ó ð³çíèõ п³впëîщèíаõ, îсê³ëüêè в³äð³çîê АС пåðå-
òèíаº гðаíè÷íó пðÿìó а. Дëÿ òî÷êè В ³сíóº äв³ 
ìîæëèвîсò³: 1) абî вîíа ëåæаòü в îäí³й п³впëîщèí³ 
ç òî÷êîю А, а îòæå, ó ð³çíèõ п³впëîщèíаõ ç òî÷êîю 
С, ³ òîä³ в³äð³çîê АВ íå пåðåòèíаº пðÿìîї а, а в³ä-
ð³çîê ВС пåðåòèíаº її ó äåÿê³й òî÷ц³ F (ðèс. 41, а); 
2) абî òî÷êа В ëåæèòü в îäí³й п³впëîщèí³ ç òî÷êîю 
С, а îòæå, ó ð³çíèõ п³впëîщèíаõ ç òî÷êîю А, ³ òîä³ 
в³äð³çîê ВС íå пåðåòèíаº пðÿìîї а, а в³äð³çîê АВ 
пåðåòèíаº її ó äåÿê³й òî÷ц³ G (ðèс. 41, б). В îбîõ 
вèпаäêаõ пðÿìа а, îêð³ì сòîðîíè АС, пåðåòèíаº щå 
îäíó, ³ ò³ëüêè îäíó ç ³íшèõ сòîð³í òðèêóòíèêа АВС, 
щî й òðåба бóëî äîвåсòè.

Мîæíа äîвåсòè, щî й, íавпаêè, ç аêс³îìè Паша 
вèпëèваº аêс³îìа 4 ç аêс³îìаòèêè Пîгîðºëîва, òîбòî, 
щî êîæíа пðÿìа ðîçбèваº пëîщèíó íа äв³ п³впëîщè-
íè. Ó пåðшîìó ðîçä³ë³ цüîгî п³äðó÷íèêа аíаëîг³÷íå 
òвåðäæåííÿ бóäå äîвåäåíî сòîсîвíî пëîщèí ó пðî-
сòîð³: пëîщèíа ðîçбèваº пðîсò³ð íа äва п³впðîсòîðè. 
Дîвåäåííÿ äëÿ пðÿìîї пðîвîäèòüсÿ аíаëîг³÷íî, òîìó 
òóò íа íüîìó íå çóпèíÿºìîсÿ. Оòæå, аêс³îìа 4 Пî-
гîðºëîва ³ аêс³îìа Паша спðавä³ åêв³ваëåíòí³.

Ц³ëêîì îсîбëèвå ì³сцå в ³сòîð³ї аêс³îìаòèêè гåî-
ìåòð³ї çайìаº пèòаííÿ пðî åêв³ваëåíòè аêс³îìè пðî 
паðаëåëüí³ пðÿì³. Ó ò³й фîðì³, в ÿê³й цÿ аêс³îìа 
пîäаºòüсÿ ó òåпåð³шí³õ п³äðó÷íèêаõ, її впåðшå сфîð-
ìóëював шîòëаíäсüêèй ìаòåìаòèê Дæîí Пëåйфåð 
(1748–1819) ó пðèсòîсîваíîìó äëÿ шêîëè вèäаíí³ 
«На÷аë гåîìåòð³ї» Евêë³äа 1795 ð. Тîìó цю аêс³îìó 
íаçèваюòü щå аксіомою Плейфера. À äî òîгî çа-
ì³сòü фîðìóëюваííÿ Пëåйфåðа пåðåваæíî çасòîсî-
вóваëîсÿ фîðìóëюваííÿ Евêë³äа, в ÿêîгî вîíî бóëî 
îäíèì ³ç пîсòóëаò³в.

В Евêë³äîвèõ «На÷аëаõ» òвåðäæåííÿ, ÿê³ пðèйìа-
юòüсÿ бåç äîвåäåííÿ, пîä³ëÿëèсÿ íа äва вèäè. Оäí³ 
ç íèõ íаçèваëèсÿ аêс³îìаìè, ³íш³ — пîсòóëаòаìè. 
Àêс³îìè çäåб³ëüшîгî сòîсóваëèсÿ ê³ëüê³сíèõ çаêî-
íîì³ðíîсòåй. Напðèêëаä, äî аêс³îì Евêë³ä в³äíîсèв 

Джон Плейфер
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òаê³ òвåðäæåííÿ: «Ð³вí³ îäíîìó й òîìó æ, ð³вí³ ì³æ 
сîбîю»; «Яêщî äî ð³вíèõ äîäаòè ð³вí³, òî îäåðæèìî 
ð³вí³», «Ц³ëå б³ëüшå в³ä свîºї ÷асòèíè» òîщî. На 
пðîòèвагó цüîìó, äî пîсòóëаò³в в³äíîсèëèсÿ вëасíå 
гåîìåòðè÷í³ òвåðäæåííÿ. В äîсë³вíîìó пåðåêëаä³ 
ç гðåцüêîї сëîвî «пîсòóëаò» îçíа÷аº «вèìîга». Оòæå, 
йшëîсÿ пðî вèìîгó äî ÷èòа÷а пðèйíÿòè в³äпîв³äí³ 
òвåðäæåííÿ бåç äîвåäåííÿ. 

Евêë³ä сфîðìóëював п’ÿòü òаêèõ пîсòóëаò³в-
вèìîг. Пåðшèìè ÷îòèðìа ç íèõ бóëè òаê³: 

І. Будь-які дві точки можна сполучити від-
різком;

ІІ. Будь-який відрізок можна як завгодно да-
леко продовжити за кожен із його кінців;

ІІІ. З будь-якого центра будь-яким радіусом 
можна описати коло;

IV. Будь-які два прямих кути можна суміс-
тити один із одним (тобто такі кути рівні).

À п’ÿòèì бóв пîсòóëаò:
V. Якщо при перетині двох прямих січною 

утворюються внутрішні односторонні кути, які 
в сумі не дорівнюють двом прямим кутам, то 
дані прямі перетинаються.

Мîæíа äîвåсòè, щî êîëè вèêîíóºòüсÿ V пîсòóëаò 
Евêë³äа, òî вèêîíóºòüсÿ й аêс³îìа пðî паðаëåëüí³ 
пðÿì³ Пëåйфåðа. 

Спðавä³, íåõай ìаºìî äîв³ëüíó пðÿìó а ³ òî÷êó 
А пîçа íåю (ðèс. 42). Пðîвåäåìî ÷åðåç А äîв³ëüíó 
с³÷íó с, а пîò³ì — пðÿìó b òаê, щîб сóìа вíóòð³ш-
í³õ îäíîсòîðîíí³õ êóò³в 1 ³ 2 äîð³вíюваëа 180°. 
Тîä³, çа îçíаêîю паðаëåëüíîсò³, b || а. Яêщî п³сëÿ 
цüîгî пðîвåäåìî ÷åðåç А äîв³ëüíó ³íшó пðÿìó b′, 
òî сóìа вíóòð³шí³õ îäíîсòîðîíí³õ êóò³в 1 ³ 2′ óæå 
íå бóäå äîð³вíюваòè 180°, а îòæå, çа V пîсòóëаòîì 
Евêë³äа, пðÿìа b′ пåðåòíå пðÿìó а. Таêèì ÷èíîì, 
пðÿìа b бóäå ºäèíîю, ÿêа пðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó А 
³ паðаëåëüíа пðÿì³й а, òîбòî спðавäæóваòèìåòüсÿ 
аêс³îìа пðî паðаëåëüí³ пðÿì³. 

Навпаêè, ç аêс³îìè Пëåйфåðа пðî паðаëåëüí³ пðÿì³ 
вèпëèваº òвåðäæåííÿ V пîсòóëаòó Евêë³äа. Спðавä³, 

Справжній учень вміє виводити 
відоме з невідомого і цим набли-
жа ється до учителя.

Éоганн Вольô´ан´ ¥ете
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íåõай ìаºìî äîв³ëüíó пðÿìó а ³ òî÷êó А пîçа íåю, 
а пðÿìа b′ пðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó А ³ пðè цüîìó сóìа 
вíóòð³шí³õ îäíîсòîðîíí³õ êóò³в 1 ³ 2′ íå äîð³вíюº 
180° (äèв. ðèс. 42). Пðîвåäåìî ÷åðåç òî÷êó А òаêó 
пðÿìó b, äëÿ ÿêîї сóìа вíóòð³шí³õ îäíîсòîðîíí³õ 
êóò³в 1 ³ 2 óæå äîð³вíюº 180°. Тîä³, в³äпîв³äíî äî 
îçíаêè паðаëåëüíîсò³, пðÿì³ а ³ b — паðаëåëüí³. Àëå, 
çа аêс³îìîю Пëåйфåðа пðî паðаëåëüí³, b — ºäèíа 
пðÿìа, ÿêа пðîõîäèòü ÷åðåç А ³ íå пåðåòèíаº пðÿìîї 
а. Тîìó пðÿìа b′ íåîäì³ííî пåðåòíå пðÿìó а. Оòæå, 
й вèõîäèòü, щî êîëè сóìа вíóòð³шí³õ îäíîсòîðîíí³õ 
êóò³в 1 ³ 2′ íå äîð³вíюº äвîì пðÿìèì êóòаì, òî пðÿì³ 
а ³ b′ пåðåòèíаюòüсÿ, òîбòî спðавäæóºòüсÿ V пîсòóëаò 
Евêë³äа, щî й òðåба бóëî äîвåсòè.

Осê³ëüêè ç V пîсòóëаòó Евêë³äа вèпëèваº аêс³î-
ìа Пëåйфåðа пðî паðаëåëüí³ пðÿì³, а ç аêс³îìè 
Пëåйфåðа — V пîсòóëаò Евêë³äа, òî ц³ òвåðäæåííÿ 
åêв³ваëåíòí³.

Іíшèй åêв³ваëåíò аêс³îìè пðî паðаëåëüí³ пðÿì³ 
çапðîваäèв ó свîºìó «П³äðó÷íèêó ç åëåìåíòаðíîї гåî-
ìåòð³ї» çíаìåíèòèй óêðаїíсüêèй ìаòåìаòèê М.В. Осò-
ðîгðаäсüêèй. Заì³сòü пîсòóëаòó Евêë³äа абî аêс³îìè 
Пëåйфåðа, Осòðîгðаäсüêèй пðèйìаº òвåðäæåííÿ, 
ÿêå, íа йîгî пîгëÿä, çíа÷íî вèðаçí³шå õаðаêòåðèçóº 
гåîìåòðè÷í³ вëасòèвîсò³ ðåаëüíîгî пðîсòîðó. Оäíèì 
³ç êëю÷îвèõ пðîсòîðîвèõ пîíÿòü, ÿêå аêòèвíî çасòîсî-
вóºòüсÿ ó ð³çíèõ íаóêаõ, º íапðÿìîê. Пðè цüîìó êîæí³ 
äва вçаºìíî пðîòèëåæíèõ íапðÿìêè вèçíа÷аюòüсÿ 
ÿêîю-íåбóäü îäí³ºю пðÿìîю ç óс³ºї сóêóпíîсò³ паðа-
ëåëüíèõ пðÿìèõ. Цåй фаêò Осòðîгðаäсüêèй ³ ф³êсóº 
ó свîїй фîðì³ аêс³îìè пðî паðаëåëüí³ пðÿì³: «Дв³ пðÿì³ 
пëîщèíè, ÿê³ паðаëåëüí³ òðåò³й пðÿì³й ц³ºї пëîщèíè, 
паðаëåëüí³ ì³æ сîбîю».

Ó б³ëüшîсò³ сó÷асíèõ п³äðó÷íèê³в òвåðäæåííÿ 
аêс³îìè Осòðîгðаäсüêîгî вèвîäèòüсÿ ç аêс³îìè 
Пëåйфåðа ³ íаçèваºòüсÿ абî îçíаêîю паðаëåëüíîсò³ 
пðÿìèõ, абî òåîðåìîю пðî òðаíçèòèвí³сòü в³äíîшåí-
íÿ паðаëåëüíîсò³ пðÿìèõ. Дëÿ äîвåäåííÿ çасòîсî-
вóюòü ìåòîä «в³ä сóпðîòèвíîгî». Пðèпóсêаюòü, щî 
ÿê³сü пðÿì³ а ³ b, êîæíа ç ÿêèõ паðаëåëüíа äåÿê³й 

Маловідомий портрет  
М.Â. Îстроградського

Багато хто вважає, що ма-
те матика — наука суха, нудна 
і полягає лише в умінні ра ху-
вати. Це нісенітниця. Циф ри в 
математиці грають найдріб’яз-
ковішу, найостаннішу роль. Це — 
найвища філософська наука, 
наука найбільших поетів.

Ìихайло Остроградський
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пðÿì³й с, íå паðаëåëüí³, а пåðåòèíаюòüсÿ ó äåÿê³й 
òî÷ц³ М (ðèс. 43). Тîä³ ÷åðåç òî÷êó М пðîõîäèòèìå 
äв³ пðÿì³ а ³ b, êîæíа ç ÿêèõ паðаëåëüíа пðÿì³й с. 
Осê³ëüêè цå сóпåðå÷èòü аêс³îì³ Пëåйфåðа, òî çðî-
бëåíå пðèпóщåííÿ íåпðавîì³ðíå, ³ òîìó а || b.

Àëå й, íавпаêè, ç аêс³îìè Осòðîгðаäсüêîгî вè-
пëèваº аêс³îìа Пëåйфåðа. Спðавä³, íåõай ó пëîщèí³ 
ìаºìî òî÷êó A, ðîçì³щåíó пîçа пðÿìîю l (ðèс. 44). 
Тîä³, ÿê óæå çаçíа÷аëîсÿ, ÷åðåç òî÷êó A пðîõîäèòü 
пðÿìа а, паðаëåëüíа пðÿì³й l. Тîìó äîвåäåííÿ пî-
òðåбóº ëèшå ºäèíîсò³ ц³ºї пðÿìîї а. Пðèпóсòèìî, 
щî ³сíóº щå ÿêасü ³íша пðÿìа а′, ÿêа òåæ пðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó А ³ паðаëåëüíа пðÿì³й l. Осê³ëüêè 
îбèäв³ пðÿì³ а ³ а′ паðаëåëüí³ пðÿì³й l, òî, çа аêс³î-
ìîю Осòðîгðаäсüêîгî, вîíè паðаëåëüí³ ì³æ сîбîю. 
Оäíаê ц³ пðÿì³ ìаюòü сп³ëüíó òî÷êó А. Д³йшëè äî 
сóпåðå÷íîсò³. Тîìó çðîбëåíå пðèпóщåííÿ íåпðавî-
ì³ðíå. Оòæå, пðÿìа а — ºäèíа, ÿêа пðîõîäèòü ÷åðåç 
òî÷êó А ³ паðаëåëüíа пðÿì³й l. Àêс³îìó Пëåйфåðа 
äîвåäåíî.

Титульна сторінка оригінального видання 2-ї 
частини «Підручника з елементарної гео-

метрії» М.Â. Îстроградського 
(1857 р.)

Îбкладинка українського перекладу підручника 
М.Â. Îстроградського, виданого тернопільським  

видавництвом «Підручники і посібники» до 200-ліття 
здня народæення ученого (2001 р.)
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Таêèì ÷èíîì, аêс³îìè Пëåйфåðа ³ Осòðîгðаäсüêî-
гî — ð³вíîсèëüí³.

В³äîìèй ðîс³йсüêèй ó÷åíèй О.Д. Àëåêсаíäðîв 
óваæав, щî êëасè÷í³ фîðìóëюваííÿ аêс³îì пðî паðа-
ëåëüí³ пðÿì³ Евêë³äа, Пëåйфåðа ÷è Осòðîгðаäсüêîгî 
íаäòî сêëаäí³ пðè пî÷аòêîвîìó îçíайîìëåíí³ ç гåî-
ìåòð³ºю. Тîìó çаì³сòü íèõ ó шê³ëüíîìó вèêëаäаíí³ 
в³í пðîпîíóвав çасòîсóваòè ð³вíîсèëüíó їì, аëå 
çíа÷íî пðîсò³шó äëÿ спðèйíÿòòÿ ó÷íÿìè аксіому 
прямокутника: «×îòèðèêóòíèê АВСD, ó ÿêîìó 
êóòè А ³ В — пðÿì³, а сòîðîíè АD ³ ВС — ð³вí³, 
º пðÿìîêóòíèêîì, òîбòî ó íüîìó êóòè D ³ С òåæ º 
пðÿìèìè, а сòîðîíè DС ³ АВ — ð³вíèìè» (ðèс. 45).

Àêс³îìа пðÿìîêóòíèêа äаº çìîгó äîвîë³ ëåгêî 
ðîçвèíóòè òåîð³ю вèì³ðюваííÿ пëîщ багаòîêóòíèê³в 
³ íав³òü вèвåсòè òåîðåìó П³фагîðа, а пîò³ì ³ ÷èсëåíí³ 
íасë³äêè ç íåї. Оäíаê ç аêс³îìè пðÿìîêóòíèêа íå çî-
вс³ì ëåгêî вèвåсòè òвåðäæåííÿ аêс³îìè Пëåйфåðа. Ó 
цüîìó пðîÿвëÿºòüсÿ свîºð³äíèй «çаêîí çбåðåæåííÿ 
òðóäíîщ³в», ÿêèй çавæäè в òаêèõ пèòаííÿõ äаº пðî 
сåбå çíаòè ó ìаòåìаòèц³.



Ìîð³ñ Åøåð. Ðåïòèë³¿
Гравюра вдало ілюструє один із найважливіших принципів стереометрії — вихід із «плоского» двовимірного 
світу і періодичне занурення у нього.



Вступ до стереометрії.  
Перетин і паралельність 
прямих та площин у просторі

Я гадаю, що ніколи досі ми не жили в такий геоме
тричний період. Варто лише поміркувати над минулим, 
згадати те, що було раніше, і ми будемо спантеличені, 
побачивши, що світ, який нас оточує, — це світ геоме
трії, чистої, справжньої, бездоганної в наших очах. Усе 
довкола — геометрія. Ніколи ми не бачили настільки 
прозірно таких форм, як круг, прямокутник, кут, ци
ліндр, куля, виконаних так чітко, з такою ретельністю 
й так упевнено.

Ле Корбузьє

Усі доказові науки послуговуються аксіомами. Аксіо ми 
мають найвищий ступінь загальності і є началом усього.

Аристотель

Нерозважно вчинили б математики, якби вони, від
кинувши найпростіші поняття, почали досліджувати 
складні.

Михайло Ломоносов

Ви вже знаєте, що предметом вивчення у геометрії є просторові форми. Інакше 
ці форми називаються геометричними фігурами. Саме ж вивчення геометричних фі-
гур відбувається шляхом зведення складніших із них до простіших. Найпростішими 
геометричними фігурами вважаються точки, прямі і площини, основні властивості 
яких описуються аксіомами. Інші властивості цих найпростіших фігур доводяться на 
основі аксіом логічним шляхом. Цьому, в основному, і присвячується перший розділ 
підручника. Складнішими просторовими фігурами є багатогранники. У кінці першого 
розділу встановлені властивості найпростіших фігур застосовуються для означення 
двох найважливіших класів багатогранників — паралелепіпедів і тетраедрів.

Розділ І



 §1.	 Аксіоми	стереометрії

У шкільній геометрії вивчаються ідеалізовані 
просторові форми навколишнього світу, який сприй-
мається людиною за допомогою її органів чуттів. 
Інакше ці форми називаються геометричними 
фігурами. Отже, геометричні фігури — це мислен-
нєві образи, які утворюються в нашій свідомості 
внаслідок абстрагування, тобто нехтування усіма 
властивостями предметів, окрім їхньої протяжності 
у просторі, взаємного розміщення та розмірів.

Окремі геометричні фігури є плоскими, і їх можна 
вважати розміщеними в одній площині. Властивості 
таких фігур вивчає планіметрія.

Інші фігури не є плоскими, або їх уже не можна 
вважати розміщеними в одній площині. Такими є, 
наприклад, куб, куля, циліндр, конус, їхні комбіна-
ції. Властивості таких фігур вивчаються у стерео-
метрії. Стереометрія значною мірою базується на 
планіметрії.

Найпростішими геометричними фігурами, які ви-
вчаються у планіметрії, вважаються точки і прямі. 
У стереометрії до них долучаються площини.

Точки є ідеалізованими мисленнєвими образами 
дуже дрібних предметів, розмірами яких за даних 
умов можна взагалі знехтувати (наприклад, пили-
нок, слідів тонко загостреного олівця на папері чи 
палиці на піску). Прямі — це мисленнєві образи 
довгих напнутих ниток чи мотузок, світлових про-
менів тощо. Площини — мисленнєві образи великих 
рівних поверхонь, наприклад, стола, стіни, водного 
плеса, рівного поля тощо. Площини, як і прямі, ми 
уявляємо нескінченними і без будь-якої товщини. 
Кожна площина нескінченна в усіх напрямах.

Точки і прямі позначаються й зображаються у 
стереометрії так само, як і в планіметрії. Площини 

Найпершою запорукою непо
грішності математичного мис
лення вважається те, що вихід
ним пунктом міркувань і дій у цій 
науці слугують аксіоми.

Іван Сєченов

Геометрія — це застосування 
строгої логіки до самоочевидних і, 
отже, безсумнівних особливостей 
простору. Але точність цієї на
уки іде ще далі, оскільки будьяка 
особливість, якою б вона не була 
очевидною, обов’язково підлягає 
доведенню, якщо тільки воно 
можливе. Завдання полягає в 
тому, щоб усі геометричні істини 
довести на основі якомога меншої 
кількості припущень.

Авґустус де Морґан

Аксіоми та доведення науки 
проникають у розум, захоплюють 
його і тримають так міцно, що 
він не може вирватися.

Френсіс Бекон

Аксіома — це твердження, на 
яке не вистачило доведення.

З учнівського гумору
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ж позначаються малими грецькими літерами α, β, γ 
тощо. А оскільки уявлення про площину пов’язано 
з названими вище поширеними прямокутними фор-
мами, які при зоровому сприйнятті найчастіше зда-
ються паралелограмами, то на рисунках площини, як 
правило, зображають у вигляді цих паралелограмів. 
Інколи для надання рисункові більшої колоритності 
від цих паралелограмів «відламують» певні частини 
(на рис. 1.1 наведено декілька можливих зображень 
площини). Крім того, ті фігури або їхні частини, які 
«закриваються» іншими фігурами, у стереометрії 
зображаються пунктирними лініями. З урахуванням 
цього на рис. 1.2 зображено дві площини α і β, які 
мають спільну пряму a, а також пряму b, що на-
лежить площині β.

Фундамент стереометрії складають декілька най-
загальніших властивостей точок, прямих і площин, 
сформульованих на основі віковічного життєвого до-
свіду людей, а також на основі ретельного логічного 
аналізу вчених. Як і в планіметрії, ці властивості на-
зиваються аксіомами (в перекладі з грецької мови, 
як уже вказувалося у вступі, слово «аксіома» означає 
«повага», «авторитет», «незаперечна істина»). 

Сукупність усіх аксіом окремої наукової теорії на-
зивається її аксіоматикою. Можливі різні аксіома-
тики стереометрії. У нашому підручнику викладаєть-
ся та з них, яка найбільшою мірою узгоджується з 
історичною традицією у побудові навчальних курсів 
геометрії. За цією традицією, зокрема, стереометрія 
вивчається після планіметрії і, отже, ґрунтується на 
ній. Це й відображає перша аксіома.

Аксіома	1.
У просторі існують площини. У кожній пло-
щині здійснюється планіметрія.

Перше твердження цієї аксіоми приймається для 
запобігання логічно можливому зведенню стереоме-
трії до планіметрії, тобто до ситуації, коли у просторі 
існує одна-єдина площина. Друге ж твердження 
означає, що в кожній площині існують усі фігури 

Геометрія є мистецтвом пра
вильно міркувати на неправиль
них  рисунках.

Нільс Хенрік Абель
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і здійснюються всі факти, відомі з планіметрії, на-
приклад: аксіома паралельних прямих, ознаки рів-
ності та подібності трикутників, теорема Піфагора, 
формула для обчислення довжини кола тощо.

Наступною аксіомою встановлюється єдиний 
масштаб вимірювання відрізків у всьому просторі, 
який, взагалі кажучи, можна було б уявляти і різним 
для різних площин. 

Аксіома	2.
Якщо дві точки належать одночасно кожній із 
двох площин, то відстані між цими точками 
у кожній з площин рівні між собою.

Отже, введення цієї аксіоми дає змогу вести мову 
про відстані між точками у просторі, не конкретизу-
ючи, в якій саме площині ці відстані вимірюються. 
А це, у свою чергу, є передумовою для поширення 
на стереометрію фундаментальних понять рівності 
та подібності фігур, а також означень переміщення 
та перетворення подібності.

Означення 
(рівності та переміщення фігур).

Дві просторові фігури F і F′ називаються 
рівними (записують: F = F′), якщо між точ-
ками цих фігур можна встановити взаємно 
однозначну відповідність (тобто відповід-
ність, при якій кожній точці однієї фігури 
відповідає одна і лише одна точка іншої), 
причому для довільних двох точок X, Y 
фігури F і відповідних їм точок X′, Y′ фі-
гури F′ відрізки XY та X′Y′ рівні між собою 
(рис. 1.3).
Відповідність між фігурами F і F′, яка має 
зазначену властивість, називається перемі-
щенням, або рухом фігури F у фігуру F′.

Давно помічено, що геоме
трія — це чудова логіка. І справді, 
коли означення чіткі, коли по
стулати незаперечні, а аксіоми 
безсумнівні, коли властивості 
фігур випливають зі строгого 
спостереження та порівняння 
за допомогою неперервної і до
бре узгодженої послідовності, 
а предмети постійно перебува
ють у полі зору, тоді звикають 
міркувати точно, послідовно і 
методично; ця звичка підсилює 
та шліфує розум і приносить 
користь при пошуку істини в 
інших галузях.

Джордж Берклі
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Означення
(подібності та перетворення подібності фі
гур).

Дві просторові фігури F і F′ називаються 
подібними (записують: F " F′), якщо між 
точками цих фігур можна встановити вза-
ємно однозначну відповідність, при якій для 
будь-яких двох точок X, Y фігури F і відпо-
відних їм точок X′, Y′ фігури F′ відношення 
довжин відрізків X′Y′ та XY дорівнює одному 
і тому ж числу k (k > 0) (рис. 1.4). Число k 
називається коефіцієнтом подібності фігур 
F і F′.
Відповідність між фігурами F і F′, яка має 
зазначену властивість, називається перетво-
ренням подібності фігури F у фігуру F′.

(Нагадаємо, що в геометрії будь-яку взаємно 
однозначну відповідність між точками двох фігур 
називають перетворенням однієї фігури в іншу).

Без будь-яких змін переноситься із планіметрії 
у стереометрію й чимало інших понять та відношень, 
пов’язаних з поняттям відстані, наприклад: цен-
тральної симетрії і центрально симетричних фігур, 
гомотетії і гомотетичних фігур тощо.

Означення 
(центральної симетрії і центральносиметричних 
фігур).

Точки Х та Х′ у просторі називаються си-
метричними відносно точки О (центра симе-
трії), якщо точка О є серединою відрізка ХХ′ 
(рис. 1.5). Точка О вважається симетричною 
самій собі.
Центральною симетрією, або симетрією 
відносно точки О, називається таке пере-
творення фігури F у фігуру F′, при якому 
кожна точка Х фігури F переходить у таку 
точку Х′ фігури F′, яка є симетричною точ-
ці Х відносно даної точки О (рис. 1.6). При 

— Коли я вживаю якесь сло
во, — проказав ШаламБалам 
майже глузливо, — то воно 
означає лише те, що я хочу, щоб 
воно означало, — не більше й не 
менше...

Льюїс Керролл.
«Аліса в  Задзеркаллі»
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цьому фігури F і F′ називаються централь-
но-симетричними відносно точки О.
Якщо перетворення симетрії відносно точки 
О переводить фігуру F у себе, то ця фігу-
ра називається центрально-симетричною, а 
точка О — центром її симетрії.

Центрально-симетричними фігурами на площині 
є, наприклад, коло і прямокутник, а в просторі — 
сфера і прямокутний паралелепіпед.

Означення 
(гомотетії і гомотетичних фігур).

Гомотетією з центром О і коефіцієнтом k > 0 
називається таке перетворення фігури F 
у фігуру F′, при якому довільна точка Х 
фігури F переходить у таку точку Х′ фі-
гури F′, яка належить променю ОХ і при 
цьому справджується рівність: ОХ′ = k · ОХ 
(рис. 1.7). При цьому фігури F і F′ назива-
ються гомотетичними з центром гомотетії 
О і коефіцієнтом гомотетії k.

У решті аксіом стереометрії фіксуються основні 
властивості відношення належності для найпро-
стіших стереометричних фігур — точок, прямих 
і площин.

Окрема точка може належати прямій або площи-
ні, а пряма — площині. Кажуть також, що тоді пряма 
або площина проходить через (або містить) точку, а 
площина проходить через (або містить) пряму. 

Кожну пряму і площину, як і взагалі будь-яку 
фігуру, ми уявляємо складеною з точок. Тому вислів 
«пряма належить площині» означає, що кожна точка 
цієї прямої належить даній площині.

Аксіоми належності формулюються наступним 
чином.

Аксіома	3.
Які б не були дві різні точки, у просторі іс-
нує пряма, і до того ж — тільки одна, яка 
проходить через ці точки.

— Перестань зараз же! — за
кричав Знайко. — Від твоєї му
зики вуха болять!

— Це тому, що ти до моєї му
зики ще не звик. Ось звикнеш — 
і вуха перестануть боліти.

Микола Носов.
«Пригоди Незнайка та його друзів»

Навчатися можна тільки ве
село... Аби перетравити знання, 
потрібно поглинати їх з апети
том.

Анатоль Франс



57§1. Аксіоми стереометрії

Аксіома	4.
Які б не були три різні точки простору, що 
не лежать на одній прямій, існує площина, 
і до того ж — тільки одна, яка проходить 
через ці точки.

Аксіома	5.
Якщо дві різні площини мають спільну точку, 
то вони мають і спільну пряму, яка проходить 
через цю точку. 

Зауважимо, що коли йдеться про дві точки, дві 
прямі чи про дві площини, то, як правило, мають на 
увазі, що їх справді дві, тобто що вони різні, а не 
збігаються. Цього правила надалі будемо дотриму-
ватися і ми. Але в окремих випадках, як, приміром, 
у щойно поданих аксіомах, доречно підсилити це за 
допомогою уточнення — «різні».

Призначення аксіоми 3 у певному сенсі анало-
гічне призначенню аксіоми 2. Відповідною аксіомою 
у планіметрії стверджується існування та єдиність 
прямої, яка проходить через дві точки площини. 
Але у просторі логічно допустимою є ситуація, коли 
у різних площинах ці прямі є різними — подібно до 
того, як на глобусі через полюси N і S проходять 
різні меридіани (рис. 1.8). Із прийняттям аксіоми 3 
таке унеможливлюється.

З аксіоми 3 одразу випливає, що дві різні прямі 
у просторі не можуть мати більше однієї спільної 
точки. Справді, якби дві прямі мали хоча б дві 
спільні точки, то, за аксіомою 3, вони збігалися б.

Означення 
(перетинних прямих).

Дві прямі, які мають тільки одну спільну 
точку, називаються перетинними. Про них 
кажуть також, що вони перетинаються у цій 
точці. 

Властивість, яка зафіксована в аксіомі 3, засто-
совується навіть у простих житейських ситуаціях, 
наприклад, при плануванні грядок і газонів за допо-

На одностайну думку усіх, 
хто стосовно своїх знань хоче 
стояти вище від натовпу, мате
матичний метод, за допомогою 
якого з означень, постулатів та 
аксіом виводяться наслідки, при 
дослідженні та передачі знань 
є найкращим і найнадійнішим 
шляхом для знаходження та по
відомлення істини.

Бенедикт Спіноза
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могою шнура або при поділі сільськогосподарських 
угідь на ділянки за допомогою візування на певні 
орієнтири. Узагалі, будь-яке візування є умовним 
проведенням прямої (зорового променя) через точку, 
в якій перебуває спостерігач, і точку-об’єкт, за яким 
здійснюється спостереження. Аксіома 3 є також ви-
хідним положенням класичної геометричної оптики, 
виступаючи у формі постулату про прямолінійне 
поширення світлових променів в однорідному се-
редовищі. 

Підтвердженням аксіоми 4 у повсякденній прак-
тиці слугує, наприклад, стійкість на площині під-
логи будь-якої триноги (стола чи табурета на трьох 
ніжках, штатива тощо). Три точки A, B, C, які є 
кінцями ніжок триноги, завжди можна розмістити 
у площині підлоги α (рис. 1.9). А ось із чотирьох 
ніжок прямокутного стола кінець однієї може «ви-
сіти», піднімаючись над площиною, в якій лежать 
кінці трьох інших. Тоді стіл хитається: чотири точки 
в одній площині лежать не завжди. 

Інший приклад. Рухома площина дверей, що про-
ходить через дві фіксовані точки A і B, розташовані 
в місцях кріплення завісів до одвірка, фіксується 
(стає визначеною) третьою точкою якого-небудь 
обмежника: наприклад, кілочком C у підлозі для 
запобігання вдаряння об стіну, або замком D у 
протилежному одвірку (рис. 1.10).

Відповідно до аксіоми 4, поряд із позначенням 
площини грецькими літерами, застосовують і позна-
чення за допомогою трьох великих латинських літер, 
які позначають точки, розташовані на цій площині. 
Наприклад, якщо площина α проходить через точки 
A, B, C, що не лежать на одній прямій, то її позна-
чають через ABC. Те, що α і ABC — одна й та сама 
площина, записують так: α = ABC.

Аксіому 5 можна проілюструвати за допомогою 
пилки і дерев’яного бруска (рис. 1.11). Пилка, яка 
спочатку торкається до поверхні бруска лише в 
одній точці його ребра, під час різання залишає на 
плоских поверхнях суміжних граней прямолінійні 
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сліди.Перетин двох площин по прямій добре ілю-
струють і численні приклади з царини будівництва 
та архітектури, де моделями площин виступають 
стіни, стелі, підлоги, схили дахів тощо. 

З аксіом 4 і 5 випливає, що коли дві різні пло-
щини мають спільні точки, то цих точок є безліч 
і всі вони лежать на одній прямій. Справді, якщо 
дані площини містять хоча б одну спільну точку, 
то, за аксіомою 5, вони містять цілу пряму спільних 
точок. Припущення ж про те, що існує ще хоча б 
одна спільна точка поза цією прямою, означало б, 
за аксіомою 4, що ці площини збігаються.

Означення 
(перетинних площин).

Дві площини, які мають спільну пряму, на-
зиваються перетинними. Кажуть також, що 
дані площини перетинаються по цій прямій.

Для скорочення записів, що характеризують 
відношення належності, часто вживають спеціальні 
математичні символи. Належність та неналежність 
точки прямій чи площині позначають за допомо-
гою символів ∈ та ∉. Наприклад, записи А ∈ а, 
В ∉ α означають, що точка A належить прямій a, 
а точка B не належить площині α. Належність чи 
неналежність прямої площині позначають за допо-
могою символів ⊂ та ⊄. Наприклад, записи а ⊂ α, 
b ⊄ γ означають, відповідно, що пряма a належить 
площині α, а пряма b не належить площині γ. Те, 
що площини α і β перетинаються по прямій a, за-
писують так: а = α ∩ β. А запис А = a ∩ b означає, 
що точка A є точкою перетину прямих a і b.

Наступні два наслідки з прийнятих аксіом сфор-
мулюємо у вигляді теорем. У деяких підручниках 
з геометрії твердження цих теорем приймають за 
аксіоми.

Поняття, які не мають жодної 
опори в природі, можна порівняти 
з північними лісами, в яких дерева 
не мають коріння. Досить пориву 
вітру, досить незначного факту, 
щоб перевернути весь цей світ 
дерев та ідей.

Дені Дідро

Геометричні істини в певному 
сенсі є асимптотами до фізичних 
істин, тобто перші нескінченно 
близько наближаються до других, 
ніколи, однак, повністю не до
сягаючи їх.

Жан Лерон Д’Аламбер
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Теорема	1
(про існування точок поза площиною).

Яка б не була площина, існують точки про-
стору, які їй не належать.

Д о в е д е н н я .  Нехай α — задана площина. 
Відповідно до аксіоми 1, існує принаймні ще одна 
площина β. Якщо площини α і β мають спільну точ-
ку A (рис. 1.12, а), то, за аксіомою 5, вони мають 
і деяку спільну пряму a, якій належать усі спільні 
точки цих площин. Тоді кожна точка B площини β, 
яка не належить прямій а, не належить і площині 
α. Якщо ж площини α і β не перетинаються (у тому, 
що така ситуація справді можлива, ми переконає-
мося пізніше), то взагалі кожна точка B площини 
β не належить площині α (рис. 1.12, б). Теорему 
доведено.

Теорема	2
(ознака належності прямої площині).

Якщо дві точки прямої належать площині, то 
й уся пряма належить цій площині.

Д о в е д е н н я .  Нехай точки A і B прямої a нале-
жать площині α (рис. 1.13). Оскільки, за аксіомою 1, 
у кожній площині здійснюється планіметрія, то у 
площині α можна провести, і до того ж — тільки 
одну, пряму a′, яка проходить через задані точки A 
і B. Але, за аксіомою 3, ця пряма — єдина в усьому 
просторі, тобто збігається з a. Пряма а′ належить 
площині α, тому й пряма a належить цій площині. 
Теорему доведено.

Доведеною ознакою належності прямої площині 
часто користуються теслярі для перевірки того, 
чи є оброблена поверхня плоскою. Для цього до 
поверхні у різних напрямках прикладають ребро 
добре вивіреної лінійки і дивляться, чи немає між 
ним і поверхнею просвітів. Навпаки, за допомогою 
вивіреної плоскої поверхні (наприклад, поверхні 
станини верстата) описаним способом можна пере-
вірити якість обробки прямолінійних деталей.

Математика є мовою особли
вого ґатунку, яка має ідеї, лише 
їй притаманні, і  знаки для ви
раження цих ідей.

Михайло Остроградський




