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Переднє слово до учнів
Я піклувався про те, щоб діти були вдум-

ливими дослідниками і відкривачами світу, 
щоб істина поставала перед ними не як 
готовий висновок, переданий педагогом, а як 
яскрава картина навколишнього світу, яку 
вони пережили з хвилюючим биттям серця. 
Якщо відкриття схвилювало дитину, істина 
стає особистим переконанням, яким людина 
дорожить усе життя.

Василь Сухомлинський. 
«Серце віддаю дітям»

Øàíîâí³ äðóç³! Âè ðîçгîðíóëè щå îäèí п³äðó÷íèê ³ç гåîìåòð³ї — òåпåð óжå äëÿ 
10 êëасó. У цьîìó ðîц³ вè ðîçпî÷èíаєòå сèсòåìаòè÷íî вèв÷аòè гåîìåòð³ю ó пðîсòîð³, 
абî стереометрію. Яê ³ пëаí³ìåòð³ÿ (òîбòî гåîìåòð³ÿ íа пëîщèí³), сòåðåîìåòð³ÿ òåж 
спîêîíв³êó вважаëасÿ шêîëîю ìóäðîсò³. Пåðåêаçóюòь, щî íаä вõîäîì äî Àêаäåì³ї, 
ÿêó çасíóвав вèäаòíèй äавíьîгðåцьêèй ф³ëîсîф Пëаòîí, бóëî вèð³çьбëåíî íапèс: «Нå 
çаõîäь, íå îб³çíаíèй ç гåîìåòð³єю!». 

За щî ж òаê ц³íóваëасÿ гåîìåòð³ÿ? — За òå, щî ðîçвèваëа ìèсòåцòвî аðгóìåí-
òац³ї, а аðгóìåíòац³ÿ бóëа îсíîвîю òîгî íîвîгî äåìîêðаòè÷íîгî сóсп³ëьсòва, ÿêèì 
òаê пèшаëèсÿ äавí³ гðåêè ³ ÿêå вîíè вс³ëÿêî пðîòèсòавëÿëè сõ³äíèì äåспîò³ÿì. Сèì-
вîë³÷íî, щî сåðåä с³ìîõ ëåгåíäаðíèõ ìóäðåц³в-çаêîíîäавц³в, êîòðèõ гðåêè вважаëè 
свîїìè äóõîвíèìè ó÷èòåëÿìè, íа пåðшå ì³сцå вîíè çавжäè сòавèëè Фаëåса, ÿêèй, 
вëасíå, çаêîíîäавцåì ³ íå бóв. Фаëåс бóв ó÷åíèì, ³ ÿê сòвåðäжóюòь ëåгåíäè, äîв³в 
ëèшå äåê³ëьêа пðîсòèõ гåîìåòðè÷íèõ òåîðåì. Оäíаê ó òаêèй спîс³б в³í пðîäåìîí-
сòðóвав çäаòí³сòь ëюäсьêîгî ðîçóìó в³äшóêóваòè îб’єêòèвíó ³сòèíó, ³ цåй фåíîìåí 
сòав îсíîвîю çаõ³äíîї цèв³ë³çац³ї.

Отже, навчаючись стереометрії, ви й далі навчатиметеся мистецтву аргу-
ментації, яке є базовою цінністю сучасного демократичного суспільства.

Пåðåì³щаю÷èсь «ìашèíîю ÷асó» äаë³, пîòðапëÿєìî ó ХVІІ сò. Âèíèêëî íîвå 
пðèðîäîçíавсòвî: Ãаë³ëåй, Кåпëåð, Дåêаðò, Пасêаëь, Ньюòîí… Давíÿ гåîìåòð³ÿ íå 
ò³ëьêè íå сòаëа îсòîðîíь íîвèõ òåíäåíц³й, а й пåðåòвîðèëасÿ íа òåîðåòè÷íó îсíîвó 
åêспåðèìåíòаëьíîї íаóêè, вîäíî÷ас çаëèшаю÷èсь îсíîвîю ðац³îíаë³сòè÷íîї ф³ëî-
сîф³ї. Свîєð³äíå в³äîбðажåííÿ ц³єї íîвîї òåíäåíц³ї çíаõîäèìî ó ìаíäðаõ êаçêîвîгî 
Ãóëë³вåðа Джîíаòаíа Св³фòа. Пðèбóвшè íа ë³òаю÷èй îсòð³в Ëапóòó, Ãóëë³вåð íай-
б³ëьшå çäèвóвавсÿ òîìó, щî всå жèòòÿ йîгî ìåшêаíц³в îбåðòаëîсÿ äîвêîëа гåîìåòð³ї. 
Нав³òь бóäåííа ìîва ëапóòÿí ðÿсí³ëа гåîìåòðè÷íèìè òåðì³íаìè. Та ÿêбè Ãóëë³вåð 
бóв íашèì сó÷асíèêîì, òî òаêîгî пîäèвó, ìабóòь, ó íьîгî íå бóëî б. Ãåîìåòðè÷íèìè 
òåðì³íаìè òåпåð пðîíèçаí³ íå ò³ëьêè пðèðîäíè÷³ ³ òåõí³÷í³ íаóêè, а й гóìаí³òаðí³, 
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ìèсòåцòвîçíавсòвî, ìîва щîäåííîгî сп³ëêóваííÿ. Ось ëèшå íайпîшèðåí³ш³ сëîва, ÿê³ 
пîбóòóюòь ó íашîìó ìîвëåíí³ й çапîçè÷åí³ ç гåîìåòð³ї: аêс³îìа, паðаëåë³, пëîщèíа, 
вåêòîð, сфåðа, êîîðäèíаòè, фîêóс, пîëюс, сåêòîð, вèì³ð, багаòîвèì³ðí³сòь, сèìåòð³ÿ 
òîщî. Пåвíа ð³÷, щîбè пðавèëьíî ðîçóì³òè òа вжèваòè ц³ сëîва, пîòð³бíî çíаòè їõí³й 
пåðв³сíèй гåîìåòðè÷íèй çì³сò. «Кíèга пðèðîäè», — ÿê вëó÷íî вèсëîвèвсÿ ¥аë³ëåй, 
«íапèсаíа ìîвîю гåîìåòð³ї». 

Отже, навчаючись стереометрії, ви й далі прилучатиметеся до надбань сві-
тової культури, сòаваòèìåòå îб³çíаíèìè й êîìпåòåíòíèìè ó òèõ пèòаííÿõ, в ÿêèõ 
бåç цьîгî в³ä÷óваëè б сåбå íåìîвбè пðèбóëьцÿìè ç ваðваðсьêèõ åпîõ.

Мè… ó ХХІ сò. Кîìп’юòåðíа гðаф³êа ³ äèçайí, çаõìаðí³ аðõ³òåêòóðí³ пðîåêòè, 
пðîíèêíåííÿ ó гëèбèíè êîсìîсó й ìаòåð³ї… Ãåîìåòðè÷í³ ³äåї òа пðèíцèпè ëåжаòь 
в îсíîв³ ³ цèõ íаäбаíь. Âèв÷аю÷è гåîìåòð³ю, вè в цьîìó íå ðаç пåðåêîíаєòåсÿ.

Отже, і з практичної точки зору стереометрія необхідна.
Нав÷аííÿ ìèсòåцòвó аðгóìåíòац³ї, пðèëó÷åííÿ äî íаäбаíь св³òîвîї êóëьòóðè ³ 

пðаêòè÷í³ çасòîсóваííÿ гåîìåòð³ї — цå ò³ îсíîвí³ çавäаííÿ, ÿê³ сòавëÿòьсÿ ó цьîìó 
п³äðó÷íèêó. Âîíè íåв³ää³ëьí³ îäíå в³ä îäíîгî, ÿê íåв³ää³ëьí³, ð³вíîçíа÷í³ ³ вçаєìîäî-
пîвíюю÷³ Â³ðа, Наä³ÿ ³ Ëюбîв ó õðèсòèÿíсьê³й ìîðаë³. Пîгîðòайòå п³äðó÷íèê, ³ вè 
íав³òь çа ³ëюсòðаòèвíèì ìаòåð³аëîì пîì³òèòå, щî êîжíîìó ³ç çаçíа÷åíèõ çавäаíь 
в³äвåäåíî íаëåжíå ì³сцå.

Ãîðòаю÷è п³äðó÷íèê, вè пî всьîìó òåêсòó пîì³òèòå òаê³ ðîçп³çíаваëьí³ çíаêè: 

          

Ус³ вîíè ìаюòь сèìвîë³÷íå çíа÷åííÿ.
Âåсь çì³сò п³äðó÷íèêа сòðóêòóðîваíèй çа òðьîìа пîòîêаìè. Пåðшèй пîò³ê фîðìó-

єòьсÿ баçîвèì çì³сòîì гåîìåòð³ї, вèçíа÷åíèì ÷èííîю пðîгðаìîю äëÿ íав÷аííÿ ó 10 
êëас³ çагаëьíîîсв³òí³õ íав÷аëьíèõ çаêëаä³в íа ð³вí³ äåðжавíîгî сòаíäаðòó. Дðóгèй 
пîò³ê ì³сòèòь äîäаòêîвèй ìаòåð³аë, ÿêèй ðîçшèðює абî пîгëèбëює баçîвå ÿäðî ó íа-
пðÿìêó, щî вèçíа÷аєòьсÿ пðîгðаìîю пðîф³ëьíîгî íав÷аííÿ. Цåй ìаòåð³аë äðóêóєòьсÿ 
íа бëаêèòíîìó òë³ ³ сóпðîвîäжóєòьсÿ пîðòðåòаìè гåí³аëьíèõ ìаòåìаòèê³в Мèõайëа 
Осòðîгðаäсьêîгî ³ Сîф³ї Кîваëåвсьêîї. Жèòòєвèй шëÿõ цèõ ó÷åíèõ пåðåêîíëèвî çа-
св³ä÷óє, щî ìаòåìаòèêа îäíаêîвî äîсòóпíа ÿê ÷îëîв³êаì, òаê ³ ж³íêаì, ³ щî óсп³õè 
в íаóц³ íå çаëåжаòь в³ä ì³сцÿ íаðîäжåííÿ: Осòðîгðаäсьêèй íаðîäèвсÿ íа õóòîð³, а 
Кîваëåвсьêа — ó сòîëèц³.

Тðåò³й пîò³ê — цå «Сòîð³íêè ³сòîð³ї». Йîгî сóпðîвîäжóє ìóçа ³сòîð³ї Кë³î ç³ 
çíаìåíèòîї êаðòèíè Ãåíð³õа Сåìèðаäсьêîгî «Паðíас» (êаðòèíа пðèêðашає çав³сó 
Ëьв³всьêîгî îпåðíîгî òåаòðó). Мóçа òðèìає êíèгó й пåðî, а пðîìîвèсòèì пîðóõîì 
ë³вîї ðóêè íåìîвбè çапðîшóє îçèðíóòèсÿ íаçаä. Оçíайîìëåííÿ ç пîäаíèìè ó ц³й 
ðóбðèц³ в³äîìîсòÿìè ðîçшèðèòь ваш êðóгîç³ð, äîпîìîжå çбагíóòè важëèв³ вíóòð³шí³ 
ìîòèвè ðîçвèòêó íаóêè ³ êóëьòóðè. Цåй ìаòåð³аë бóäå îсîбëèвî êîðèсíèì äëÿ ó÷í³в 
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ç гóìаí³òаðíèìè íаõèëаìè òа óпîäîбаííÿìè. Та й óс³ì ³íшèì äîäасòь óпåвíåíîсò³ 
в îб³çíаíîсò³ ç ìаòåìаòè÷íîю сêëаäîвîю äóõîвíîї êóëьòóðè.

У ê³íц³ êîжíîгî çì³сòîвîгî пóíêòó пðîгðаìîвîгî ìаòåð³аëó, п³ä ðóбðèêîю «Пåðåв³ð 
сåбå», пîäаюòьсÿ пèòаííÿ äëÿ саìîêîíòðîëю. Цю ðóбðèêó сóпðîвîäжóє çîбðажåííÿ 
ì³ф³÷íîї пòашêè-Сф³íêс ç пîгðóääÿì ж³íêè ³ òóëóбîì ëåва, ÿêа, çа пåðåêаçаìè, пðî-
пóсêаëа äаë³ ëèшå òèõ пîäîðîжí³õ, õòî пðавèëьíî в³äпîв³в íа її çапèòаííÿ.

Рóбðèêó впðав ³ çаäа÷ óсюäè сóпðîвîäжóваòèìå бîгèíÿ ìóäðîсò³ Àф³íа. Âèбðаíî 
ðåëьєфíå çîбðажåííÿ Àф³íè Паðфåíîс, ðåêîíсòðóйîваíå çа îпèсаìè çíаìåíèòîї 
сêóëьпòóðè Ф³ä³ÿ.

Заäа÷³ ³ впðавè ðîçì³щåí³ çа пîðÿäêîì íаðîсòаííÿì сêëаäíîсò³. Найпðîсò³ш³ ç íèõ 
(ó òîìó ÷èсë³ й óсí³ впðавè) пîçíа÷åí³ св³òëèì êðóжå÷êîì, а сêëаäí³ш³ — ç³ðî÷êîю. 
Заäа÷³, ÿê³ íå пîçíа÷åí³ äîäаòêîвèìè çíа÷êаìè, õî÷ ³ íå òаê ÿвíî, îäíаê òåж пðè-
ðîäíî ðîçбèваюòьсÿ íа äв³ гðóпè: пåðш³ — пðîсò³ш³, а íасòóпí³ — сêëаäí³ш³. Оòжå, 
çагаëîì çаäа÷íèй ìаòåð³аë пðîгðаäóйîваíèй çа ÷îòèðìа ð³вíÿìè сêëаäíîсò³.

У ê³íц³ вåëèêèõ çì³сòîвèõ бëîê³в пîäаí³ òèпîв³ çавäаííÿ äëÿ òåсòîвîї пåðåв³ðêè 
ð³вíÿ çасвîєííÿ îсíîвíèõ òåîðåòè÷íèõ пîëîжåíь òа пðîвåäåííÿ êîíòðîëьíèõ ðîб³ò. 
У÷í³, ÿê³ îçíайîìëÿòьсÿ ç íèìè çаçäаëåг³äь, бóäóòь çасòðаõîваí³ в³ä íåпðèєìíèõ 
«сюðпðèç³в» íа саìîсò³йí³й òа êîíòðîëьí³й ðîбîòаõ. Ц³ ìаòåð³аëè пîäаюòьсÿ ó äвîõ 
ваð³аíòаõ. Â³äòаê ³ в÷èòåëь ìаòèìå äîäаòêîв³ ìîжëèвîсò³ äëÿ îðгаí³çац³ї саìîсò³йíîї 
ðîбîòè ó÷í³в.

×èìаëî çаäа÷ ó п³äðó÷íèêó вì³щåíî ç ðîçв’ÿçаííÿìè. Â³äпîв³äíа ðóбðèêа 
«Рîçв’ÿçóєìî ðаçîì» пîçíа÷åíа êðасíîìîвíîю св³òëèíîю ç ó÷èòåëåì òа ó÷åíèцåю, 
ÿê³ ðаçîì ðîçв’ÿçóюòь çаäа÷ó. На пîäаíèõ пðèêëаäаõ äåìîíсòðóюòьсÿ çасòîсóваííÿ 
всòаíîвëåíèõ òåîðåòè÷íèõ в³äîìîсòåй, а в îêðåìèõ вèпаäêаõ — ³ êîðèсí³ íîв³ фаêòè 
òа çагаëьí³ п³äõîäè, ÿêèìè ìîжíа сêîðèсòаòèсÿ й пðè ðîçв’ÿçóваíí³ ³íшèõ çаäа÷. 
Кð³ì òîгî, ц³ çаäа÷³ сëóгóюòь пðèêëаäаìè çавäаíь, ÿê³ çаçвè÷ай пðîпîíóюòьсÿ íа 
ð³çíîìаí³òíèõ ³спèòаõ ³ òåсòóваííÿõ, а пîäаí³ ðîçв’ÿçаííÿ ìîжóòь сëóгóваòè вç³ðцÿìè 
äëÿ îфîðìëåííÿ, ÿêèõ ðåêîìåíäó єòьсÿ äîòðèìóваòèсь.

У ê³íц³ êîжíîгî ðîçä³ëó пîäаєòьсÿ çвåäåíèй пåðåë³ê óсьîгî вèв÷åíîгî в íьîìó 
òåîðåòè÷íîгî ìаòåð³аëó.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàéäàâí³øиõ, 
íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Людина і кристали. Рисунок Карела Чапека
Так відомий письменник передав своє захоплення кристалічними формами, які 
є одним із найдосконаліших утілень ідеальних геометричних форм



Ще раз про геометрію

Для цієї мети я винайшов особливий, досі 
невідомий метод викладання: я запросив для 
мого старшого помічника двох викладачів. При 
цьому один навчав його з початку, з абетки, 
а інший — з кінця. … Рівно через три тижні 
мій старший помічник доніс мені рапортом, 
що обидва викладачі довчили його до середини, 
і, таким чином, завдання виконане.

Андрій Некрасов. «Пригоди капітана Врунгеля»

 Здається, — пригадав слоник, — я про цю 
математику чув …

Григорій Остер. «38 папуг»

Шановні десятикласники! Âè вжå òðè ðîêè вèв÷аëè гåîìåòð³ю в îсíîвí³й шêîë³. 
Пåðåä пðîäîвжåííÿì її вèв÷åííÿ ó сòаðш³й шêîë³ äîðå÷íî пðîвåсòè íåвåëè÷êó сèсòå-
ìаòèçац³ю вèв÷åíîгî òа îêèíóòè пîгëÿäîì íайбëèж÷³ гîðèçîíòè.

Що ж таке геометрія?
З глибин віків. Ãåîìåòð³ÿ — äóжå äавíÿ íаóêа. Сòаðшîю в³ä íåї сåðåä óс³õ íаóê 

ìîжíа вважаòè õ³ба щî асòðîíîì³ю. Âò³ì, êîëè асòðîíîì³ÿ ç îпèсîвîгî (спîсòåðåж-
íîгî) ð³вíÿ пåðåйшëа íа òåîðåòè÷íèй (пðîгíîсòè÷íèй), вîíа çавжäè вäаваëасÿ äî 
пîсëóг гåîìåòð³ї.

Тèсÿ÷îë³òòÿìè òðèваëî íаêîпè÷åííÿ гåîìåòðè÷íèõ фаêò³в äîсë³äíèì шëÿõîì. 
Офîðìëåííÿ гåîìåòð³ї ó сòðóíêó íаóêîвó сèсòåìó в³äбóëîсÿ ó Давí³й Ãðåц³ї в пåð³îä 
ðîçêв³òó її êóëьòóðè (ó VI – IV сò. äî í. å). Ãðåêè äóжå пîëюбëÿëè пîв’ÿçóваòè вè-
òîêè свîїõ äîсÿгíåíь ç äавí³ìè åпîõаìè. Зîêðåìа, вîíè вважаëè, щî гåîìåòð³ÿ пåðå-
йшëа äî íèõ ç Єгèпòó, äå вîíа í³бèòî çаðîäèëасÿ ç пîòðåбè вèì³ðюваííÿ çåìåëьíèõ 
ä³ëÿíîê п³сëÿ щîð³÷íèõ ðîçëèв³в ð³êè жèòòÿ — Н³ëó. Зв³äсè й ³сòîðè÷íа íаçва ц³єї 

Вступ
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íаóêè — гåîìåòð³ÿ, щî в äîсë³вíîìó пåðåêëаä³ ç гðåцьêîї îçíа÷ає «вèì³ðюваííÿ 
çåìë³», «çåìëåì³ðсòвî».

Оäíаê «вèì³ðюваííÿì çåìë³» гåîìåòð³ÿ ó Давí³й Ãðåц³ї бóëа õ³ба щî в òîìó 
ðîçóì³íí³, щî гðåцьê³ в÷åí³ ó свîїõ äîсë³äжåííÿõ ÷асòî вäаваëèсÿ äî êðåсëåííÿ 
ф³гóð íа п³сêó. À пî сóò³ гåîìåòð³ÿ сòаëа ó íèõ вèêëю÷íî òåîðåòè÷íîю íаóêîю пðî 
вëасòèвîсò³ гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð, аðсåíаë ÿêîї çíа÷íî пåðåвåðшèв пîòðåбè бóäь-ÿêèõ 
пðаêòè÷íèõ вèì³ðюваíь. Зîêðåìа, гåîìåòð³ÿ «вèйшëа ó пðîсò³ð» ³ фаêòè÷íî ðîçä³-
ëèëасÿ íа äв³ ÷асòèíè — пëîсêó й пðîсòîðîвó. За пëîсêîю ÷асòèíîю çбåðåгëасÿ її 
³сòîðè÷íа íаçва — гåîìåòð³ÿ, а пðîсòîðîвó ÷асòèíó сòаëè íаçèваòè сòåðåîìåòð³єю 
(в³ä гðåцьêîгî «сòåðåî» — пðîсòîðîвèй). Таêèй пîä³ë вèÿвèвсÿ îсîбëèвî çðó÷íèì 
äëÿ íав÷аííÿ, îсê³ëьêè äавав çìîгó спî÷аòêó îпаíîвóваòè пðîсò³ш³ äëÿ спðèйíÿòòÿ 
в³äîìîсò³ пðî пëîсê³ ф³гóðè, а вжå пîò³ì пåðåõîäèòè äî сêëаäí³шèõ, пðîсòîðîвèõ 
ф³гóð. Цåй пîä³ë ÷åðåç в³êè ä³йшîв ³ äî íашîгî ÷асó. Єäèíå óäîсêîíаëåííÿ в³äбóëîсÿ 
в òîìó, щî пëîсêó ÷асòèíó гåîìåòð³ї пåðåйìåíóваëè ó пëаí³ìåòð³ю (ëаòèíсьêå сëîвî 
plano îçíа÷ає «пëîщèíа»), а п³ä ³сòîðè÷íîю íаçвîю «гåîìåòð³ÿ» îб’єäíаëè ðаçîì 
пëаí³ìåòð³ю ³ сòåðåîìåòð³ю.

Оòжå, íа äаíèй ÷ас гåîìåòð³ÿ сêëаäаєòьсÿ ³ç äвîõ ÷асòèí — гåîìåòð³ї íа пëîщèí³ 
(пëаí³ìåòð³ї) òа гåîìåòð³ї ó пðîсòîð³ (сòåðåîìåòð³ї). У 7–9 êëасаõ вè в îсíîвíîìó 
вèв÷аëè пëаí³ìåòð³ю, çíайîìëÿ÷èсь ëèшå ç åëåìåíòаìè сòåðåîìåòð³ї. À òåпåð ðîç-
пî÷èíаєòå сèсòåìаòè÷íå вèв÷åííÿ сòåðåîìåòð³ї.

Сучасне трактування змісту та значення геометрії. Ãåîìåòð³ю в сó÷асíîìó 
çíа÷åíí³ цьîгî сëîва ìîжíа îçíа÷èòè ÿê íаóêó пðî пðîсòîðîв³ фîðìè ðåаëьíîгî абî 
ìèсëèìîгî св³òó. À îсê³ëьêè пðîсòîðîв³ фîðìè щå ³íаêшå íаçèваюòь гåîìåòðè÷íèìè 
ф³гóðаìè, òî, îòжå, гåîìåòð³ÿ — цå íаóêа пðî гåîìåòðè÷í³ ф³гóðè, а саìå: пðî їõí³ 
вèäè, вëасòèвîсò³, вèì³ðюваííÿ, вçаєìíå ðîçì³щåííÿ òа пåðåòвîðåííÿ. Саì³ ж гåî-
ìåòðè÷í³ ф³гóðè — цå ³äåаëьí³ ìèсëåííєв³ îбðаçè. Найпðîсò³ш³ ç íèõ вèíèêаюòь ó íа-
ш³й св³äîìîсò³ пðè çîсåðåäжåíí³ óвагè ëèшå íа фîðì³ òа ðîçì³ðаõ ðåаëьíèõ òвåðäèõ 
ф³çè÷íèõ ò³ë й абсòðагóваíí³ в³ä бóäь-ÿêèõ ³íшèõ їõí³õ õаðаêòåðèсòèê — êîëьîðó, 
ìасè, òåìпåðаòóðè, ðå÷îвèíè, ваðòîсò³ òîщî. Сêëаäí³ш³ ф³гóðè ìîжóòь êîíсòðóю-
ваòèсÿ св³äîì³сòю óжå бåç пîсåðåäíèцòва ðåаëьíèõ ò³ë ó ðåçóëьòаò³ ìèсëåííєвèõ 
îпåðац³й ç íайпðîсò³шèìè ф³гóðаìè — îб’єäíаííÿ, пåðåòèíó, äîпîвíåííÿ, в³äð³çаííÿ, 
вêëаäаííÿ, вèëó÷åííÿ, пåðåì³щåííÿ, äåфîðìóваííÿ й ò.³í.

У шê³ëьíîìó êóðс³ гåîìåòð³ї, ÿêèй щå ³íêîëè íаçèваюòь åëåìåíòаðíîю (òîбòî íай-
пðîсò³шîю) гåîìåòð³єю, îбìåжóюòьсÿ ëèшå äóжå íåçíа÷íèì íабîðîì гåîìåòðè÷íèõ 
ф³гóð. À саìå, ç пëîсêèõ ф³гóð вèв÷аюòь òî÷êè, пðÿì³, в³äð³çêè, п³впðÿì³ (пðîìåí³), 
êóòè, òðèêóòíèêè, ÷îòèðèêóòíèêè, пðавèëьí³ багаòîêóòíèêè, êîëî, êðóг ³ äåÿê³ êîìб³-
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íац³ї цèõ ф³гóð. Пëîсê³ ф³гóðè вèв÷аюòьсÿ ó 7–9 êëасаõ. Іç пðîсòîðîвèõ ф³гóð îбìå-
жóюòьсÿ вèв÷åííÿì пðÿìèõ, пëîщèí, íайпðîсò³шèõ багаòîгðаííèê³в (пðèçì ³ п³ðаì³ä), 
êðóгëèõ ò³ë (цèë³íäð³в, êîíóс³в ³ êóë³), а òаêîж äåÿêèõ êîìб³íац³й цèõ ф³гóð. 

Пðîсòîðîв³ ф³гóðè сèсòåìаòè÷íî вèв÷аюòьсÿ ó êóðс³ гåîìåòð³ї сòаðшîї шêîëè. Пðè 
цьîìó в 10 êëас³ вè äåòаëьíî вèв÷аòèìåòå пðÿì³ ³ пëîщèíè, а òаêîж íайпðîсò³ш³ 
багаòîгðаííèêè — паðаëåëåп³пåäè ³ òåòðаåäðè. П³çí³шå вèв÷åííÿ цèõ пèòаíь бóäå 
пîгëèбëåíî ³ç çасòîсóваííÿì êîîðäèíаò ³ вåêòîð³в. Â 11 êëас³ äåòаëьíî вèв÷аòèìóòьсÿ 
ò³ëа îбåðòаííÿ — цèë³íäð, êîíóс ³ êóëÿ, а íасаìê³íåць — вèì³ðюваííÿ гåîìåòðè÷íèõ 
ò³ë, òîбòî їõí³õ îб’єì³в òа пëîщ пîвåðõîíь.

Пîçа åëåìåíòаðíîю (шê³ëьíîю) гåîìåòð³єю çаëèшаєòьсÿ вåëè÷åçíèй îбсÿг íаêî-
пè÷åíèõ ëюäсòвîì гåîìåòðè÷íèõ çíаíь. Оäí³ ç íèõ ç’ÿвèëèсÿ вíасë³äîê пîгëèбëåíîгî 
äîсë³äжåííÿ ф³гóð åëåìåíòаðíîї гåîìåòð³ї, ³íш³ — çа ðаõóíîê çб³ëьшåííÿ аðсåíаëó 
гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð, а щå ³íш³ — çа ðаõóíîê ð³çíîìаí³òíèõ пåðåòвîðåíь цèõ ф³гóð. 
Є й òаê³ гåîìåòð³ї, äå пðîсòîðè ìаюòь «вèêðèвëåííÿ» ³ вèщ³ ðîçì³ðíîсò³. Таêó «вèщó» 
гåîìåòð³ю вèв÷аюòь íа ф³çèêî-ìаòåìаòè÷íèõ спåц³аëьíîсòÿõ ó вèщèõ íав÷аëьíèõ çа-
êëаäаõ. У ц³й гåîìåòð³ї пðîвîäÿòь свîї äîсë³äжåííÿ в÷åí³-ìаòåìаòèêè. À çасòîсîвóюòь 
її ó ф³çèц³, асòðîíîì³ї, õ³ì³ї, òåîðåòè÷í³й ³ òåõí³÷í³й ìåõаí³ц³, ³íжåíåð³ї, åêîíîì³ц³ 
òîщî. Кð³ì цьîгî, гåîìåòðè÷í³ ³äåї ìаюòь ÷èсëåíí³ çасòîсóваííÿ в ³íшèõ íапðÿìêаõ 
ìаòåìаòè÷íèõ äîсë³äжåíь — в аëгåбð³, òåîð³ї ÷èсåë, ìаòåìаòè÷íîìó аíаë³ç³, òåîð³ї 
йìîв³ðíîсòåй, а ÷åðåç íèõ — ó щå б³ëьшîìó спåêòð³ пðèêëаäíèõ íаóê. Пîпðè óсå 
цå пåðвèííèì äжåðåëîì äëÿ пðîбóäжåííÿ ìèсëåííєвîї пðîсòîðîвîї óÿвè, фаíòаç³ї 
òа ³íòóїц³ї бóëа й çаëèшаєòьсÿ çвè÷айíа åëåìåíòаðíа гåîìåòð³ÿ, ÿêа ÷åðåç òå й вè-
в÷аєòьсÿ ó шêîë³.

Âèв÷аю÷è вëасòèвîсò³ гåîìåòðè÷íèõ ф³гóð — ³äåаëьíèõ îб’єêò³в, ìè вîäíî÷ас 
ä³сòаєìî пåвí³ çíаííÿ пðî пðîсòîðîв³ вëасòèвîсò³ ðåаëьíèõ пðåäìåò³в ³ ìîжåìî 
çасòîсîвóваòè їõ пðè пðîåêòóваíí³ òа åêспëóаòóваíí³. Цèì вèçíа÷аєòьсÿ çíа÷åííÿ 
гåîìåòð³ї äëÿ êîжíîї êóëьòóðíîї ëюäèíè, а îсîбëèвî äëÿ òèõ, õòî пðîåêòóваòèìå òа 
çвîäèòèìå íîв³ îб’єêòè.

Âажëèвèì çаëèшаєòьсÿ çасòîсóваííÿ гåîìåòð³ї ³ äëÿ вèð³шåííÿ òèõ пðаêòè÷íèõ 
çаäа÷, ÿê³ êîëèсь пîсëóжèëè îäíèì ³ç íайпîòóжí³шèõ äжåðåë äëÿ її çаðîäжåííÿ — äëÿ 
вèì³ðюваííÿ çåìë³. Щîпðавäа, òåпåð цå в³äбóваєòьсÿ в îсíîвíîìó ÷åðåç пîсåðåäíèцòвî 
îêðåìîї пðèêëаäíîї ³íжåíåðíîї íаóêè — гåîäåç³ї. За äîпîìîгîю гåîäåçè÷íèõ çйîìîê 
сêëаäаюòь пëаíè ³ êаðòè ì³сцåвîсò³, а òаêîж çä³йсíююòь «пðèв’ÿçêó» äî ì³сцåвîсò³ 
пëаíó êîжíîї спîðóäè ÷è ìаг³сòðаë³ пåðåä її бóä³вíèцòвîì.
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Приклад новітнього застосування геометрії. 
Бåçпåðå÷íî, пðî óс³ çгаäаí³ çасòîсóваííÿ вè вжå ìа-
єòå óÿвëåííÿ ç óðîê³в гåîìåòð³ї òа ³íшèõ пðåäìåò³в 
ó пîпåðåäí³õ êëасаõ, а òаêîж ³ç íайð³çíîìаí³òí³шèõ 
äжåðåë äîäаòêîвîї ³íфîðìац³ї. Зíа÷íî ìåíш в³äîìè-
ìè є пðèíцèпè гåîìåòðè÷íîгî ìîäåëюваííÿ íа ð³вí³ 
òîíêèõ сòðóêòóð ìаòåð³ї, ÿê³, пðîòå, в сó÷асí³й íаóц³ 
íабóваюòь äåäаë³ шèðшîгî çасòîсóваííÿ.

Щå вèäаòíèй ф³ëîсîф Пëаòîí ó ІV сò. äî í.å., óçа-
гаëьíюю÷è й ðîçвèваю÷è пîгëÿäè п³фагîð³йц³в, ó÷èв 
пðî ³сíóваííÿ ÷îòèðьîõ îсíîвíèõ сòèõ³й — вîгíю, 
пîв³òðÿ, вîäè ³ çåìë³, ç ÿêèõ ó в³äпîв³äíèõ пðîпîðц³ÿõ 
сêëаäаєòьсÿ óсå сóщå. Найäð³бí³шèì сòðóêòóðíèì 
åëåìåíòаì цèõ сòèõ³й Пëаòîí пðèпèсóвав фîðìè 
пðавèëьíèõ багаòîгðаííèê³в (ðèс. 1), а саìå: вîгíю — 
фîðìó òåòðаåäðа (ðèс. 1, а), пîв³òðю — îêòаåäðа 
(ðèс. 1, в), вîä³ — êóба (ðèс. 1, б), а çåìë³ — ³êîсаåäðа 

(ðèс. 1, ґ). À îсê³ëьêè в гåîìåòð³ї óжå бóëî в³äîìî, щî 
çагаëîì ³сíóє п’ÿòь вèä³в пðавèëьíèõ багаòîгðаííèê³в, 
òî фîðìó п’ÿòîгî — äîäåêаåäðа (ðèс. 1, г) — Пëаòîí 
в³äв³в äëÿ óсьîгî Кîсìîсó (в³äгîìîíîì ц³єї ³äåї сòаëî 
çîбðажåííÿ äîäåêаåäðа íа в³äîì³й êаðòèí³ Саëьваäîðа 
Даë³ «Таєìíа вå÷åðÿ», в³äòвîðåí³й íа 2-ìó фîðçац³ 
цьîгî п³äðó÷íèêа).

Дî цèõ óÿвëåíь äавí³õ ìóäðåц³в ìîгëè пðèвåсòè 
спîсòåðåжåííÿ çа пðèðîäíèìè багаòîгðаííèêаìè — 
êðèсòаëаìè (ðèс. 2). Напðèêëаä, г³ðсьêèй êðèшòаëь 
Àðèсòîòåëь óважав çаêаì’ÿí³ëèì ëьîäîì, а Пë³í³й 
пðî íьîгî пèсав, щî «гëаäê³сòь гðаíåй йîгî òаêа 

Платон

Рис. 2
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äîсêîíаëа, щî òîгî í³ÿêèì ìèсòåцòвîì сòвîðèòè 
íåìîжëèвî».

У сåðåäí³ в³êè óÿвëåííÿ пðî òå, щî саìå в êðèсòа-
ëаõ çаõîваí³ óс³ òаєìíèц³ бóòòÿ, çíайшëî свîє в³äî-
бðажåííÿ ó пðèпèсóваíí³ їì íаäпðèðîäíîї ÷óäîä³йíîї 
сèëè. Нå вèпаäêîвî в îäí³й ç³ сòаðîвèííèõ ëåгåíä пðî 
÷îðíîêíèжíèêа Фаóсòа, ÿê³ пîсëóжèëè ¥åòå пåðшî-
äжåðåëîì äëÿ йîгî çíаìåíèòîгî òвîðó, äîêòîð Фаóсò 
бåс³äóє ç äóõîì íа йìåííÿ «Кðèсòаëîс». 

У св³й спîс³б çаõîпëåííÿ êðèсòаëаìè пåðåäав в³äî-
ìèй ÷åсьêèй пèсьìåííèê Каðåë ×апåê, ðèсóíîê ÿêîгî 
«Ëюäèíа ³ êðèсòаëè» вì³щåíî íа çасòавц³ äî цьîгî 
всòóпó (с. 6) òа íа îбêëаäèíц³ п³äðó÷íèêа.

Пåðш³ спðîбè íаóêîвîгî пîÿсíåííÿ äèвîвèжíî 
òî÷íèõ багаòîгðаííèõ фîðì пðèðîäíèõ êðèсòаë³в 
íаëåжаòь щå äî ХVІІ–ХVІІ сò. À íайб³ëьшèì äîсÿг-
íåííÿì ó вèв÷åíí³ êðèсòаë³в íа îсíîв³ в³çóаëьíîгî 
спîсòåðåжåííÿ сòаëî сòвîðåííÿ ó сåðåäèí³ ХІХ сò. 
фðаíцóçьêèì ф³çèêîì ³ êðèсòаëîгðафîì Оґюсòîì 
Бðавå (1811–1863) òаê çваíîї ðåш³ò÷асòîї òåîð³ї.

У 1849 ð. Бðавå, ÿêèй, çа сëîваìè Âîëîäèìèðа 
Âåðíаäсьêîгî, «äèвèвсÿ íа пðèðîäó î÷èìа гåîìåòðа», 
п³сëÿ ÷èсëåííèõ спîсòåðåжåíь ³ îбì³ðюваíь êðèс-
òаë³в îпóбë³êóвав пðацю «Дîсë³äжåííÿ пðî багаòî-
гðаííèêè сèìåòðè÷íîї фîðìè». У í³й в³í, çîêðåìа, 
вèсóíóв пðîäóêòèвíó г³пîòåçó пðî òå, щî в îсíîв³ 
пðавèëьíèõ гåîìåòðè÷íèõ фîðì êðèсòаë³в ëåжаòь 
пðавèëьí³ багаòîгðаíí³ фîðìè їõíьîї вíóòð³шíьîї 
сòðóêòóðè. Осíîвó ц³єї сòðóêòóðè, çа Бðавå, óòвîðює 
ðåш³òêа, ÿêа сêëаäаєòьсÿ ³ç çаêîíîì³ðíî ðîçì³щåíèõ 
вóçë³в (цåíòð³в вагè êîðпóсêóë, абî аòîì³в). Бðавå 
вважав, щî ó пðîцåс³ ðîсòó êðèсòаëа йîгî ðåш³òêа 
ðîçðîсòаєòьсÿ ³ç фóíäаìåíòаëьíîї пåðв³сíîї багаòî-
гðаííîї фîðìè шëÿõîì пåðåì³щåíь ³ ç’єäíаííÿ ц³ëè-
ìè гðаíÿìè. На îсíîв³ ц³єї ³äåї в³í вèä³ëèв 14 òèп³в 
ìîжëèвèõ фóíäаìåíòаëьíèõ фîðì — òаê çваíèõ 
ðåш³òîê Бðавå (ðèс. 3).

Оґюст Браве

Застосування — корисні і фак-
тично необхідні для теорії, 
ос кільки вони ставлять перед 
теорією нові запитання. Мож-
на сказати, що застосування й 
теорія перебувають у такому 
са мому відношенні, як листок 
і де рево: дерево тримає листок, 
але листок живить дерево.

Жак Адамар
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Фундаментальні форми кристалів (ліворуч) і відповідні їм 14 видів кристалічних решіток Браве. Зверху 
вниз: куб, прямокутний паралелепіпед з квадратною основою (правильна чотирикутна призма),  
ромбоедр, прямокутний паралелепіпед загального виду, прямий паралелепіпед з основою у формі  

паралелограма, косий паралелепіпед загального виду, правильна шестикутна призма.

Рис. 3
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Рåш³òêè Бðавå äаëè çìîгó пîÿсíèòè багаòî фåíî-
ìåí³в êðèсòаëîгðаф³ї, а в гåîìåòð³ї сòаëè äжåðåëîì 
äëÿ íèçêè важëèвèõ çаäа÷ пðî щ³ëьí³ çапîвíåííÿ 
пðîсòîðó багаòîгðаííèêаìè. Пðîòå ó свîїй îсíîв³ 
цÿ ³äåÿ çаëèшаëасÿ ëèшå г³пîòåòè÷íîю аж äî вèð³-
шаëьíîгî ф³çè÷íîгî åêспåðèìåíòó í³ìåцьêîгî ф³çèêа 
Маêса фîí Ëаóå (1879–1960), ÿêèй ó 1912 ð. íå-
çапåðå÷íî äîв³в саìå ³сíóваííÿ аòîìíîї сòðóêòóðè 
êðèсòаë³в.

Яê в³äîìî, аòîìíó сòðóêòóðó ðå÷îвèíè íåìîжëè-
вî пîì³òèòè в³çóаëьíî íав³òь пðè çб³ëьшåíí³ ó íай-
пîòóжí³шîìó ì³êðîсêîп³. Пðè÷èíîю є íаäòî вåëèêа 
äîвжèíа св³òëîвèõ õвèëь ó вèäèìîìó ä³апаçîí³, ÿê³ 
íа свîєìó шëÿõó «íå пîì³÷аюòь» аòîì³в. Ëаóå ó свî-
єìó åêспåðèìåíò³ вèêîðèсòав ðåíòгåí³всьê³ пðîìåí³, 
ÿê³ òåж íåвèäèì³ äëÿ îêа, аëå äîвжèíа їõí³õ õвèëь 
сóì³ðíа ç ðîçì³ðаìè аòîì³в, а òîìó ц³ пðîìåí³ íа 
свîєìó шëÿõó «пîì³÷аюòь» аòîìè ³ çаëîìëююòьсÿ 
íа íèõ. Сõåìа йîгî åêспåðèìåíòó в³äîбðажåíа íа 
ðèс. 4. Âóçьêèй пó÷îê ðåíòгåí³всьêèõ пðîìåí³в спðÿ-
ìîвóвавсÿ íа ìîíîêðèсòаë (÷èсòèй êðèсòаë îäíîð³ä-
íîї сòðóêòóðè), а п³сëÿ пðîõîäжåííÿ ÷åðåç êðèсòаë 
ф³êсóвавсÿ íа фîòîпëасòèíц³. Âèÿвëåíå ðîçс³юваííÿ 
пó÷êа св³ä÷èëî пðî äèфðаêц³ю пðîìåí³в, пðè÷èíîю 
ÿêîї ìîгëа бóòè ëèшå аòîìíа сòðóêòóðа êðèсòаëó, 
ÿêèй, òаêèì ÷èíîì, в³ä³гðавав ðîëь äèфðаêц³йíîї 
ðåш³òêè. Сèìåòðè÷íå ж ðîçì³щåííÿ сë³ä³в ðîçс³ÿ-
íèõ пðîìåí³в св³ä÷èëî пðî сèìåòðè÷íå ðîçì³щåííÿ 
в³äпîв³äíèõ гðаíåй êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè. П³çí³шå 
ç’ÿсóваëîсÿ, щî гåîìåòðè÷íèй аíаë³ç ðåíòгåíîгðаìè 
äає çìîгó íав³òь пîвí³сòю в³äòвîðèòè пðîсòîðîвó 
бóäîвó êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè.

Пåðв³сíîю ìåòîю äîсë³äó Ëаóå бóëî п³äòвåðäжåí-
íÿ çа äîпîìîгîю äèфðаêц³ї íа êðèсòаë³÷í³й ðåш³òц³ 
õвèëьîвîї пðèðîäè ðåíòгåí³всьêèõ пðîìåí³в. І çа 
цåй ðåçóëьòаò йîìó бóëî пðèсóäжåíî Нîбåë³всьêó 
пðåì³ю 1914 ð. Àëå îäíî÷асíî бóëî п³äòвåðäжåíî 
й аòîìíó сòðóêòóðó êðèсòаë³в І цå äаëî пîòóжíå 
пðаêòè÷íå çасòîсóваííÿ — ìîжëèв³сòь äîсë³äжåííÿ 

Макс фон Лауе
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сòðóêòóðè ðå÷îвèíè íа îсíîв³ ðåíòгåíîсêîп³÷íîгî 
аíаë³çó.

Рåíòгåíîсêîп³÷íèй аíаë³ç — цå сèíòåç ф³çè÷íîгî 
спîсîбó îäåðжаííÿ ðåíòгåíîгðаìè аòîìíîї сòðóêòó-
ðè ðå÷îвèíè òа гåîìåòðè÷íèõ ìåòîä³в в³äòвîðåííÿ íа 
ц³й îсíîв³ її пðîсòîðîвîї êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè.

У свîю ÷åðгó, пîбóäîваíа êðèсòаë³÷íа ðåш³òêа 
äає çìîгó пîÿсíèòè в³äîì³ абî пåðåäба÷èòè íîв³ ф³-
çè÷í³ вëасòèвîсò³ êðèсòаë³в пðè çì³í³ ф³çè÷íèõ óìîв 
їõíьîгî óòвîðåííÿ (òåìпåðаòóðè, òèсêó òîщî).

На ðèс. 5, а), б) äëÿ пðèêëаäó çîбðажåí³ êðèсòа-
ë³÷í³ ðåш³òêè аëìаçó ³ гðаф³òó. Х³ì³÷íèй сêëаä îбîõ 
цèõ ìаòåð³аë³в îäèí ³ òîй саìèй — аòîìè вóгëåцю. 
Àëå íасê³ëьêè ð³çí³ їõí³ вëасòèвîсò³: гðаф³ò — 
ì’ÿêèй, ÷îðíèй ³ вîгíåòðèвêèй, а аëìаç — òвåðäèй, 
пðîçîðèй ³ ó вîгí³ çгîðÿє äîòëа! Усå цå — íасë³äêè 
îсîбëèвîї сòðóêòóðè êðèсòаë³÷íîї ðåш³òêè.

Згîäîì ³äåї й ìåòîäè ðåíòгåíîсêîп³÷íîгî аíаë³çó 
ç êðèсòаëîгðаф³ї пîшèðèëèсÿ íа õ³ì³ю, а пîò³ì — 
³ íа б³îëîг³÷í³ сòðóêòóðè. У 1964 ð. пðîфåсîð 
Дîðîò³ Кðîóфóò-Хîäжê³í (1910 – 1994) çасîбаìè 
ðåíòгåíîсòðóêòóðíîгî аíаë³çó ç’ÿсóваëа сòðóêòóðó 
íèçêè сêëаäíèõ ф³ç³îëîг³÷íèõ óòвîðåíь, ó òîìó ÷èсë³ 
пåí³цèë³íó (ó 1946 ð.) òа в³òаì³íó Â

12
 (ó 1956 ð.). 

За ц³ äîсÿгíåííÿ їй ó 1964 ð. бóëî пðèсóäжåíî 
Нîбåë³всьêó пðåì³ю. У 1962 ð. Нîбåë³всьêó пðåì³ю 
îäåðжаëè аìåðèêаíсьêèй б³îõ³ì³ê Джåйìс Âîò-
сîí (íаð. 1928) òа аíгë³йсьêèй б³îф³çèê ³ гåíåòèê 
Фðåíс³с Кð³ê (1916 – 2004), ÿê³ ó 1953 ð. сòвîðèëè 
ìîäåëь сòðóêòóðè ДНК (ðèс. 6). Цå в³äêðèòòÿ пî-
êëаëî пî÷аòîê ìîëåêóëÿðí³й гåíåòèц³.

Таêèì ÷èíîì, гåîìåòðè÷íå ìîäåëюваííÿ пðî-
сòîðîвèõ сòðóêòóð íåîðгаí³÷íîї òа îðгаí³÷íîї пðè-
ðîäè íèí³ пåðåбóває íа пåðåäíьîìó êðаї íаóêè. 
У цьîìó — вåëèê³ пåðспåêòèвè äëÿ сòвîðåííÿ 
íîвèõ ìаòåð³аë³в, íîвèõ б³îëîг³÷íèõ фîðì ³ íîвèõ 
ë³êаðсьêèõ çасîб³в.

У свîю ÷åðгó, пðîбëåìè êðèсòаëîгðаф³ї, сòå-
ðåîõ³ì³ї òа ì³êðîб³îëîг³ї сòèìóëююòь ³ ðîçвèòîê 
гåîìåòðè÷íèõ òåîð³й. Зîêðåìа, ðåíòгåíîсêîп³÷íèй 

Дороті Кроуфут-Ходжкін

Моделі атомної будови алмазу (вгорі) 
і графіту (внизу)

Рис. 5
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аíаë³ç, вèÿвëÿю÷è êîíêðåòíó ðåш³ò÷асòó фîðìó 
аòîìíîї сòðóêòóðè êðèсòаë³в, всå щå íå äає в³äпîв³ä³ 
íа пèòаííÿ, ÷îìó цÿ фîðìа є саìå òаêîю ³ ÿê³ вçа-
гаë³ ìîжëèв³ êðèсòаë³÷í³ ðåш³òêè. Ãåîìåòð³ÿ ж óжå 
çíайшëа в³äпîв³ä³ íа äåÿê³ ç пèòаíь òаêîгî ґаòóíêó. 
Пðèì³òíî, щî äî цèõ вèçíа÷íèõ óсп³õ³в пðè÷åòí³ 
в³ò÷èçíÿí³ ó÷åí³, ÿê³ ìîжóòь бóòè вç³ðцåì äëÿ íа-
сë³äóваííÿ óс³ì, õòî îбèðає сîб³ шëÿõ ó íаóêó.

У 1932 ð. êîëèшí³й вèпóсêíèê Кèївсьêîгî óí³-
вåðсèòåòó Бîðèс Мèêîëайîвè÷ Дåëîíå (1890–1980) 
íа îсíîв³ äåê³ëьêîõ íайçагаëьí³шèõ пðèпóщåíь пðî 
ìîжëèвå вçаєìíå ðîçì³щåííÿ аòîì³в ó êðèсòаëаõ 
çапðîпîíóвав çíа÷íî äîсêîíаë³шó, í³ж свîгî ÷асó 
Бðавå, êëасèф³êац³ю êðèсòаë³÷íèõ ðåш³òîê. Ус³ 
ìîжëèв³ êðèсòаë³÷í³ ðåш³òêè в³í ðîçбèв íа 24 вèäè, 
çаëåжíî в³ä фîðìè òаê çваíèõ паðаëåëîåäð³в Д³-
ð³õëå — îпóêëèõ багаòîгðаííèê³в пåвíîгî вèäó 
ç пîпаðíî паðаëåëьíèìè гðаíÿìè. 

У свîїõ спîгаäаõ Б.М. Дåëîíå çаçíа÷ав, щî пðî 
пðîбëåìó пðавèëьíèõ пðîсòîðîвèõ ðåш³òîê в³í ä³-
çíавсÿ щå ó п³äë³òêîвîìó в³ц³ ç бåс³ä свîгî баòьêа 
Мèêîëè Бîðèсîвè÷а Дåëîíå (1856–1931) ç³ всå-
св³òíьî в³äîìèì óêðаїíсьêèì ìаòåìаòèêîì Ãåîðг³єì 
Фåîäîс³йîвè÷åì Âîðîíèì (1868–1908). Пåðшèй ó ò³ 
÷асè бóв пðîфåсîðîì Âаðшавсьêîгî пîë³òåõí³÷íîгî 
³íсòèòóòó, а äðóгèй — пðîфåсîðîì Âаðшавсьêîгî 
óí³вåðсèòåòó. Саì жå Ãåîðг³й Âîðîíèй ó 1908 ð. 
ðîçв’ÿçав фóíäаìåíòаëьíó ìаòåìаòè÷íó пðîбëåìó 
пðî ìîжëèв³сòь щ³ëьíîгî çапîвíåííÿ паðаëåëîåäðа-
ìè п-вèì³ðíîгî пðîсòîðó. Цåй йîгî ðåçóëьòаò çíай-
шîв íåспîä³ваí³ пðаêòè÷í³ çасòîсóваííÿ в сó÷асíèõ 
³íфîðìац³йíèõ сèсòåìаõ.

Ãåîðг³й Âîðîíèй íаðîäèвсÿ ó сåë³ Жóðавêа 
Пîëòавсьêîї гóбåðí³ї (òåпåð Âаðвèíсьêèй ðайîí íа 
×åðí³г³вщèí³). Сåðåäíю îсв³òó çäîбóвав ó Бåðäÿí-
сьê³й (äî 5-гî êëасó) ³ Пðèëóцьê³й г³ìíаç³ÿõ, в ÿêèõ 
äèðåêòîðóвав йîгî баòьêî — ìаг³сòð ф³ëîëîг³ї, êî-
ëèшí³й вèпóсêíèê Кèївсьêîгî óí³вåðсèòåòó. Заê³í-
÷èв Пåòåðбóðçьêèй óí³вåðсèòåò (ó 1889 ð.). Наóêîв³ 
äîсë³äжåííÿ пðîвîäèв ó ðóсë³ Пåòåðбóðçьêîї шêîëè 

Джеймс Вотсон

Френсіс Крік

Просторова модель молекули ДНК
Рис. 6
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òåîð³ї ÷èсåë. П³сëÿ çаõèсòó ìаг³сòåðсьêîї äèсåðòац³ї 
ó 1896 ð. äî ê³íцÿ свîгî êîðîòêîгî жèòòÿ пðацював 
пðîфåсîðîì Âаðшавсьêîгî óí³вåðсèòåòó.

Бîðèс Дåëîíå íаðîäèвсÿ в Пåòåðбóðç³. У 16 ðîê³в 
ç баòьêаìè пåðåїõав äî Кèєва, äå баòьêî пðацював 
пðîфåсîðîì пîë³òåõí³÷íîгî ³íсòèòóòó. Заê³í÷èв 
åêсòåðíîì Кèївсьêó г³ìíаç³ю, а ó 1913 ð. — Кèїв-
сьêèй óí³вåðсèòåò. Дî 1916 ð. вèêëаäав ó цьîìó ж 
óí³вåðсèòåò³, пîò³ì (ó 1916–1922 ðð.) — ó Кèїв-
сьêîìó пîë³òåõí³÷íîìó ³íсòèòóò³. Пîäаëьша òðóäîва 
³ íаóêîва ä³ÿëьí³сòь Б.М. Дåëîíå бóëа пîв’ÿçаíа 
ç Ëåí³íгðаäсьêèì ³ Мîсêîвсьêèì óí³вåðсèòåòаìè, 
а òаêîж ç Маòåìаòè÷íèì ³íсòèòóòîì ³ì. Â.À. Сòєê-
ëîва. Осíîвí³ íаóêîв³ äîсë³äжåííÿ пðîвîäèв íа 
сòèêó аëгåбðè й гåîìåòð³ї. У 1978 ð. óäîсòîєíèй 
пðåсòèжíîї ì³жíаðîäíîї пðåì³ї ³ì. Ëîба÷åвсêîгî. На 
пî÷аòêó 30-õ ðð. ХХ сò. Дåëîíå бóв сåðåä пåðшèõ ³í³-
ц³аòîð³в пðîвåäåííÿ в СРСР ìаòåìаòè÷íèõ îë³ìп³аä 
сåðåä шêîëÿð³в. Бóв ìайсòðîì спîðòó ç аëьп³í³çìó. 
У 1926 ð. çä³йсíèв сõîäжåííÿ íа îäíó ç гîëîвíèõ 
вåðшèí сèсòåìè Бєëóõè íа Àëòаї, п³çí³шå íаçваíîї 
п³êîì Дåëîíå. Зв³сíî, ц³єю íаçвîю в³äçíа÷åí³ íå òаê 
спîðòèвí³, ÿê íаóêîв³ çäîбóòêè Б.М. Дåëîíå, ÿê³ 
îçíаìåíóваëè сîбîю îäèí ³ç «п³ê³в» гåîìåòð³ї ХХ сò.

Особливості шкільного курсу геометрії. 
Âèíÿòêîвî вëó÷íó õаðаêòåðèсòèêó îсîбëèвîсòÿì 
пðåäìåòа гåîìåòð³ї äав вèäаòíèй гåîìåòð ХХ сò. 
О.Д. Àëåêсаíäðîв (1912–1999). У íèçц³ п³äðó÷íèê³в 
äëÿ шêîëè, сòвîðåíèõ п³ä йîгî êåð³вíèцòвîì, в³í 
пîÿсíював ó÷íÿì: «Свîєð³äí³сòь гåîìåòð³ї пîëÿгає 
в íåðîçðèвíîìó çв’ÿçêó жèвîї óÿвè ç³ сòðîгîю ëîг³-
êîю. Мîжíа сêаçаòè, щî гåîìåòð³ÿ ó свîїй сóò³ ³ є 
пðîсòîðîвîю óÿвîю, ÿêа пðîíèçаíа й îðгаí³çîваíа 
сòðîгîю ëîг³êîю. У бóäь-ÿêîìó спðавä³ гåîìåòðè÷íî-
ìó òвåðäжåíí³, ÷è òî аêс³îì³, îçíа÷åíí³, òåîðåì³, ÷è 
òî çаäа÷³, íåîäì³ííî пðèсóòí³ îбèäва ц³ åëåìåíòè: 
íаî÷íа êаðòèíа ³ сòðîгå фîðìóëюваííÿ, сòðîгèй 
ëîг³÷íèй вèсíîвîê.

Г.Ф. Вороний

Б.М. Делоне

Пік Делоне
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Наî÷í³сòь, óÿва íаëåжаòь б³ëьшå äî ìèсòåцòва, 
а сòðîга ëîг³êа — пðèв³ëåй íаóêè. Сóõ³сòь òî÷íîгî 
вèсíîвêó ³ жèòòєäайí³сòь íаî÷íîї êаðòèíè — гåî-
ìåòð³ÿ пîєäíóє в сîб³ ц³ äв³ пðîòèëåжíîсò³. Таê її 
й пîòð³бíî вèв÷аòè: пîєäíóю÷è íаî÷í³ êаðòèíè ç³ 
сòðîгèìè фîðìóëюваííÿìè й äîвåäåííÿìè».

І äаë³ в³äîìèй гåîìåòð äає òаêó íасòаíîвó ó÷íÿì:
«Тîìó îсíîвíå пðавèëî пîëÿгає в òîìó, щî 

сòèêаю÷èсь ³ç îçíа÷åííÿì, òåîðåìîю абî çаäа÷åю, 
пîòð³бíî пåðш çа всå çðîçóì³òè їõí³й çì³сò: пîäаòè 
íаî÷íî, íаðèсóваòè абî щå êðащå, õî÷а й важ÷å, 
óÿвèòè òå, пðî щî йäå ìîва. Н³÷îгî íå íаìагайòåсÿ 
çав÷èòè, íå íаðèсóвавшè, íå óÿвèвшè òîгî, пðî щî 
йäå ìîва, íå çðîçóì³вшè, ÿêèì ÷èíîì цå íаî÷íå 
óÿвëåííÿ òî÷íî вèðажаєòьсÿ ó фîðìóëюваíí³ îçíа-
÷åííÿ, òåîðåìè абî çаäа÷³».

Таêèì ÷èíîì, гåîìåòð³ÿ — îäíî÷асíî шêîëа 
ëîг³êè й òвîð÷îї óÿвè. Зв³äсè òîй ò³сíèй çв’ÿçîê 
гåîìåòð³ї ç ìèсòåцòвîì òа ³сòîð³єю êóëьòóðè, ÿêèй 
сóпðîвîäжóє її íа вс³õ щабëÿõ ³сòîðè÷íîгî ðîçвèòêó. 
À òîìó гåîìåòðè÷í³ çíаííÿ абсîëюòíî íåîбõ³äí³ äëÿ 
ðîçóì³ííÿ ³сòîð³ї êóëьòóðè. У цьîìó ж ³ äжåðåëî 
їõíьîї íåвè÷åðпíîї ц³êавîсò³ äëÿ вèв÷åííÿ. 

О.Д. Александров

Æиття прикрашають дві 
речі — заняття математикою 
та її викладання.

Сімеон Äені Пуассон



Ìîð³ñ Åøåð. Ðåïòèë³¿
Гравюра вдало ілюструє один із найважливіших принципів стереометрії — вихід із «плоского» двовимірного 
світу і періодичне занурення у нього.



Вступ до стереометрії.  
Перетин і паралельність 
прямих та площин у просторі

Я гадаю, що ніколи досі ми не жили в такий геоме­
тричний період. Варто лише поміркувати над минулим, 
згадати те, що було раніше, і ми будемо спантеличені, 
побачивши, що світ, який нас оточує, — це світ геоме­
трії, чистої, справжньої, бездоганної в наших очах. Усе 
довкола — геометрія. Ніколи ми не бачили настільки 
прозірно таких форм, як круг, прямокутник, кут, ци­
ліндр, куля, виконаних так чітко, з такою ретельністю 
й так упевнено.

Ле Корбузьє

Усі доказові науки послуговуються аксіомами. Аксіо ми 
мають найвищий ступінь загальності і є началом усього.

Аристотель

Нерозважно вчинили б математики, якби вони, від­
кинувши найпростіші поняття, почали досліджувати 
складні.

Михайло Ломоносов

Ви вже знаєте, що предметом вивчення у геометрії є просторові форми. Інакше 
ці форми називаються геометричними фігурами. Саме ж вивчення геометричних фі-
гур відбувається шляхом зведення складніших із них до простіших. Найпростішими 
геометричними фігурами вважаються точки, прямі і площини, основні властивості 
яких описуються аксіомами. Інші властивості цих найпростіших фігур доводяться 
на основі аксіом логічним шляхом. Цьому, в основному, і присвячуються перший та 
другий розділи підручника. 

Розділ І



 §1.	 Аксіоми	стереометрії

У шкільній геометрії вивчаються ідеалізовані 
просторові форми навколишнього світу, який сприй-
мається людиною за допомогою її органів чуттів. 
Інакше ці форми називаються геометричними 
фігурами. Отже, геометричні фігури — це мислен-
нєві образи, які утворюються в нашій свідомості 
внаслідок абстрагування, тобто нехтування усіма 
властивостями предметів, окрім їхньої протяжності 
у просторі, взаємного розміщення та розмірів.

Окремі геометричні фігури є плоскими, і їх можна 
вважати розміщеними в одній площині. Властивості 
таких фігур вивчає планіметрія.

Інші фігури не є плоскими, або їх уже не можна 
вважати розміщеними в одній площині. Такими є, 
наприклад, куб, куля, циліндр, конус, їхні комбіна-
ції. Властивості таких фігур вивчаються у стерео-
метрії. Стереометрія значною мірою базується на 
планіметрії.

Найпростішими геометричними фігурами, які ви-
вчаються у планіметрії, вважаються точки і прямі. 
У стереометрії до них долучаються площини.

Точки є ідеалізованими мисленнєвими образами 
дуже дрібних предметів, розмірами яких за даних 
умов можна взагалі знехтувати (наприклад, пили-
нок, слідів тонко загостреного олівця на папері чи 
палиці на піску). Прямі — це мисленнєві образи 
довгих напнутих ниток чи мотузок, світлових про-
менів тощо. Площини — мисленнєві образи великих 
рівних поверхонь, наприклад, стола, стіни, водного 
плеса, рівного поля тощо. Площини, як і прямі, ми 
уявляємо нескінченними і без будь-якої товщини. 
Кожна площина нескінченна в усіх напрямах.

Точки і прямі позначаються й зображаються у 
стереометрії так само, як і в планіметрії. Площини 

Найпершою запорукою непо­
грішності математичного мис­
лення вважається те, що вихід­
ним пунктом міркувань і дій у цій 
науці слугують аксіоми.

Іван Сєченов

Геометрія — це застосування 
строгої логіки до самоочевидних і, 
отже, безсумнівних особливостей 
простору. Але точність цієї на­
уки іде ще далі, оскільки будь­яка 
особливість, якою б вона не була 
очевидною, обов’язково підлягає 
доведенню, якщо тільки воно 
можливе. Завдання полягає в 
тому, щоб усі геометричні істини 
довести на основі якомога меншої 
кількості припущень.

Авґустус де Морґан

Аксіоми та доведення науки 
проникають у розум, захоплюють 
його і тримають так міцно, що 
він не може вирватися.

Френсіс Бекон

Аксіома — це твердження, на 
яке не вистачило доведення.

З учнівського гумору
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ж позначаються малими грецькими літерами α, β, γ 
тощо. А оскільки уявлення про площину пов’язано 
з названими вище поширеними прямокутними фор-
мами, які при зоровому сприйнятті найчастіше зда-
ються паралелограмами, то на рисунках площини, як 
правило, зображають у вигляді цих паралелограмів. 
Інколи для надання рисункові більшої колоритності 
від цих паралелограмів «відламують» певні частини 
(на рис. 1.1 наведено декілька можливих зображень 
площини). Крім того, ті фігури або їхні частини, які 
«закриваються» іншими фігурами, у стереометрії 
зображаються пунктирними лініями. З урахуванням 
цього на рис. 1.2 зображено дві площини α і β, які 
мають спільну пряму a, а також пряму b, що на-
лежить площині β.

Фундамент стереометрії складають декілька най-
загальніших властивостей точок, прямих і площин, 
сформульованих на основі віковічного життєвого до-
свіду людей, а також на основі ретельного логічного 
аналізу вчених. Як і в планіметрії, ці властивості на-
зиваються аксіомами (в перекладі з грецької мови, 
як уже вказувалося у вступі, слово «аксіома» означає 
«повага», «авторитет», «незаперечна істина»). 

Сукупність усіх аксіом окремої наукової теорії на-
зивається її аксіоматикою. Можливі різні аксіома-
тики стереометрії. У нашому підручнику викладаєть-
ся та з них, яка найбільшою мірою узгоджується з 
історичною традицією у побудові навчальних курсів 
геометрії. За цією традицією, зокрема, стереометрія 
вивчається після планіметрії і, отже, ґрунтується на 
ній. Це й відображає перша аксіома.

Аксіома	1.
У просторі існують площини. У кожній пло-
щині здійснюється планіметрія.

Перше твердження цієї аксіоми приймається для 
запобігання логічно можливому зведенню стереоме-
трії до планіметрії, тобто до ситуації, коли у просторі 
існує одна-єдина площина. Друге ж твердження 
означає, що в кожній площині існують усі фігури 

Геометрія є мистецтвом пра­
вильно міркувати на неправиль­
них  рисунках.

Нільс Хенрік Абель
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і здійснюються всі факти, відомі з планіметрії, на-
приклад: аксіома паралельних прямих, ознаки рів-
ності та подібності трикутників, теорема Піфагора, 
формула для обчислення довжини кола тощо.

Наступною аксіомою встановлюється єдиний 
масштаб вимірювання відрізків у всьому просторі, 
який, взагалі кажучи, можна було б уявляти і різним 
для різних площин. 

Аксіома	2.
Якщо дві точки належать одночасно кожній із 
двох площин, то відстані між цими точками 
у кожній з площин рівні між собою.

Отже, введення цієї аксіоми дає змогу вести мову 
про відстані між точками у просторі, не конкретизу-
ючи, в якій саме площині ці відстані вимірюються. 
А це, у свою чергу, є передумовою для поширення 
на стереометрію фундаментальних понять рівності 
та подібності фігур, а також означень переміщення 
та перетворення подібності.

Означення 
(рівності та переміщення фігур).

Дві просторові фігури F і F′ називаються 
рівними (записують: F = F′), якщо між точ-
ками цих фігур можна встановити взаємно 
однозначну відповідність (тобто відповід-
ність, при якій кожній точці однієї фігури 
відповідає одна і лише одна точка іншої), 
причому для довільних двох точок X, Y 
фігури F і відповідних їм точок X′, Y′ фі-
гури F′ відрізки XY та X′Y′ рівні між собою 
(рис. 1.3).
Відповідність між фігурами F і F′, яка має 
зазначену властивість, називається перемі-
щенням, або рухом фігури F у фігуру F′.

Давно помічено, що геоме­
трія — це чудова логіка. І справді, 
коли означення чіткі, коли по­
стулати незаперечні, а аксіоми 
безсумнівні, коли властивості 
фігур випливають зі строгого 
спостереження та порівняння 
за допомогою неперервної і до­
бре узгодженої послідовності, 
а предмети постійно перебува­
ють у полі зору, тоді звикають 
міркувати точно, послідовно і 
методично; ця звичка підсилює 
та шліфує розум і приносить 
користь при пошуку істини в 
інших галузях.

Джордж Берклі
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Означення
(подібності та перетворення подібності фі­
гур).

Дві просторові фігури F і F′ називаються 
подібними (записують: F " F′), якщо між 
точками цих фігур можна встановити вза-
ємно однозначну відповідність, при якій для 
будь-яких двох точок X, Y фігури F і відпо-
відних їм точок X′, Y′ фігури F′ відношення 
довжин відрізків X′Y′ та XY дорівнює одному 
і тому ж числу k (k > 0) (рис. 1.4). Число k 
називається коефіцієнтом подібності фігур 
F і F′.
Відповідність між фігурами F і F′, яка має 
зазначену властивість, називається перетво-
ренням подібності фігури F у фігуру F′.

(Нагадаємо, що в геометрії будь-яку взаємно 
однозначну відповідність між точками двох фігур 
називають перетворенням однієї фігури в іншу).

Без будь-яких змін переноситься із планіметрії 
у стереометрію й чимало інших понять та відношень, 
пов’язаних з поняттям відстані, наприклад: цен-
тральної симетрії і центрально симетричних фігур, 
гомотетії і гомотетичних фігур тощо.

Означення 
(центральної симетрії і центрально­симетричних 
фігур).

Точки Х та Х′ у просторі називаються си-
метричними відносно точки О (центра симе-
трії), якщо точка О є серединою відрізка ХХ′ 
(рис. 1.5). Точка О вважається симетричною 
самій собі.
Центральною симетрією, або симетрією 
відносно точки О, називається таке пере-
творення фігури F у фігуру F′, при якому 
кожна точка Х фігури F переходить у таку 
точку Х′ фігури F′, яка є симетричною точ-
ці Х відносно даної точки О (рис. 1.6). При 

— Коли я вживаю якесь сло­
во, — проказав Шалам­Балам 
майже глузливо, — то воно 
означає лише те, що я хочу, щоб 
воно означало, — не більше й не 
менше...

Льюїс Керролл.
«Аліса в  Задзеркаллі»
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цьому фігури F і F′ називаються централь-
но-симетричними відносно точки О.
Якщо перетворення симетрії відносно точки 
О переводить фігуру F у себе, то ця фігу-
ра називається центрально-симетричною, а 
точка О — центром її симетрії.

Центрально-симетричними фігурами на площині 
є, наприклад, коло і прямокутник, а в просторі — 
сфера і прямокутний паралелепіпед.

Означення 
(гомотетії і гомотетичних фігур).

Гомотетією з центром О і коефіцієнтом k > 0 
називається таке перетворення фігури F 
у фігуру F′, при якому довільна точка Х 
фігури F переходить у таку точку Х′ фі-
гури F′, яка належить променю ОХ і при 
цьому справджується рівність: ОХ′ = k · ОХ 
(рис. 1.7). При цьому фігури F і F′ назива-
ються гомотетичними з центром гомотетії 
О і коефіцієнтом гомотетії k.

У решті аксіом стереометрії фіксуються основні 
властивості відношення належності для найпро-
стіших стереометричних фігур — точок, прямих 
і площин.

Окрема точка може належати прямій або площи-
ні, а пряма — площині. Кажуть також, що тоді пряма 
або площина проходить через (або містить) точку, а 
площина проходить через (або містить) пряму. 

Кожну пряму і площину, як і взагалі будь-яку 
фігуру, ми уявляємо складеною з точок. Тому вислів 
«пряма належить площині» означає, що кожна точка 
цієї прямої належить даній площині.

Аксіоми належності формулюються наступним 
чином.

Аксіома	3.
Які б не були дві різні точки, у просторі іс-
нує пряма, і до того ж — тільки одна, яка 
проходить через ці точки.

— Перестань зараз же! — за­
кричав Знайко. — Від твоєї му­
зики вуха болять!

— Це тому, що ти до моєї му­
зики ще не звик. Ось звикнеш — 
і вуха перестануть боліти.

Микола Носов.
«Пригоди Незнайка та його друзів»

Навчатися можна тільки ве­
село... Аби перетравити знання, 
потрібно поглинати їх з апети­
том.

Анатоль Франс
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Аксіома	4.
Які б не були три різні точки простору, що 
не лежать на одній прямій, існує площина, 
і до того ж — тільки одна, яка проходить 
через ці точки.

Аксіома	5.
Якщо дві різні площини мають спільну точку, 
то вони мають і спільну пряму, яка проходить 
через цю точку. 

Зауважимо, що коли йдеться про дві точки, дві 
прямі чи про дві площини, то, як правило, мають на 
увазі, що їх справді дві, тобто що вони різні, а не 
збігаються. Цього правила надалі будемо дотриму-
ватися і ми. Але в окремих випадках, як, приміром, 
у щойно поданих аксіомах, доречно підсилити це за 
допомогою уточнення — «різні».

Призначення аксіоми 3 у певному сенсі анало-
гічне призначенню аксіоми 2. Відповідною аксіомою 
у планіметрії стверджується існування та єдиність 
прямої, яка проходить через дві точки площини. 
Але у просторі логічно допустимою є ситуація, коли 
у різних площинах ці прямі є різними — подібно до 
того, як на глобусі через полюси N і S проходять 
різні меридіани (рис. 1.8). Із прийняттям аксіоми 
3 таке унеможливлюється.

З аксіоми 3 одразу випливає, що дві різні прямі 
у просторі не можуть мати більше однієї спільної 
точки. Справді, якби дві прямі мали хоча б дві 
спільні точки, то, за аксіомою 3, вони збігалися б.

Означення 
(перетинних прямих).

Дві прямі, які мають тільки одну спільну 
точку, називаються перетинними. Про них 
кажуть також, що вони перетинаються у цій 
точці. 

Властивість, яка зафіксована в аксіомі 3, засто-
совується навіть у простих житейських ситуаціях, 
наприклад, при плануванні грядок і газонів за допо-

На одностайну думку усіх, 
хто стосовно своїх знань хоче 
стояти вище від натовпу, мате­
матичний метод, за допомогою 
якого з означень, постулатів та 
аксіом виводяться наслідки, при 
дослідженні та передачі знань 
є найкращим і найнадійнішим 
шляхом для знаходження та по­
відомлення істини.

Бенедикт Спіноза
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могою шнура або при поділі сільськогосподарських 
угідь на ділянки за допомогою візування на певні 
орієнтири. Узагалі, будь-яке візування є умовним 
проведенням прямої (зорового променя) через 
точку, в якій перебуває спостерігач, і точку-об’єкт, 
за яким здійснюється спостереження. Аксіома 3 є 
також вихідним положенням класичної геометричної 
оптики, виступаючи у формі постулату про прямолі-
нійне поширення світлових променів в однорідному 
середовищі. 

Підтвердженням аксіоми 4 у повсякденній прак-
тиці слугує, наприклад, стійкість на площині під-
логи будь-якої триноги (стола чи табурета на трьох 
ніжках, штатива тощо). Три точки A, B, C, які є 
кінцями ніжок триноги, завжди можна розмістити 
у площині підлоги α (рис. 1.9). А ось із чотирьох 
ніжок прямокутного стола кінець однієї може «ви-
сіти», піднімаючись над площиною, в якій лежать 
кінці трьох інших. Тоді стіл хитається: чотири точки 
в одній площині лежать не завжди. 

Інший приклад. Рухома площина дверей, що про-
ходить через дві фіксовані точки A і B, розташовані 
в місцях кріплення завісів до одвірка, фіксується 
(стає визначеною) третьою точкою якого-небудь 
обмежника: наприклад, кілочком C у підлозі для 
запобігання вдаряння об стіну, або замком D у 
протилежному одвірку (рис. 1.10).

Відповідно до аксіоми 4, поряд із позначенням 
площини грецькими літерами, застосовують і позна-
чення за допомогою трьох великих латинських літер, 
які позначають точки, розташовані на цій площині. 
Наприклад, якщо площина α проходить через точки 
A, B, C, що не лежать на одній прямій, то її позна-
чають через ABC. Те, що α і ABC — одна й та сама 
площина, записують так: α = ABC.

Аксіому 5 можна проілюструвати за допомогою 
пилки і дерев’яного бруска (рис. 1.11). Пилка, яка 
спочатку торкається до поверхні бруска лише в 
одній точці його ребра, під час різання залишає на 
плоских поверхнях суміжних граней прямолінійні 
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сліди.Перетин двох площин по прямій добре ілю-
струють і численні приклади з царини будівництва 
та архітектури, де моделями площин виступають 
стіни, стелі, підлоги, схили дахів тощо. 

З аксіом 4 і 5 випливає, що коли дві різні пло-
щини мають спільні точки, то цих точок є безліч 
і всі вони лежать на одній прямій. Справді, якщо 
дані площини містять хоча б одну спільну точку, 
то, за аксіомою 5, вони містять цілу пряму спільних 
точок. Припущення ж про те, що існує ще хоча б 
одна спільна точка поза цією прямою, означало б, 
за аксіомою 4, що ці площини збігаються.

Означення 
(перетинних площин).

Дві площини, які мають спільну пряму, на-
зиваються перетинними. Кажуть також, що 
дані площини перетинаються по цій прямій.

Для скорочення записів, що характеризують 
відношення належності, часто вживають спеціальні 
математичні символи. Належність та неналежність 
точки прямій чи площині позначають за допомо-
гою символів ∈ та ∉. Наприклад, записи А ∈ а, 
В ∉ α означають, що точка A належить прямій a, 
а точка B не належить площині α. Належність чи 
неналежність прямої площині позначають за допо-
могою символів ⊂ та ⊄. Наприклад, записи а ⊂ α, 
b ⊄ γ означають, відповідно, що пряма a належить 
площині α, а пряма b не належить площині γ. Те, 
що площини α і β перетинаються по прямій a, за-
писують так: а = α ∩ β. А запис А = a ∩ b означає, 
що точка A є точкою перетину прямих a і b.

Наступні два наслідки з прийнятих аксіом сфор-
мулюємо у вигляді теорем. У деяких підручниках 
з геометрії твердження цих теорем приймають за 
аксіоми.

Поняття, які не мають жодної 
опори в природі, можна порівняти 
з північними лісами, в яких дерева 
не мають коріння. Досить пориву 
вітру, досить незначного факту, 
щоб перевернути весь цей світ 
дерев та ідей.

Дені Дідро

Геометричні істини в певному 
сенсі є асимптотами до фізичних 
істин, тобто перші нескінченно 
близько наближаються до других, 
ніколи, однак, повністю не до­
сягаючи їх.

Жан Лерон Д’Аламбер
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Теорема	1
(про існування точок поза площиною).

Яка б не була площина, існують точки про-
стору, які їй не належать.

Д о в е д е н н я .  Нехай α — задана площина. 
Відповідно до аксіоми 1, існує принаймні ще одна 
площина β. Якщо площини α і β мають спільну точ-
ку A (рис. 1.12, а), то, за аксіомою 5, вони мають 
і деяку спільну пряму a, якій належать усі спільні 
точки цих площин. Тоді кожна точка B площини β, 
яка не належить прямій а, не належить і площині 
α. Якщо ж площини α і β не перетинаються (у тому, 
що така ситуація справді можлива, ми переконає-
мося пізніше), то взагалі кожна точка B площини 
β не належить площині α (рис. 1.12, б). Теорему 
доведено.

Теорема	2
(ознака належності прямої площині).

Якщо дві точки прямої належать площині, то 
й уся пряма належить цій площині.

Д о в е д е н н я .  Нехай точки A і B прямої a нале-
жать площині α (рис. 1.13). Оскільки, за аксіомою 1, 
у кожній площині здійснюється планіметрія, то у 
площині α можна провести, і до того ж — тільки 
одну, пряму a′, яка проходить через задані точки A 
і B. Але, за аксіомою 3, ця пряма — єдина в усьому 
просторі, тобто збігається з a. Пряма а′ належить 
площині α, тому й пряма a належить цій площині. 
Теорему доведено.

Доведеною ознакою належності прямої площині 
часто користуються теслярі для перевірки того, 
чи є оброблена поверхня плоскою. Для цього до 
поверхні у різних напрямках прикладають ребро 
добре вивіреної лінійки і дивляться, чи немає між 
ним і поверхнею просвітів. Навпаки, за допомогою 
вивіреної плоскої поверхні (наприклад, поверхні 
станини верстата) описаним способом можна пере-
вірити якість обробки прямолінійних деталей.

Математика є мовою особли­
вого ґатунку, яка має ідеї, лише 
їй притаманні, і  знаки для ви­
раження цих ідей.

Михайло Остроградський
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Із ознаки належності прямої площині випливає, 
що площина і пряма, яка не належить цій площи-
ні, можуть мати щонайбільше одну спільну точку. 
Справді, якби таких точок було хоча б дві, то, за 
вказаною ознакою, дана пряма належала б площині.

Означення	
(перетинних прямої і площини).

Пряма і площина, які мають тільки одну 
спільну точку, називаються перетинними. 
Про них кажуть також, що вони перетина-
ються у цій точці.

Те, що пряма a і площина α перетинаються у точ-
ці А, символічно можна записати так: А = а ∩ α.

оззвяззумо разомP

Задача

Задача.
Чи можна стверджувати, що якою б не була пряма 
у просторі, існують точки, які їй не належать?

Розв’язання. Нехай а — задана пряма, α — 
деяка площина (існування площини α гаранту-
ється аксіомою 1). Якщо пряма а має дві спільні 
точки з площиною α, тобто належить цій площині 
(рис. 1.14, а), то кожна точка В, яка не належить α, 
не належить і прямій а. (За аксіомою 1, точки, які 
не належать прямій а, є і в самій площині α).

Якщо пряма а має з площиною α лише одну 
спільну точку А (рис. 1.14, б), то кожна точка В 
площини α, відмінна від цієї спільної точки, не на-
лежить прямій а. 

Якщо ж пряма а і площина α не мають спільних 
точок (рис. 1.14, в), то взагалі кожна точка В пло-
щини α не належить прямій а.

Отже, завжди можна стверджувати, що, якою б 
не була пряма, існують точки простору, які їй не 
належать.

Не дивись на доведення, як на 
процес, який примушує тебе, — 
дивись на нього, як на процес, 
який веде тебе.

Людвіґ Вітгенштайн

Гучні та урочисті диспути 
вчених часто перетворюються в 
суперечки стосовно слів і назв, а 
розважливіше було б (відповідно 
до звичаю та мудрості матема­
тиків) з них і розпочати — для 
того, щоб за допомогою означень 
упорядкувати їх.

Френсіс Бекон
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С т о р і н к и  і с т о р і ї

Декілька	штрихіз	до	«портрета»	геометрії

Характерною особливістю геометрії, яка вирізняє 
її з-поміж інших математичних наук, є те, що геоме-
тричні поняття й відношення між ними пере бувають у 
безпосередній відповідності з просторовими формами 
фізичного світу, який сприймаються людиною візуаль-
но та з допомогою інших органів відчуття. У зв’язку 
з цим кажуть, що геометричні поняття є наочними, а 
їхнє дослідження зазвичай супроводжуються графіч-
ними ілюстраціями (рисунками). Це не тільки значно 
полегшує вивчення геометрії, а й слугує джерелом 
для плідного застосування геометричних моделей 
в інших розділах математики, а також в інших на-
уках: графіків функцій — в алгебрі, геометричного 
змісту похідної — в аналізі, правила паралелограма 
для додавання сил — в механіці, силових ліній — в 
електромагнетизмі тощо. Маючи на увазі саме цю осо-
бливість геометрії, Ґалілео Ґалілей писав, що «книга 
природи» написана мовою, алфавіт якої складають 
«трикутники, чотирикутники, круги, кути, конуси, 
піраміди та інші геометричні фігури».

Водночас у самій геометрії графічна ілюстрація 
не є засобом для встановлення відповідних наукових 
фактів. Єдиним таким засобом є доведення (виведення, 
обґрунтування) на основі раніше доведених тверджень 
(теорем, властивостей, ознак, критеріїв тощо) або 
безпосередньо на основі аксіом — найпростіших гео-
метричних істин, які приймаються без доведення.  У 
зв’язку з цим кажуть, що геометрія є дедуктивною 
(тобто вивідною) наукою. Втім, дедуктивною є кожна 
математична наука. Проте у шкільних підручниках 
строго дедуктивно, починаючи від самих аксіом, ви-
кладається лише геометрія.

А зразком для побудови систематичного курсу 
геометрії ось уже майже 2,5 тисячі років слугують 
«Начала геометрії», створені давньогрецьким мате-
матиком Евклідом Александрійським у ІІІ ст. до н.е. 
За цим зразком спочатку подається перелік найпро-
стіших геометричних понять і відношень між ними 

— Та хіба ж я такий? — за­
кричав Гунька з ляку.

— Звичайно, такий. А який же 
іще?.. Ви не здогадалися тому, 
що тут підпису немає. Я зараз 
підпишу, і все буде зрозуміло.

Він взяв олівець і підписав під 
портретом друкованими літера­
ми: «ГУНЬКА».

Микола Носов.
«Пригоди Незнайка та його друзі»

Алегорія геометрії
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(«точка», «пряма», «площина», «відстань», «проходити 
через», «лежати на», «лежати між» тощо), основні 
властивості яких фіксуються у вигляді аксіом. Потім 
за допомогою логічних міркувань з аксіом виводять 
інші властивості найпростіших понять. Далі вводяться 
означення нових понять, і на основі аксіом та вже 
доведених властивостей встановлюються властивості 
уже цих нових понять, і т.д.

Залежно від вибору основних понять і основних 
відношень між ними, існують різні аксіоматичні бази 
геометрії. Можливі навіть різні геометрії — залежно 
від аксіом, покладених у їхню основу. До цього оста-
нього відкриття прийшов у ХІХ ст. російський геометр 
Микола Лобачевський (1792–1856), за що англійський 
математик Джеймс Сильвестр (1814–1897) назвав його 
«Коперником геометрії». З того часу класична геоме-
трія — та, яка вперше у систематизованій формі була 
викладена Евклідом, а тепер вивчається у школі і най-
більше застосовується на практиці, часто називається 
евклідовою, або елементарною геометрією. Інші 
геометрії називаються неевклідовими геометріями. 
Найважливіші з неевклідових геометрій мають свої 
назви, наприклад: геометрія Лобачевського, геометрія 
Рімана, проективна геометрія, багатовимірна геометрія, 
псевдоевклідова геометрія тощо. Коли ж ведуть мову 
про геометрію без додаткових уточнень, то, як правило, 
мають на увазі класичну евклідову геометрію. У такому 
значенні вживається ця назва і в школі.

Геометрія настільки вже набула характеру фун-
даментального або первинного поняття, що багато 
явищ легше означити за допомогою геометрії, ніж 
геометрію — за допомогою чогось іншого. У самій 
геометрії первинні поняття не означаються прямо, а 
описуються в неявному вигляді за допомогою аксіом. 
Це слід розуміти так, що точки, прямі і площини — це 
такі геометричні фігури, властивості яких описуються 
аксіомами геометрії. Аналогічно можна сказати, що 
геометрія — це така наука, поняття якої й відношен-
ня між ними описуються аксіомами, означеннями й 
теоремами геометрії. Самі ці поняття, відношення, 
аксіоми, означення й теореми відображають найфун-
даментальніші властивості фізичного простору, який 
людина сприймає за допомогою органів відчуття. 

Згідно з античним міфом, богиня 
пам’яті Мнемосіна, покровителька наук 
і мистецтв, мала дев’ятьох прекрасних 
дочок, яких називали музами. Кожна 
з муз опікувалася певною ділянкою з 
широкої сфери турбот своєї матері. 
З-поміж тогочасних наук такої опіки 
удостоїлися лише історія (її музою була 
Кліо) та астрономія (муза Уранія). 
Немає жодного сумніву, що якби цей 
міф з’явився трохи пізніше, коли утвер-
дилася геометрія, то в ньому неодмінно 
була б і муза цієї науки.

Численні алегоричні зображення 
геометрії з’явилися в епоху Відро-
дження. Обов’язковими атрибутами 
геометричної музи вважалися пристрої 
для вимірювання відстаней і кутів. І 
це не випадково, адже вся геометрія 
базується на цих метричних поняттях. 
Іншими атрибутами музи геометрії є 
багатогранники.

Тут і на попередній сторінці від-
творено два анонімних алегоричних 
зображення геометрії, що належать 
до XVII ст. 
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Перезір	себе

 1.	 Що	таке	геометричні	фігури?
	 2.	 Що	вивчає	планіметрія	і	що	вивчає	стереометрія?
	 3.	 Які	геометричні	фігури	у	просторі	вважаються	найпростішими?	Як	їх	уявляють	і	як	

зображають?
	 4.	 Сформулюйте	та	проілюструйте	рисунками	аксіоми	стереометрії.
	 5.	 Дайте	означення	рівності	та	подібності	фігур	у	стереометрії.
 6.	 Дайте	означення	переміщення	та	перетворення	подібності	фігур	у	стереометрії	та	

окремих	видів	цих	перетворень	—	центральної	симетрії	та	гомотетії.
 7.	 Дайте	означення	перетинних	прямих,	перетинних	прямої	і	площини	та	перетинних	площин.
 8.	 Доведіть	теорему	про	існування	точок	поза	даною	площиною.
 9.	 Доведіть,	що	коли	дві	точки	прямої	належить	площині,	то	й	уся	пряма	належить	цій	

площині.

Впрази	і	задачі

 1°.	 Доведіть,	що	дві	різні	прямі	у	просторі	не	можуть	мати	більше	однієї	спільної	точки.
	 2°.	 Доведіть,	що	пряма,	яка	не	належить	даній	площині,	не	може	мати	з	цією	площиною	

більше	однієї	спільної	точки.
	 3°.	 Одна	з	теорем	стереометрії	в	«Началах»	Евкліда	формулюється	так:	«У	прямої	лінії	

яка-небудь	частина	не	може	лежати	в	одній	площині,	а	яка-небудь	інша	частина	—	
в	іншій	площині».	Доведіть	цю	теорему.

	 4°.	 У	планіметрії	пряма,	що	перетинає	одну	зі	сторін	трикутника,	обов’язково	перетинає	
ще	одну	сторону	цього	трикутника.	Чи	істинне	це	твердження	у	стереометрії?

	 5°.	 Трикутник	ABC	належить	площині	α,	а	точка	D	лежить	поза	цією	площиною.	Доведіть,	
що	жодні	три	з	чотирьох	точок	A,	B,	C,	D	не	лежать	на	одній	прямій.

 6°.	 Чи	істинне	твердження:	«Якщо	дві	(три)	точки	кола	належать	площині,	то	й	усе	це	
коло	належить	даній	площині»?

 7.	 У	просторі	дано	чотири	точки,	жодні	три	з	яких	не	лежать	на	одній	прямій.	Розглядаються	
площини,	які	проходять	через	кожні	три	з	цих	точок,	а	також	прямі,	що	проходять	через	
кожні	дві	з	них.	Скільки	всього	налічується	таких	площин	і	скільки	прямих?	

 8.	 Доведіть,	що	через	три	точки,	які	лежать	на	одній	прямій,	проходять	принаймні	дві	
різні	площини.

 9.	 Доведіть,	що	якою	б	не	була	точка,	існує	площина,	яка	через	неї	проходить.
 10.	 Доведіть,	що	якою	б	не	була	точка,	існує	безліч	прямих,	які	через	неї	проходять.



	 §2.	 Способи	задання	площин

Аксіомою 4 визначається спосіб задання площини 
за допомогою трьох точок, що не лежать на одній 
прямій. Зараз доведемо дві теореми, якими визна-
чаються ще два способи для задання площини — 
за допомогою прямої і точки, що не належить цій 
прямій, та за допомогою двох перетинних прямих.

Теорема1
(про задання площини прямою і точкою).

Якими б не були пряма і точка, що не нале-
жить цій прямій, існує площина, і до того ж — 
тільки одна, яка через них проходить.

Д о в е д е н н я .  Нехай дано пряму а і точку А, 
яка їй не належить (рис. 1.15). Візьмемо на прямій 
а будь-які дві точки B і C. Точки A, B, C не лежать 
на одній прямій, тому що через точки  B і C, за 
аксіомою 3, проходить тільки одна пряма — пряма 
а, а точка А, за умовою, цій прямій не належить. За 
аксіомою 4, через точки A, B, C проходить тільки 
одна площина α, яка, згідно з ознакою належності 
прямої площині, містить і пряму а. Доведено, та-
ким чином, що існує площина, яка проходить через 
пряму а і точку А. 

Припущення про те, що може існувати ще якась 
інша площина β, яка проходить через пряму а і точ-
ку А (наприклад, можна було б припустити, що при 
іншому виборі точок B, C на прямій а дістали б іншу 
площину, яка проходить через пряму а і точку А), 
одразу ж призводить до суперечності. Справді, пло-
щина β так само, як і α, проходила б через точки A, 
B і C. Але через три точки, що не лежать на одній 
прямій, проходить тільки одна площина (аксіома 4). 
Тому β збігається з α. Теорему доведено.

Мені часто доводилося це ба­
чити, але я не надавав цьому 
значення.

Ґотфрід Рудольф Еріх Распе.
«Пригоди барона фон Мюнхґаузена»

Я волів би, щоб намагалися до­
вести навіть аксіоми Евкліда, як 
це пробували робити деякі давні 
автори. 

Ґотфрід Вільгельм Лейбніц
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Теорема	2
(про задання площини двома перетинними пря­
мими).

Якими б не були дві різні прямі, що перетина-
ються, існує площина, і до того ж — тільки 
одна, яка через них проходить.

Д о в е д е н н я .  Нехай дано прямі a і b, які пере-
тинаються у точці С (рис. 1.16). Візьмемо на прямій 
a деяку точку А, відмінну від точки С. Точка А не 
лежить на прямій b, оскільки через точки А і С про-
ходить тільки пряма а (аксіома 3). За попередньою 
теоремою 1, через точку А і пряму b проходить, 
і до того ж — тільки одна, площина α, яка містить 
і пряму а (бо вона містить точки А і С прямої а). 
Доведено, таким чином, що існує площина, яка про-
ходить через прямі а і b. 

Припустимо, що через дані прямі a і b проходить 
ще якась інша площина β. Тоді ця площина про-
ходитиме і через пряму b та точку А. Але, як уже 
доведено, через пряму і точку, що їй не належить, 
проходить єдина площина. Тому β збігається з α. 
Теорему доведено.

оззвяззумо разомP

Задача
Дано дві перетинні прямі. Довести, що всі прямі, 
які перетинають ці прямі і не проходять через 
точку їхнього перетину, лежать в одній площині. 
Як відносно цієї площини розміщені прямі, що 
проходять через точку перетину даних прямих?

Розв’язання. Нехай a, b — задані прямі, О — 
точка їхнього перетину, m — довільна пряма, яка 
перетинає прямі a, b у різних точках A і B, тобто 
так, що точка О не належить т (рис. 1.17). За тео-
ремою 2 про задання площини двома перетинними 
прямими, існує єдина площина α, яка містить прямі 
a, b. Пряма m, яка має з площиною α дві спільні 

Доведення від супротивного — 
спосіб доведення, який так любив 
Евклід, — є одним із наймогутні­
ших знарядь математики. У ньо­
му пожертва сягає набагато далі, 
ніж у будь­якому ґамбіті, — ша­
хіст, щоб досягти успіху, віддає 
пішака або фігуру, натомість 
математик жертвує всією грою. 

Ґодфрі Харді

Усі міркування геометра закін­
чуються словами: «Що й треба 
було довести». Цією формулою 
корисно закінчувати усі мірку­
вання: як усні, так і письмові.

Дені Дідро
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точки А і B, належить α (ознака належності прямої 
площині). Отже, усі прямі, які перетинають прямі а, 
b і не проходять через точку О, належать α.

У площині α, звісно, є безліч і таких прямих 
х, які проходять через точку О (аксіома 1). Усі ж 
інші прямі l, які проходять через точку О, але не 
належать α, перетинають площину α. 

С т о р і н к и  і с т о р і ї

Легендарна	історія	про	те,	як	Паскаль	стаз	геометром

Біографи Блеза Паскаля (1623–1662) — різно сто-
роннього вченого, філософа, першовідкривача відо-
мого фізичного закону про тиск рідин і газів — роз-
повідають про такий дивовижний факт з його життя. 
Змалечку, прислухаючись до розмов, що велися в 
оселі Паскалів під час зібрань провідних тогочасних 
учених, Блез, звісно, часто чув про геометрію. Тому 
й запитав у батька одного разу, що це таке геометрія. 
Той, не бажаючи обтяжувати хворобливого і кволого 
сина ще й математичними заняттями і вбачаючи 
його майбутнє у вивченні стародавніх мов, неохоче 
відповів, що геометрія — це, мовляв, така не вельми 
поважна наука, яка вивчає властивості різноманітних 
паличок, кружечків, коліщаток та інших подібних 
речей. Проте навіть такого «пояснення» юному Пас-
калю вистачило для того, аби самостійно відкрити 
основи геометрії. Ввівши свою власну термінологію, 
креслячи фігури крейдою на підлозі, він самостійно 
за допомогою логічних міркувань дійшов до теореми 
про суму кутів трикутника. Яким же було здивування 
батька, коли одного разу він застав сина за доведен-
ням геометричної теореми! Батько зрозумів, бо й сам 
був добрим геометром, що Блез має іскру Божу до 
математики і вже не тільки не перешкоджав, а й 
усіляко сприяв розвитку обдарування сина.

Цей, без сумніву, дещо прикрашений біографами, 
епізод, з одного боку, яскраво ілюструє дедуктивний 
характер геометрії, а з іншого — красномовно вка-
зує на основне джерело виникнення геометрії — на 

Щоб найкраще зрозуміти ме­
тод проведення переконливих 
доведень, потрібно лише проде­
монструвати той, який засто­
совується в геометрії. 

Блез Паскаль

Бëåз Паñкаëь

Предмет математики настіль­
ки серйозний, що не варто нехту­
вати жодною нагодою, щоб зроби­
ти його ще й трохи цікавим.

Найкращі книги — це ті, при 
читанні яких кожен вірить у те, 
що він і сам міг би їх написати.

Міркуючи про речі земні, ми 
кажемо: потрібно їх пізнати, щоб 
полюбити.

З «Думок» Блеза Паскаля

Усе повинно бути доведено, і 
при доведенні не можна викорис­
товувати нічого, крім аксіом та 
раніше доведених теорем. 

Блез Паскаль
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логічний аналіз мисленнєвих образів предметів, які 
реально існують у навколишньому світі.

Додамо у зв’язку з цим, що ретельного логічного 
аналізу потребували навіть найпростіші геометричні 
поняття точки, прямої і площини. Ще Евклід у своїх 
«Началах геометрії» давав їм явні означення. Напри-
клад, точку він означав як «те, що не має частин», 
лінію — як «довжину без ширини», а пряму — як 
«лінію, що однаково розміщена відносно всіх своїх 
точок». Але дати чомусь явне означення — це озна-
чає підвести це «щось» під поняття, яке вважається 
відомим. Наприклад, коли ми означаємо ромб як 
паралелограм, у якого всі сторони рівні, то вважаємо, 
що поняття паралелограма нам уже відоме. Зрозуміло, 
що цей процес зведення не може тривати нескінченно. 
Тому в сучасних викладах геометрії він зупиняється 
на найпростіших поняттях, означень яких у явному 
вигляді не приймають (інколи неправильно кажуть, 
що ці поняття взагалі приймаються без означень), 
а означають в неявному вигляді за допомогою аксіом.

Слід, однак, зауважити, що первісні поняття гео-
метрії є найпростішими тільки з погляду логіки, тобто 
у тому розумінні, що вони найпростіше означаються — 
аксіомами, і всі одразу. Натомість з погляду сприйняття, 
тобто створення у нашій уяві відповідних образів, їх 
найпростішими не назвеш. Наприклад, уявити необ-
межену пряму значно важче, ніж обмежений відрізок. 
Однак поняття прямої в геометрії є первісним, а поняття 
відрізка — похідним.

Що ж до відбору самих аксіом, то в історії гео-
метрії це було якщо не найважчою, то, безперечно, 
найдраматичнішою сторінкою. Зокрема, як уже зга-
дувалося, вельми складною виявилася історія аксіоми 
про паралельні прямі, яку впродовж двох тисячоліть 
намагалися довести як теорему.

Перезір	себе

 1.	 Доведіть,	що	якими	б	не	були	пряма	і	точка	поза	нею,	існує	площина,	і	до	того	ж	—	тіль-
ки	одна,	яка	через	них	проходить.

	 2.	 Доведіть,	що	якими	б	не	були	дві	перетинні	прямі,	існує	площина,	і	до	того	ж	—	тіль-
ки	одна,	яка	через	них	проходить.

— А в тебе здібності є? — за­
питав Квітик.

— Звичайно, є. Я дуже здібний, 
— відповів Незнайко.

— Це потрібно перевірити, — 
сказав Квітик.

Микола Носов.
«Пригоди Незнайка та його друзів»
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Впрази	і	задачі

 11°.	 Чотири	точки	не	лежать	в	одній	площині.	Чи	можуть	які-небудь	три	з	них	лежати	на	
одній	прямій?	

	 12°.	 Чотири	точки	не	лежать	в	одній	площині.	Чи	можуть	перетинатися	дві	прямі,	які	по-
парно	сполучають	ці	точки?	

	 13°.	 Доведіть,	що	коли	дві	прямі	не	лежать	в	одній	площині,	то	вони	і	не	перетинаються.
	 14.	 Доведіть,	що	всі	прямі,	які	перетинають	дану	пряму	і	проходять	через	точку	поза	нею,	

належать	одній	площині.	Чи	заповнюють	ці	прямі	усю	площину?
	 15.	 У	просторі	дано	пряму	а	і	точку	А.	Чи	можна	стверджувати,	що	всі	прямі,	які	проходять	

через	точку	А	і	перетинають	пряму	а,	обов’язково	лежать	в	одній	площині?
 16.	 Доведіть,	що	коли	діагоналі	чотирикутника	перетинаються,	то	його	вершини	лежать	

в	одній	площині.
 17.	 У	просторі	дано	чотири	прямі,	які	проходять	через	одну	точку.	Жодні	три	з	цих	прямих	

не	лежать	в	одній	площині.	Розглядаються	площини,	які	проходять	через	кожні	дві	
з	даних	прямих.	Скільки	усього	налічується	таких	площин?	

 18*.	 Доведіть,	що	яка	б	не	була	пряма,	у	просторі	існує	безліч	площин,	які	через	неї	про-
ходять.	



 §3.	 Взаумне	розміщення	дзох	прямих	з	просторі

Якщо дві прямі лежать в одній площині, то, як 
відомо з планіметрії, вони або перетинаються, або 
паралельні. Оскільки у кожній площині здійснюєть-
ся планіметрія, то ці випадки взаємного розміщення 
двох прямих можливі і в стереометрії. Але у про-
сторі можливий ще один варіант розміщення: коли 
дві прямі не лежать в одній площині (зрозуміло, що 
тоді вони й не перетинаються).

Справді, нехай α — деяка площина, A, B, C — 
три довільні її точки, що не лежать на одній прямій, 
а D — точка, яка не належить α (рис. 1.18). Тоді 
прямі AD і BC не лежать в одній площині. Адже, 
якби вони лежали в одній площині, то цією пло-
щиною могла б бути тільки площина α, оскільки 
через три вибрані точки A, B, C проходить єдина 
площина. Але ж точка D і, відповідно, пряма AD 
цій площині не належать. Отже, прямі AD і BC не 
лежать в одній площині.

Означення 
(мимобіжних прямих).

Дві прямі, які не лежать в одній площині 
(і вже тому не перетинаються), називаються 
мимобіжними.

З проведеного обґрунтування, яким установлено 
існування мимобіжних прямих, випливає наступна 
теорема.

Теорема	1
(ознака мимобіжних прямих).

Якщо одна з двох прямих лежить у площині, 
а інша перетинає цю площину в точці, яка 
не належить першій прямій, то ці прямі — 
мимобіжні.

В сучасному місті повинна 
панувати пряма лінія. Житлові 
будівлі, водопровідні та каналіза­
ційні лінії, шосе, тротуари — усе 
повинно будуватися по прямій. 
Пряма лінія оздоровлює місто. 
Крива ж несе йому стустошення, 
всілякі небезпеки та труднощі, 
паралізує життя.

Ле Корбузьє

Дуже важливо не приймати 
жодних припущень, а ще важливі­
ше — не користуватися словами, 
якщо їм не надано цілком певного 
змісту.

Вільям Кліффорд
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Означення 
(паралельних прямих).

Дві прямі, які лежать в одній площині і не 
перетинаються, називаються паралельними.

Для позначення відношення паралельності пря-
мих у стереометрії застосовують той самий знак ||, 
що й у планіметрії. Наприклад, якщо пряма а пара-
лельна прямій b, то це записують так: a || b.

Отже, у просторі існують три види взаємного 
розміщення двох прямих:

1) дві прямі лежать в одній площині і мають одну 
спільну точку — перетинні прямі;

2) дві прямі лежать в одній площині і не мають 
спільних точок — паралельні прямі;

3) дві прямі не лежать в одній площині — ми-
мобіжні прямі.

Усі можливі варіанти розташування прямих 
можна бачити на численних матеріальних носіях, 
зокрема, у межах класної кімнати. Наприклад, на 
рис. 1.19 прямі a і b перетинаються, b і c — пара-
лельні, a і l — мимобіжні.

Наочними моделями прямих є також рівні ді-
лянки автомобільних доріг. На рис. 1.20 зображено 
усі три характерні випадки взаємного розміщення 
двох доріг: а і b — паралельні, l і m — перетинні, 
р і q — мимобіжні.

З означення паралельних прямих випливає, що 
для двох таких прямих існує площина, якій вони на-
лежать. Зрозуміло також, що така площина — єдина 
(якби існували дві різні площини, то вони мали б 
дві різні спільні прямі, у той час як, за аксіомою 5, 
таких прямих може бути не більше однієї). А це 
дає ще один спосіб для задання площини, окрім 

Потрібно добирати такі слова, 
які бувають, а не придумувати.

Микола Носов.
«Пригоди Незнайка та його друзів»

Геометрія є наймогутнішим 
засобом для витончення наших 
розумових здібностей і дає нам 
можливість правильно мислити і 
розмірковувати.

Ґалілео Ґалілей



40 Розділ І. Вступ до стереометрії. Перетин і паралельність прямих та площин у просторі

визначених аксіомою 4 (тобто за допомогою трьох 
точок, що не лежать на одній прямій) і теорем про 
задання площини (тобто прямою і точкою, яка їй 
не належить, та двома перетинними прямими). 
Йдеться про задання площини за допомогою двох 
паралельних прямих. Зрозуміло, однак, що ефектив-
не практичне застосування цього способу можливе 
лише при наявності простої ознаки паралельності 
прямих, оскільки для побудови паралельних прямих 
на основі лише самого означення уже потрібно ви-
значитися з площиною, в якій ці прямі лежать.

Для встановлення цієї ознаки нам потрібні будуть 
дві теореми, які, до того ж, мають важливе само-
стійне значення. Перша з теорем є стереометричним 
аналогом основної властивості паралельних прямих 
на площині.

Теорема	2
(про існування і єдиність прямої, паралельної 
даній).

Через будь-яку точку простору, що не лежить 
на даній прямій, проходить пряма, паралельна 
даній, і до того ж — тільки одна.

Д о в е д е н н я .  Нехай дано пряму а і точку М, 
що не лежить на а (рис. 1.21). За теоремою про за-
дання площини прямою і точкою, існує площина α, 
яка проходить через пряму а і точку М, а в цій 
площині, за аксіомою 1, існує пряма b, що проходить 
через точку М і паралельна прямій а. Існування 
паралельної прямої доведено. 

Доведемо її єдиність. Припустимо, що існує ще 
інша пряма b′, яка теж проходить через точку М 
і паралельна прямій а. За означенням паралельних 
прямих, прямі а і b′ все одно мають лежати в одній 
площині. Причому це буде та сама площина α, бо, 
крім прямої а, вона містить ще й ту ж саму точку 
М. Але в площині α, як відомо з планіметрії, через 
точку М проходить тільки одна пряма, паралельна 
прямій а. Тому пряма b′ збігається з прямою b. 
Теорему доведено.

Думка про те, що нібито зді­
бності до математики зустрі­
чаються рідше, ніж до інших 
наук, — це лише ілюзія, породже­
на тими, хто береться вивчати 
математику або надто пізно, або 
без належного старання.

Йоганн Фрідріх Гербарт

— Світ повний чудес, — сказав 
кандидат, — але ми так звикли до 
них, що називаємо їх звичайними 
явищами.

Ганс Крістіан Андерсен.
«Директор лялькового театру»
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Теорема	3
(про перетин площини паралельними прямими).

Якщо одна з двох паралельних прямих пере-
тинає площину, то й інша пряма теж пере-
тинає цю площину.

Д о в е д е н н я .  Нехай дано паралельні прямі а 
і b, одна з яких — скажімо, а — перетинає площину 
α у деякій точці А (рис. 1.22). Доведемо, що тоді 
інша пряма b теж перетинає площину α, тобто має 
з нею спільну точку, і до того ж — тільки одну.

Позначимо через β площину, яка містить пара-
лельні прямі а i b. Оскільки різні площини α і β 
мають спільну точку А, то, за аксіомою 5, вони 
мають і деяку спільну пряму с. У площині β одна з 
паралельних прямих — пряма а, перетинає пряму с. 
Тому її перетинає й інша пряма b (якщо припустити, 
що b || с, то, врахувавши умову b || a, за відповід-
ною теоремою з планіметрії дістали б, що a || c, а 
це суперечить тому, що а перетинає с). Точка B 
перетину прямих b і с є спільною точкою прямої b 
і площини α.

Припустимо, що пряма b має з площиною α 
ще якусь іншу спільну точку. Тоді, за ознакою на-
лежності прямої площині, ця пряма належить α. 
А оскільки пряма b належить і площині β, то вона 
збігається з прямою с, яка є лінією перетину площин 
α і β. Виходить, що пряма а одночасно і перетинає 
пряму b, і паралельна їй. Дійшли суперечності, 
отже, зроблене припущення неправомірне. Теорему 
доведено.

Формулювання ознаки паралельності прямих у 
стереометрії ідентичне з відповідним формулюван-
ням у планіметрії.

Легкість математики ґрунту­
ється на можливості суто ло­
гічної її побудови, трудність же, 
яка відштовхує багатьох, — на 
неможливості іншого викладу.

Гуго Штейнгауз
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Теорема	4
(ознака паралельності двох прямих). 

Дві прямі у просторі, які паралельні третій 
прямій, паралельні між собою.

Д о в е д е н н я .  Нехай прямі а і b паралельні 
прямій с. Доведемо, що a || b. Для цього потрібно 
показати, що прямі а і b лежать в одній площині 
і не перетинаються.

Нехай А — яка-небудь точка прямої а, а α — 
площина, яка проходить через точку А і пряму b 
(рис. 1.23). Пряма а належить площині α. Справді, 
якщо припустити, що а перетинає α, то, за доведе-
ною теоремою 3 про перетин площин паралельними 
прямими, пряма с теж перетинала б α. Оскільки 
c || b, то, за тією ж теоремою, площину α перетинає 
і пряма b. А це вже суперечить вибору площини α, 
за яким пряма b належить α. Отже, обидві прямі 
а і b лежать у площині α. Якщо припустити, що 
вони перетинаються у деякій точці, то доведеться 
визнати, що через цю точку проходять дві прямі а 
і b, паралельні прямій с. А це суперечить теоремі 1 
про існування і єдиність прямої, паралельної даній. 
Таким чином, теорему доведено.

Доведену ознаку паралельності двох прямих на-
зивають ще теоремою про транзитивність від­
ношення паралельності прямих (від латинського 
transitus — перехід). У ній справді стверджується 
перехід властивості паралельності з двох пар прямих 
a || с і b || c на третю пару a || b.

Відношення паралельності природним чином 
поширюється і на частини паралельних прямих. 
Наприклад, два відрізки або промені називаються 
паралельними, якщо вони лежать на паралельних 
прямих.

Намагаючись допитливо осмис­
лити загадки, які оточують 
нас, обдумуючи та аналізуючи 
власні спостереження, я прий­
шов врешті­решт до царства 
математики.

Моріс Ешер

Щодо мене, то я все своє жит­
тя не могла вирішити: до чого в 
мене більше хисту — до матема­
тики чи до літератури.

Софія Ковалевська
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Теорема	5
(про перетин трьох площин).
Якщо три площини попарно перетинають-
ся і дві з прямих перетину мають спільну 
точку, то через цю точку проходить і тре-

тя пряма перетину. Якщо ж дві прямі перетину 
паралельні, то й третя пряма паралельна їм.

Д о в е д е н н я .  Нехай α, β, γ — дані площини, 
а = α ∩ β, b = β ∩ γ, c = α ∩ γ — прямі їхнього 
перетину. Розглянемо спочатку ситуацію, коли дві 
прямі — наприклад, b i c — перетинаються у деякій 
точці Р (рис. 1.24, а).

Якби пряма а не проходила через точку Р, то, за 
ознакою мимобіжних прямих, пряма b була б мимо-
біжною з а. А це суперечить тому, що прямі а і b 
лежать в одній площині β. Отже, пряма а проходить 
через точку Р.

Припустимо тепер, що дві з прямих перети-
ну — наприклад, прямі b і с — є паралельними 
(рис. 1.24, б). Якби пряма а перетинала с, то, відпо-
відно до першого твердження теореми, прямі b і с теж 
перетиналися б. Отже, прямі а і с не перетинаються. 
А оскільки вони лежать в одній площині α, то a || c. 
Аналогічно показуємо, що b || c. Теорему доведено.

Теорема	6	
(про розміщення прямих, які перетинають одну з 
прямих і паралельні іншій).

Якщо прямі а і b не паралельні (тобто пере-
тинаються або мимобіжні), то усі прямі, які 
паралельні прямій b і перетинають пряму а, 
лежать в одній площині.

Д о в е д е н н я .  Нехай С — деяка точка прямої а, 
с — пряма, що проходить через точку С і паралельна 
прямій b, α — площина, що проходить через прямі 
а і c (рис. 1.25). Позначимо через х довільну пряму, 
яка паралельна прямій b і перетинає пряму а у деякій 
точці Х. Покажемо, що х належить α.

Оскільки x || b і c || b, то, за ознакою паралельності 
двох прямих, x || c. Паралельні прямі х і с лежать 
в одній площині. Ця площина містить пряму с і пря-
му а (оскільки їй належать точки Х і С прямої а), 
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тобто вона збігається з площиною α. Отже, пряма х 
належить α. Теорему доведено.

оззвяззумо разомP

Задача	1
Косим чотирикутником у просторі називається 
сукупність чотирьох точок, що не лежать в одній 
площині, і чотирьох відрізків, які послідовно спо-
лучають ці точки. Довести, що середини сторін 
будь-якого косого чотирикутника є вершинами 
паралелограма.

Розв’язання. Нехай ABCD — заданий косий 
чотирикутник,  K, L, M, N — середини його сторін 
AB, BC, CD, DA (рис. 1.26).

Оскільки KL — середня лінія у трикутнику ABC, 
а MN — у трикутнику ADC, то KL || AC, а MN || AC. 
Тоді, за ознакою паралельності прямих, KL || MN 
і, отже, прямі KL і MN лежать в одній площині. 

А оскільки, крім цього, KL AC=
1

2
, а MN AC=

1

2
,  

то KL = MN. Виходить, що чотирикутник KLMN 
лежить в одній площині, а його протилежні сторони 
KL і MN є паралельними і рівними. Отже, це — 
паралелограм. Твердження задачі доведено. 

Задача	2
Відрізок АВ перетинає площину α. Через його кінці 
А, В і точку L, яка ділить відрізок у відношенні 
9 : 5, беручи від точки А, проведено паралельні 
прямі, що перетинають площину α відповідно у точ-
ках A

1
, B

1
, L

1
. Відомо, що AA

1
 = 35 см, LL

1
 = 8 см. 

Визначити довжину відрізка BB
1
.

Розв’язання. Оскільки прямі AA
1
, BB

1
, LL

1
 

паралельні і перетинають пряму АВ, то вони лежать 
в одній площині, нехай, β (рис. 1.27). Точки A

1
, 

B
1
, L

1
 лежать на одній прямій — прямій перетину 

площини β з площиною α.
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Проведемо у площині β через точку B
1
 пряму 

В
1
А′ || BA. Нехай A′ — точка перетину цієї прямої з 

прямою AA
1
, а L′ — з прямою LL

1
. Оскільки BB

1
L′L, 

BB
1
A′A — паралелограми, то LL′ = AA′ = BB

1
. 

Позначимо довжину цих відрізків через х. Тоді 
A

1
A′ = AA′ + AA

1
 = x + 35, L

1
L′ = LL′ ± LL

1
 = x ± 8 

(взаємне розміщення точок L, L
1
, L′ не задано). З по-

дібності трикутників B
1
L

1
L′ та B

1
A

1
A′ маємо:

 
LL
AA

BL
B A

BL
BA

1

1

1

1

5
5 9

5
14

′
′
=

′
′
= =

+
= .  

Отже, x
x
±
+

=8
35

5
14
.  

Звідси х = 7 (см) або x = 287
9

 (см).

Відповідь. 7 см або x = 287
9

 см.

С т о р і н к и  і с т о р і ї

Геродот	і	Аристотель	про	походження	геометрії

Уже зазначалося, що слово «геометрія» утворене 
від двох давньогрецьких слів «гео» — земля і «ме-
трео» — вимірюю, отже, дослівно означає «землемір-
ство». (Корінь «гео» входить до назв й інших наук, 
як-от: географія, геологія, геодезія, геомеханіка, гео-
фізика, геохімія тощо).

Про походження геометрії «батько історії» Геродот 
у V ст. до н.е. дослівно писав так:

«Єгипетські жерці говорили, що цар Сесотріс роз-
ділив землю між усіма єгиптянами, давши кожному 
по прямокутній ділянці; з цього він почав отримувати 
дохід, наказавши щорічно сплачувати податок. Якщо 
ж від якої-небудь ділянки Ніл відрізав якусь частину, 
то власник, приходячи до царя, сповіщав про це. 
Цар же посилав людей, які повинні були обстежити 
ділянку й виміряти, наскільки меншою вона стала, 
аби власник сплачував податок з решти площі, про-
порційно до встановленого. Мені здається, що саме Гåðîдîò

Завзяття все перемагає.
Козьма Прутков
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так було винайдено геометрію, яка потім з Єгипту 
була перенесена в Елладу».

Отже, Геродот пов’язував походження геометрії 
з практичними потребами людини, а саме — з ви-
мірюванням і межуванням земель. 

Через два століття після Геродота енциклопедист 
античного світу Аристотель висловив зовсім іншу 
думку про походження геометрії. Основне джерело 
виникнення цієї науки він вбачав у вільній розумовій 
діяльності наділених дозвіллям людей: «Математичне 
мистецтво найперше було створене у Єгипті, оскільки 
там жерці мали час для дозвілля».

Одначе істина, мабуть, поєднує обидва ці при-
пущення. Вочевидь важливими були і практичні 
потреби, і вільна розумова діяльність.

Від прадавньої єгипетської епохи до нас дійшли 
лише дві цілісні математичні пам’ятки. Це — записані 
на папірусі збірники задач із розв’язаннями. Глибоко 
символічним є початок і кінець папірусного тексту, 
автор якого називає себе писарем Ахмесом. Перша 
фраза є своєрідним пророцтвом майбутніх злетів 
математики у царині духу: «Способи, за допомогою 
яких можна дійти до розуміння сутності усіх пота-
ємних речей, усіх таємниць, що містяться в речах». 
А остання — ніби застерігає від нехтування земними 
проблемами: «Лови гадів, мишей, виполюй бур’яни, 
дбай про пишну пряжу, проси в бога Ра тепла, ві-
тру та високої води». Так споконвіку поєднуються 
у математиці ці дві сили — вільна розумова фанта-
зія і зв’язок з життям у природному та суспільному 
середовищах.

Перезір	себе

 1.	 Які	прямі	у	просторі	називаються	паралельними?	Обґрунтуйте	існування	паралельних	
прямих.

	 2.	 Які	прямі	називаються	мимобіжними?	Доведіть	ознаку	мимобіжності	прямих.
	 3.	 Опишіть	та	проілюструйте	рисунками	усі	можливі	види	взаємного	розміщення	двох	

прямих	у	просторі.	Наведіть	відповідні	фізичні	моделі.
	 4.	 Доведіть,	що	через	будь-яку	точку	простору,	яка	не	лежить	на	даній	прямій,	проходить	

пряма,	паралельна	цій	прямій,	і	до	того	ж	—	тільки	одна.

Давньîєгèïåòñька ñòаòуя ïèñаðя  
(кінець ІІІ тис. до н.е.;  

Париж, Лувр) 

Àðèñòîòåëь
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	 5.	 Доведіть,	що	коли	одна	з	двох	паралельних	прямих	перетинає	площину,	то	й	інша	
пряма	теж	перетинає	цю	площину.

 6.	 Доведіть	ознаку	паралельності	двох	прямих.

Впрази	і	задачі

 19°. 	У	 планіметрії	 пряма,	 яка	перетинає	одну	 з	двох	паралельних	прямих,	 перетинає	
й	іншу.	Чи	істинне	це	твердження	у	стереометрії?

	 20°.		Чи	можуть	паралельні	(мимобіжні)	прямі	лежати	у	перетинних	площинах?
	 21°.		Доведіть,	що	коли	дві	прямі	не	перетинаються	і	не	паралельні,	то	не	існує	площини,	

якій	вони	належать.
	 22°.		Дві	вершини	паралелограма	і	точка	перетину	його	діагоналей	належать	площині	α.	

Чи	можна	стверджувати,	що	й	дві	інші	вершини	цього	паралелограма	також	належать	
площині	α?

	 23°.		Три	вершини	паралелограма	(трапеції)	належать	площині	α.	Чи	можна	стверджувати,	
що	четверта	вершина	фігури	теж	належить	площині	α?

	 24°.	 Пряма	а	мимобіжна	з	прямою	b,	а	пряма	b —	мимобіжна	з	прямою	с.	Чи	випливає	
звідси,	що	пряма	а	мимобіжна	з	прямою	с?	Чи	зміниться	відповідь,	якщо	слово	«ми-
мобіжна»	замінити	словом		«перетинається»?

	 25°.		Прямі	а	і	b	—	не	паралельні.	Доведіть,	що	кожна	пряма	с	у	просторі	не	паралельна	
принаймні	одній	з	прямих	а	чи	b.

	 26°.		Дві	мимобіжні	прямі	а	і	b	відповідно	паралельні	прямим	а1	і	b1.	Чи	можна	стверджу-
вати,	що	тоді	прямі	а1	і	b1	теж	мимобіжні?

	 27.		Сторони	AB i BC		паралелограма	ABCD	перетинають	площину	α.	Доведіть,	що	тоді	
прямі	AD	і	DC	теж	перетинають	площину	α.

	 28.		Пряма	b	перетинає	пряму	а	і	не	перетинає	прямої	с,	паралельної	прямій	а.	Доведіть,	
що	прямі	b	і	с	є	мимобіжними.

	 29.		Прямі	а	 і	b —	мимобіжні,	точка	А	належить	прямій	а.	Доведіть,	що	площина,	яка	
проходить	через	А	і	b,	перетинає	пряму	а.

	 30.		Одна	з	теорем	стереометрії	у	«Началах	геометрії»	Евкліда	формулюється	так:	«Якщо	
будуть	дві	паралельні	прямі	і	на	кожній	з	них	узяти	довільно	по	точці,	то	пряма,	яка	
сполучає	ці	точки,	лежатиме	в	одній	площині	з	даними	паралельними	прямими».	
Доведіть	цю	теорему.

	 31.		Чи	 істинне	твердження:	«Прямі	а	 і	b	паралельні	тоді	 і	тільки	тоді,	коли	 існує	така	
пряма	с,	що	а || с		і		b || c»?

	 32.		Чи	можливо,	щоб	через	точку,	яка	не	належить	жодній	із	двох	даних	мимобіжних	пря-
мих	а	і	b,	проходило	дві	прямі,	які	перетинають	прямі	а	і	b?	Відповідь	обґрунтуйте.	
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	 33.		Прямі	а	і	b —	паралельні.	Площина	α	проходить	через	пряму	а,	а	площина	β	—	через	
пряму	b.	Доведіть,	що	коли	площини	α	і	β	перетинаються,	то	лінія	їхнього	перетину	
паралельна	прямим	а	і	b.

	 34.		Доведіть,	що	коли	прямі	AB	і	CD	мимобіжні,	то	прямі	AC	і	BD	—	теж	мимобіжні.
	 35.		Через	кінці	відрізка	AB,	який	не	перетинає	площини	α,	та	його	внутрішню	точку	С 

проведено	паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	у	точках	A1,	B1,	C1	відпо-
відно.	Визначте	довжину	відрізка	CC1,	якщо:	

 	 1)	AA1	=	6	см,	BB1	=	10	см,	С	—	середина	відрізка	AB;
 	 2)	AA1 = 93	см,	BB1	=	60	см,	точка	С	ділить	відрізок	АВ	у	відношенні	АС	 :	СВ = 

=	7	:	4;
 	 3)	AA1 = а,	BB1 = b,	AC : CB = m : n.
	 36.	 Дано	паралелограм	і	площину	α,	яка	не	перетинає	його.	Через	вершини	A,	B,	C,	D 

паралелограма	і	точку	О	перетину	його	діагоналей	проведено	паралельні	прямі,	які	
перетинають	площину	α	відповідно	у	точках	A1,	B1,	C1,	D1,	O1.	Відомо,	що	AA1 = а,	
BB1 = b,	CC1 = c.	Визначте	довжини	відрізків	DD1	та	OO1.	

	 37.	 Через	вершини	трикутника	ABC,	який	не	перетинається	з	площиною	α,	 і	точку	G 
перетину	 його	медіан	 проведено	 паралельні	 прямі,	 які	 перетинають	 площину	α 
відповідно	у	точках	A1,	B1,	C1,	G1.	Відомо,	що	AA1 = а,	BB1 = b,	CC1 = c.	Визначте	
довжину	відрізка	GG1.	

	 38*.	 Розв’яжіть	задачу	35	за	умови,	що	відрізок	АВ	перетинає	площину	α.	
	 39*.	 На	сторонах	AB,	BC,	CD	і	DA	просторового	чотирикутника	ABCD	розміщені	точки	

A′,	B′,	C′,	D′	відповідно,	і	 AA
A B

AD
D B

CC
C B

CB
B B

′
′

= ′
′

= ′
′

= ′
′
. 	Доведіть,	що	чотирикутник	A′B′C′D′	—	

паралелограм.
	 40*.	 Чотири	точки	розміщені	так,	що	пряма,	яка	проходить	через	довільні	дві	з	них,	не	

перетинається	з	прямою,	яка	проходить	через	дві	інші.	Доведіть,	що	ці	точки	не	ле-
жать	в	одній	площині.
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Тест	№	1	на	темз:		 
«Аксіоми	стереометрії	та	найпростіші	наслідки	з	них»

Варіант	1
 1.	 Дві	прямі	а	і	b	паралельні	прямій	с.	Яким	є	взаємне	розміщення	прямих	а	та	b?	

А)	перетинаються;		 	 Б)	паралельні;	
В)	мимобіжні;		 	 Г)	лежать	у	різних	площинах.

	 2.	 Прямі	а,	b	і	с	попарно	перетинаються,	але	проходять	через	одну	точку.	Скільки	різних	
площин	можна	провести	через	кожні	дві	з	цих	прямих?
А)	одну;		 Б)	дві;		 В)	три;		 Г)	жодної.

	 3.	 Скільки	всього	різних	площин	можна	провести	через	три	точки,	якщо	вони	лежать	на	
одній	прямій?
А)	одну;		 	 Б)	дві;	
В)	нескінченну	кількість;		 Г)	жодної.

	 4.	 Точки	А	і	С	лежать	у	площині	α,	а	точка	В	—	поза	нею.	Які	з	наведених	тверджень	
істинні?
А)	пряма	АВ не	перетинає	площини	α;	 Б)	пряма	ВС не	перетинає	площини	α;
В)	прямі	АС і	ВС не	перетинаються;	 Г)	прямі	АВ і	АС перетинаються.

	 5.	 Скільки	всього	різних	площин	можна	провести	через	три	точки,	якщо	вони	не	лежать	
на	одній	прямій?
А)	одну;		 	 Б)	дві;	
В)	нескінченну	кількість;		 Г)	жодної.

 6.	 Точки	А,	В,	С,	D не	лежать	в	одній	площині.	По	якій	прямій	перетинаються	площини	
АВС і	ABD?
А)	АВ;		 Б)	ВС;		 В)	CD;		 Г)	AD.	

 7.	 Точки	А	і	В	лежать	у	площині	α,	а	точка	С	—	поза	нею.	Які	з	наведених	тверджень	
істинні?
А)	пряма	АС лежить	у	площині	α;	 Б)	пряма	ВС лежить	у	площині	α;
В)	пряма	АВ лежить	поза	площиною	α;	 Г)	пряма	АВ лежить	у	площині	α.

 8.	 Задано	 три	 точки	А,	В,	С.	Скільки	площин	можна	провести	через	ці	 точки,	якщо	
АВ = 6	см,	ВС = 7	см,	АС = 9	см?
А)	одну;		 	 Б)	дві;	
В)	нескінченну	кількість;		 Г)	жодної.

 9.	 У	просторі	дано	три	точки	А,	В,	С,	які	лежать	на	одній	прямій.	Які	з	наведених	твер-
джень	істинні?
А)	через	точки	А,	В,	С	можна	провести	тільки	одну	площину;
Б)	через	точки	А,	В,	С	можна	провести	безліч	площин;
В)	через	точки	А	і	В	можна	провести	площину,	яка	не	містить	точки	С;
Г)	через	точку	А	можна	провести	площину,	яка	має	з	прямою	ВС	тільки	одну	спільну	точку.
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 10.	 Дано	пряму	а і	точку	А,	яка	не	лежить	на	ній.	Скільки	можна	провести	через	точку	
А	площин,	які	містять	пряму	а?
А)	одну;		 	 Б)	дві;	
В)	нескінченну	кількість;		 Г)	жодної.

 11.	 Точка	М	не	лежить	у	площині	трикутника	АВС.	Яким	є	взаємне	розміщення	прямих	
МА і	ВС?
А)	паралельні;		 	 Б)	мимобіжні;	
В)	перетинаються;		 	 Г)	можливий	будь-який	з	варіантів	А),	Б),	В).

	 12.	 У	просторі	задано	пряму	а	і	точку	М,	яка	не	лежить	на	ній.	Скільки	існує	різних	пря-
мих,	які	проходять	через	М	і	паралельні	прямій	а?
А)	жодної;	Б)	одна;	В)	нескінченна	кількість;	Г)	жодної	або	одна.

	 13.	 Точки	А,	В,	С,	D не	лежать	в	одній	площині.	Яким	є	взаємне	розміщення	прямих	АВ 
і	СD?
А)	перетинаються;		 	 Б)	паралельні;	
В)	мимобіжні;		 	 Г)	лежать	в	одній	площині.

	 14.	 Прямі	AD і	ВС — мимобіжні.	Яким	є	взаємне	розміщення	прямих	АС і	BD?
А)	перетинаються;		 Б)	паралельні;		 В)	мимобіжні;		 Г)	збігаються.

	 15.	 Вершини	А і	В,	а	також	точка	перетину	діагоналей	паралелограма	ABCD лежать	в	
одній	площині.	Чи	належать	цій	площині	точки	С	і	D?
А)	точка	С належить	цій	площині,	а	точка	D	—	ні;	
Б)	точка	D належить	цій	площині,	а	точка	С	—	ні;
В)	точки	С	і	D	належать	цій	площині;
Г)	точки	С	і	D	не	належать	цій	площині.

 16.	 Через	кінці	відрізка	АВ,	який	не	перетинає	площини	α, та	його	середину	С	проведено	
паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	відповідно	у	точках	А1,	В1,	С1.	Чому	
дорівнює	довжина	відрізка	СС1,	якщо	АА1	=	12	см,	ВВ1	=	16	см?
А)	8	см;	 Б)	14	см;		 В)	20	см;	 Г)	12	см.

 17.	 	Через	кінці	відрізка	АВ,	який	не	перетинає	площини	α, та	його	середину	С	проведено	
паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	відповідно	у	точках	А1,	В1,	С1.	Чому	
дорівнює	довжина	відрізка	АА1,	якщо	СС1	=	12	см,	ВВ1	=	16	см?
А)	8	см;		 Б)	14	см;	 В)	20	см;	 Г)	9	см.

 18.	 Через	кінець	А	відрізка	АВ проведено	площину	α,	а	через	кінець	В	і	внутрішню	точку	
С	відрізка	АВ —	паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	відповідно	в	точках	В1 
і	С1.	Чому	дорівнює	довжина	відрізка	ВВ1,	якщо	АС = 3	см,	АВ = 6	см,	СС1	=	4	см?
А)	12	см;	 Б)	2	см;		 В)	8	см;	 Г)	6	см.

 19.	 Прямі	а	і	b	перетинаються	в	точці	К.	Пряма	с,	яка	не	проходить	через	точку	К,	пере-
тинає	прямі	а	і	b.	Які	з	наведених	тверджень	істинні?
А)	прямі	а,	b	і	с не	лежать	в	одній	площині;
Б)	прямі	а,	b	і	с лежать	в	одній	площині;	
В)	точка	К	не	лежить	в	одній	площині	з	прямою	с;
Г)	жодне	із	цих	тверджень	не	є	істинним.
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	 20.	 Точка	С —	спільна	точка	площин	α	і	β,	що	перетинаються	по	прямій	а.	Які	з	наведених	
тверджень	є	істинними?
А)	точка	С	не	належить	прямій	а;
Б)	точка	С належить	обом	площинам,	але	не	належить	прямій	а;
В)	точка	С належить	прямій	а;
Г)	жодне	із	цих	тверджень	не	є	істинним.

	 21.	 Прямі	АВ і	CD не	лежать	в	одній	площині.	Яке	з	наведених	тверджень	є	істинним?
А)	точки	А,	В,	С	не	лежать	в	одній	площині;
Б)	точки	А,	В,	С	не	лежать	на	одній	прямій;
В)	точки	А, В, C, D не	лежать	в	одній	площині;
Г)	прямі	АС і	ВD перетинаються.

	 22.	 Відрізки	АВ,	SB,	SD,	AC перетинають	площину	α.	Які	ще	 із	зазначених	відрізків	
перетинають	площину	α?
А)	AS;	Б)	AD;	В)	BC;	Г)	BD.

	 23.	 Три	прямі	перетинаються	в	одній	точці.	Через	кожні	дві	з	них	проведено	площину.	
Скільки	всього	проведено	площин?
А)	одну	або	три;	Б)	дві;	В)	три;	Г)	безліч.

	 24.	 Прямі	а і	b,	b	і	с,	а і	с	перетинаються,	причому	точки	їхнього	перетину	не	збігаються.	
Яке	із	цих	тверджень	є	істинним?
А)	прямі	а,	b,	с	проходять	через	одну	точку;
Б)	точки	перетину	прямих	лежать	на	одній	прямій;
В)	прямі	а,	b,	с лежать	в	одній	площині;
Г)	прямі	а,	b,	с	не	лежать	в	одній	площині.

Варіант	2
 1.	 Через	три	точки	проведено	дві	різні	площини.	Як	розміщені	ці	точки?

А)	лежать	на	одній	прямій;		 Б)	не	лежать	на	одній	прямій;	
В)	можуть	бути	розміщені	по-різному;	 Г)	збігаються.

	 2.	 Дано	дві	перетинні	прямі	а	 і	b.	Через	точку	А,	що	лежить	на	прямій	а,	проведено	
пряму	с	паралельно	прямій	b.	Скільки	різних	площин	можна	провести	через	кожні	
дві	з	прямих	а,	b,	с?
А)	одну;		 Б)	дві;	 В)	нескінченну	кількість;	 Г)	жодної.

	 3.	 Скільки	різних	площин	можна	провести	через	пряму?
А)	одну;		 Б)	дві;	 В)	нескінченну	кількість;	 Г)	жодної.

	 4.	 Точка	М	не	належить	площині	чотирикутника	ABCD.	Яким	є	взаємне	розміщення	
прямих	МD і	ВС?
А)	перетинаються;	 Б)	паралельні;		 В)	мимобіжні;	 Г)	збігаються.

	 5.	 Дано	трикутник	АВС і	точку	К,	що	не	належить	площині	трикутника.	Скільки	існує	
різних	прямих,	які	проходять	через	точку	К і	паралельні	прямій	ВС?
А)	жодної;	 	 Б)	одна;	
В)	нескінченна	кількість;		 Г)	одна	або	безліч.
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 6.	 Дві	вершини	і	точка	перетину	діагоналей	трапеції	лежать	у	площині	α.	Яким	є	роз-
міщення	двох	інших	вершин	трапеції	відносно	площини	α?
А)	одна	вершина	лежить,	а	інша	не	лежить	у	площині	α;
Б)	обидві	вершини	лежать	у	площині	α	або	обидві	не	лежать	у	ній;
В)	обидві	вершини	не	лежать	у	площині	α;
Г)	обидві	вершини	лежать	у	площині	α.

 7.	 Площини	α	і	β	перетинаються	по	прямій	а.	Точка	А	лежить	у	площині	α	і	не	належить	
прямій	а.	Яким	є	взаємне	розміщення	точки	А і	площини	β?
А)	точка	А належить	площині	β;
Б)	точка	А не	належить	площині	β;
В)	точка	А	може	належати,	а	може	й	не	належати	площині	α.
Г)	за	цими	даними	визначити	неможливо.

 8.	 Прямі	АВ і	CD паралельні.	Яким	є	взаємне	розміщення	прямих	АС і	BD?
А)	перетинаються;		 	 Б)	паралельні;	
В)	мимобіжні;		 	 Г)	перетинаються	або	паралельні.

 9.	 Пряма	а,	яка	не	лежить	у	площині	трикутника	АВС,	перетинає	сторону	АВ.	Яким	є	
взаємне	розміщення	прямих	а	і	ВС?
А)	пряма	а	перетинає	пряму	ВС;	 Б)	прямі	а	і	ВС паралельні;
В)	прямі	а	і	ВС мимобіжні;	 Г)	прямі	а	і	ВС паралельні	або	збігаються.

 10.	 Прямі	а,	b	і	с перетинаються	в	точці	О.	Пряма	d,	яка	не	проходить	через	точку	О,	
перетинає	кожну	з	прямих	а,	b	і	с.	Як	розміщені	прямі	а,	b,	с,	d?
А)	прямі	а,	b,	с	і	d не	лежать	в	одній	площині;
Б)	прямі	а,	b,	с	і	d лежать	в	одній	площині;
В)	прямі	а,	b	і	d не	лежать	в	одній	площині;
Г)	прямі	а,	с	і	d не	лежать	в	одній	площині.

 11.	 Площини	α	і	β	перетинаються	по	прямій	а.	Пряма	b,	яка	лежить	у	площині	β,	пере-
тинає	площину	α	в	точці	С.	Де	розміщена	точка	С?
А)	на	площині	α,	але	не	лежить	на	прямій	а;
Б)	на	площині	α	і	лежить	на	прямій	а;
В)	може	лежати	на	прямій	а,	а	може	не	лежати	на	ній.
В)	поза	площиною	β.

	 12.	 Через	кінці	відрізка	АВ,	який	не	перетинає	площини	α, та	його	середину	С	проведено	
паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	відповідно	в	точках	А1,	В1,	С1.	Чому	
дорівнює	довжина	відрізка	СС1,	якщо	АА1	=	8	см,	ВВ1	=	10	см?
А)	6	см;		 Б)	12	см;		 В)	9	см;		 Г)	8	см.

	 13.		Через	кінці	відрізка	АВ,	який	не	перетинає	площини	α, та	його	середину	С	проведено	
паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	відповідно	в	точках	А1,	В1,	С1.	Чому	
дорівнює	довжина	відрізка	АА1,	якщо	СС1	=	14	см,	ВВ1	=	18	см?
А)	10	см;		 Б)	16	см;		 В)	22	см;		 Г)	9	см.

	 14.	 Через	кінець	А	відрізка	АВ проведено	площину	α,	а	через	кінець	В	і	внутрішню	точку	
С	—	паралельні	прямі,	які	перетинають	площину	α	відповідно	в	точках	В1	і	С1.	Чому	
дорівнює	довжина	відрізка	CC1,	якщо	АС = 14	см,	АВ = 18	см,	BB1	=	9	см?
А)	12	см;	 Б)	7	см;		 В)	28	см;		 Г)	8	см.
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	 15.	 Пряма	ВС лежить	у	площині	α,	а	точка	А	—	поза	площиною	α.	Яке	з	наведених	
тверджень	істинне?
А)	пряма	АВ не	має	спільних	точок	з	площиною	α;
Б)	пряма	АС перетинає	площину	α;
В)	прямі	АС і	ВС не	перетинаються;
Г)	точки	А,	В,	С	не	лежать	в	одній	площині.

 16.	 Скільки	всього	різних	площин	можна	провести	через	пряму	а	і	точку	А,	яка	лежить	
на	прямій	а?
А)	одну;	 	 Б)	дві;	
В)	нескінченну	кількість;		 Г)	жодної.

 17.	 Прямі	АВ і	CD не	лежать	в	одній	площині.	По	якій	прямій	перетинаються	площини	
АВD і	ВCD?
А)	АВ;		 Б)	CD;		 В)	ВD;		 Г)	АD.

 18.	 Задано	 три	 точки	А,	В,	С.	Скільки	площин	можна	провести	через	ці	 точки,	якщо	
АВ = 8	см,	ВС = 17	см,	АС = 9	см?
А)	одну;		 	 Б)	дві;	
В)	нескінченну	кількість;		 Г)	жодної.

 19.	 Точки	А, В, C, D не	лежать	в	одній	площині.	Яке	з	наведених	тверджень	є	істинним?	
А)	точки	А, В, C	не	лежать	в	одній	площині;
Б)	прямі	АC і	ВD перетинаються;	
В)	прямі	АC і	ВD не	перетинаються;
Г)	точки	А, В, C	не	лежать	на	одній	прямій.

	 20.	 Відрізки	АВ,	АС,	SB і	BD перетинають	площину	α.	Який	ще	із	зазначених	відрізків	
перетинає	площину	α?
А)	ВС;		 Б)	CD;		 В)	АD;		 Г)	SD.

	 21.	 Скільки	всього	площин	можна	провести	через	 кожні	 три	 із	чотирьох	точок,	які	не	
лежать	в	одній	площині?
А)	дві;		 	 Б)	три;	
В)	чотири;		 	 Г)	нескінченну	кількість.

	 22.	 Пряма	с	перетинає	пряму	а	і	не	перетинає	пряму	b,	паралельну	прямій	а.	Яким	є	
взаємне	розміщення	прямих	b	і	с?
А)	паралельні;		 	 Б)	перетинаються;	
В)	мимобіжні;		 	 Г)	перетинаються	або	збігаються.	

	 23.	 Прямі	а	і	b	—	паралельні,	а	прямі	b і с —	не	паралельні.	Яким	є	взаємне	розміщення	
прямих	а	і	с?	
А)	перетинаються;		 	 Б)	мимобіжні;	
В)	паралельні;		 	 Г)	перетинаються	або	мимобіжні.

	 24.	 Прямі	а	і	b	не	лежать	в	одній	площині.	Прямі	с	і	d	перетинають	кожну	з	прямих	а	і	b.	
Яке	із	цих	тверджень	істинне?
А)	прямі	а	і	с	не	лежать	в	одній	площині;
Б)	прямі	b	і	с	не	лежать	в	одній	площині;
В)	прямі	с і	d	не	лежать	в	одній	площині;
Г)	прямі	с і	d не	перетинаються.
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Примірні	заздання	для	контрольної	роботи	№1

 1.	 	а)	Відомо,	що	через	точки	A,	B,	C проходять	дві	різні	площини.	Доведіть,	що	тоді	
через	ці	точки	проходить	безліч	площин.	Як	розміщені	точки	A,	B,	C?	

 	 б)	Відомо,	що	через	пряму	а	і	точку	А	проходить	кілька	площин.	Доведіть,	що	тоді	
через	пряму	а	і	точку	А	проходить	безліч	площин.	Як	розміщені	пряма	а	і	точка	А?	

	 2.	 	а)	Пряма	m	перетинає	сторону	AB	паралелограма	ABCD.	Яким	може	бути	взаємне	
розміщення	прямих	m	і	CD?	Відповідь	обґрунтуйте.

 	 б)	Пряма	l	перетинає	основу	BC	трапеції	ABCD.	Яким	може	бути	взаємне	розміщення	
прямих l	і	AD?	Відповідь	обґрунтуйте.

	 3.	 	а)	Прямі	a	і	b —	мимобіжні.	Точки	A1,	A2	лежать	на	прямій	a,	а	точки	B1,	B2	—	на	пря-
мій	b.		Як	розміщені	прямі	A1B1	та	A2B2 одна	відносно	одної?	Відповідь	обґрунтуйте.

 	 б)	Прямі	a	і	b —	мимобіжні.	Точка	А	лежить	на	прямій	a,	а	точка	B	—	на	прямій	b.	
Через	точку	А	і	пряму b,	а	також	через	точку	В	і	пряму	a	проведено	площини	α	і	β 
відповідно.	Чи	можуть	площини	α	і	β	збігатися?	Відповідь	обґрунтуйте.

	 4.	 	а)	Чи	існують	такі	дві	паралельні	прямі,	кожна	з	яких	перетинає	дві	задані	мимобіжні	
прямі?	Відповідь	обґрунтуйте.

 	 б)	Пряма	c	перетинає	обидві	мимобіжні	прямі	a	і	b.	Доведіть,	що	будь-яка	пряма	d,	
яка	паралельна	прямій	c,	мимобіжна	принаймні	з	однією	із	прямих	a	і	b.

	 5.	 	 а)	Через	вершини	паралелограма	проведено	паралельні	прямі,	які	 перетинають	
площину,	що	не	має	з	паралелограмом	спільних	точок.	Довжини	відрізків,	що	на-
лежать	цим	прямим	і	проведені	від	трьох	послідовних	вершин	паралелограма	до	
площини,	дорівнюють	25	см,	46	см	і	51	см.	Визначте	довжину	такого	самого	відрізка	
від	четвертої	вершини	паралелограма	до	цієї	площини.

 	 б)	Через	вершини	паралелограма	і	точку	перетину	його	діагоналей	проведено	паралельні	
прямі,	які	перетинають	площину,	що	не	має	з	паралелограмом	спільних	точок.	Довжини	
відрізків	цих	прямих	від	двох	сусідніх	вершин	і	точки	перетину	діагоналей	паралелограма	
до	площини	дорівнюють	відповідно	63	см,	47	см	і	49	см.	Визначте	довжини	таких	самих	
відрізків	від	двох	інших	вершин	паралелограма	до	цієї	площини.



 §4.	 Взаумне	розміщення	прямої	і	площини

Якщо дві точки прямої належать площині, то, за 
ознакою належності прямої площині, усі точки цієї 
прямої належать даній площині. Якщо якась точка 
прямої лежить поза площиною й існує точка прямої, 
що належить цій площині, то пряма перетинає дану 
площину (в одній точці). Логічно допустимою зали-
шається третя можливість — коли пряма і площина 
не мають жодної спільної точки.

Означення
(паралельних прямої і площини).

Якщо пряма і площина не мають жодної 
спільної точки, то вони називаються пара-
лельними.

Відрізок (чи промінь) вважається паралельним 
площині, якщо він належить прямій, паралельній 
цій площині.

Паралельність прямої а і площини α символічно 
позначають так: a || α.

На думку про можливість паралельності прямої 
та площини наводять і буденні спостереження. 
Наприклад, лінії перетину стін кімнати зі стелею 
видаються паралельними площині підлоги, а туго 
натягнуті електричні проводи — площині рівної 
поверхні землі (рис. 1.28).

А що така можливість у стереометрії справді 
реалізовується, випливає з наступної теореми.

Теорема	1
(ознака паралельності прямої і площини).

Якщо пряма, яка не лежить у площині, пара-
лельна якій-небудь прямій цієї площини, то 
вона паралельна і самій площині.

Хто добре знає пряму, той 
не стикнеться з труднощами у 
геометрії.

Гаспар Монж
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Доведення. Нехай пряма а не лежить у площи-
ні α, пряма b лежить у площині α, і a || b (рис. 1.29). 
Доведемо, що a || α.

Оскільки пряма а не лежить у площині α, то а і α 
мають не більше однієї спільної точки. Припустимо, 
що така єдина спільна точка існує, тобто пряма а пе-
ретинає площину α. Тоді, за теоремою про перетин 
площини паралельними прямими, цю площину α 
перетинає і паралельна а пряма b. Але, за умовою, 
пряма b належить α. Дійшли суперечності. Отже, 
пряма а не перетинає α, тобто a || α. Теорему до-
ведено.

Тепер зрозуміло, що, взявши, наприклад, дві 
перетинні площини α і β та провівши у площині β 
довільну пряму а, паралельну прямій b перетину цих 
площин, матимемо паралельні пряму a і площину 
α (рис. 1.30).

Часто при розв’язуванні задач буває корис-
ною теорема, обернена до ознаки паралель-
ності прямої і площини.

Теорема	2
(обернена до ознаки паралельності пря­
мої і площини).

Якщо пряма паралельна площині, то у цій пло-
щині існує пряма, паралельна даній.

Доведення. Нехай пряма а паралельна площині 
α (рис. 1.31). Візьмемо у площині α довільну точку 
А. Через точку А і пряму а проходить площина β. Ця 
площина не збігається з α, оскільки проходить через 
пряму а, що не належить α. Отже, β перетинає α 
по деякій прямій b, що містить точку А. Покажемо, 
що b || a.

Прямі а і b лежать в одній площині β і не збіга-
ються, оскільки точка А прямої b не належить прямій 
а. Якби вони перетиналися, то точка перетину була 
б спільною для прямої а і площини α. Але це немож-
ливо, оскільки a || α. Тому a || b. Теорему доведено. 
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Наслідок.	
Якщо пряма паралельна площині, то через 
кожну точку, взяту на цій площині, проходить 
пряма площини, паралельна даній прямій.

Справді, кожна пряма с площини α, яка паралель-
на побудованій прямій b (див. рис. 1.31), за теоремою 
про транзитивність відношення паралельності прямих, 
буде паралельною і прямій а. 

оззвяззумо разомP

Задача.
Довести, що коли дві площини β і γ проходять 
через пряму а, паралельну площині α, і перетина-
ють цю площину (рис. 1.32), то відповідні прямі 
b і с перетину паралельні прямій а. Навпаки, 
якщо b || c, то а || α.

Розв’язання. Прямі а і b належать площині β 
і в ній не перетинаються. Справді, якби вони пере-
тиналися, то точка перетину належала б і прямій 
а, і площині α. Але, за умовою, a || α. Отже, a || b.

Аналогічно доводимо, що a || c. Тоді, за ознакою 
паралельності прямих, b || c.

Нехай тепер площини β і γ, які перетинаються 
по прямій а, перетинають площину α по паралель-
них прямих b і с. Потрібно довести, що тоді a || α. 
Оскільки b || c, то, за ознакою паралельності прямої 
і площини, b || γ. Отже, з прямою a ⊂ γ пряма b не 
перетинається. Крім цього, прямі а і b лежать в одній 
площині β. Тому а || b. Тоді, за тією самою ознакою 
паралельності прямої і площини, a || α. Твердження 
задачі доведено повністю.

Вивчення геометрії наближає 
до безсмертних богів.

Платон

Якби мені довелося знову розпо­
чати своє навчання, то я послу­
хався б поради Платона і взявся 
б спочатку за математику як 
науку, яка вимагає точності і 
вважає за правильне тільки те, 
що як наслідок випливає з уже 
доведеного.

Ґалілео Ґалілей
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С т о р і н к и  і с т о р і ї

Платон	і	Аристотель	про	зміст	геометрії

Не поділяючи думки Геродота про «практичне» по-
ходження геометрії, Аристотель був ще категоричнішим 
у визначенні завдань цієї науки. У цьому він повністю 
солідаризувався зі своїм знаменитим учителем Плато-
ном, який завданням науки вважав осягнення вищих 
істин, не зв’язаних з житейськими проблемами.

Для науки про вимірювання землі Аристотель 
запропонував іншу назву — «геодезія» (дослівно: «по-
діл, межування землі»). З цією назвою, хоч і з дещо 
ширшими функціями, ця наука існує й досі. Натомість 
геометрія здобула статус суто теоретичної науки, яка 
при потребі може застосовуватися і для практичних 
потреб, наприклад, в тій самій геодезії. Але основним 
її призначенням було пізнання першооснов буття, 
а також розвиток самого мислення. Адже мислення 
вважалося тоді єдиним знаряддям для досягнення 
достовірного знання. 

Аристотель був найвидатнішим учнем (і товари-
шем) Платона. Але потім радикально розійшовся з 
ним у поглядах на основні філософські проблеми бут-
тя і пізнання, нібито сказавши при цьому крилату фра-
зу: «Платон — мій друг, але істина — дорожча».

Платон учив, що оскільки у навколишньому світі, 
який ми сприймаємо за допомогою органів чуттів, усе 
безперервно змінюється (як влучно сказав Геракліт, 
«і в одну річку не можна увійти двічі»), то вивчати 
такий світ не має сенсу. Вивчати ж потрібно те, що 
є незмінним. За Платоном, це — світ ідей, тобто 
ідеальних образів і форм. Цей світ існує окремо від 
матеріального світу. Останній же є лише недоскона-
лим і мінливим утіленням ідеального світу, доступним 
людським органам чуттів. Пізнання ж ідеального 
світу можливе лише за допомогою найдосконалішого 
інструменту — мислення. Будь-які спостереження 
за реальним світом мають сенс лише настільки, на-
скільки вони сприяють прагненню розгледіти обриси 
цього ідеального світу.

Що є кращого? — Вивчивши ми­
нуле, звести його з теперішнім.

Козьма Прутков

Погруддя Платона.
(Національний парк «Ñофіївка»,  

м. Умань, Черкаська обл.)
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Погоджуючись із Платоном у тому, що ідеальні 
форми мусять існувати, Аристотель, проте, не відри-
вав їх від матерії, а вважав, що матерія містить їх у 
собі — як насіння містить у собі ідею рослини, яка 
з нього проростає. Матерія, за Аристотелем, не без-
формна маса, а напружена субстанція, в якій постійно 
втілюються (проростають) нові форми. Саме в цьому 
й полягала основна причина «ідейної» суперечки між 
учителем Платоном і учнем Аристотелем.

Суперечка ця, однак, жодним чином не ставила під 
сумнів значення геометрії — і як науки про ідеальні 
просторові форми, і як засобу для розвитку логічного 
мислення. Переповідають, що над входом до своєї 
школи мудрості в Афінах — Академії — Платон 
звелів викарбувати лозунг: «Не заходь, не обізна-
ний з геометрією». А одному з бажаючих вступити 
до Академії він сказав: «Іди геть! Ти не знаєш гео-
метрії, отже, в тебе немає знаряддя для вивчення 
філософії».

Ні Платон, ні Аристотель самі активно математи-
кою не займалися. Проте їхній авторитет незмірно 
сприяв підтримці постійного інтересу до математич-
них проблем. Крім того, вони справили значний вплив 
і на саму методологію математичних досліджень.

Саме в Академії Платона виникла ідея створення 
систематичного курсу геометрії, тобто курсу, побу-
дованого на аксіоматичній основі за чіткою логічною 
схемою, в якій кожне наступне твердження виво-
диться з попередніх логічним шляхом. Навіть сам 
термін «аксіома» вперше зустрічаємо в Аристотеля. 
Філософ уживав його в значенні «самоочевидної, 
незаперечної істини». Сукупність таких істин покла-
далася в основу науки. Все інше повинно виводитися 
з аксіом суто логічним шляхом. Цю ідею блискуче 
реалізував Евклід, який замолоду слухав Аристотеля, 
а, може, — і Платона. 

Аристотель також звернув увагу на необхідність 
прийняття лише конструктивних означень. Стосовно 
геометрії це означало, що з прийняттям кожного 
нового описового означення повинні вказуватися й 
конкретні побудови (конструкції), які б ілюстрували 
те, що фігури чи відношення, які вводяться цим 
означенням, насправді існують. Цього правила безза-

Постаті Платона й Аристотеля 
посідали центральне місце в культурі 
античного світу. Так їх зобразив 
і Ðафаель на знаменитій фресці 
«Афінська школа» (див. форзац) — 
у товаристві численних учених 
і мудреців, серед яких на передньому 
плані і знамениті математики: Піфагор 
(зліва, з книгою на коліні) та Архімед 
(справа, схилився над кресленням). На 
небо, апелюючи таким способом до 
ідей, вказує Платон. У руці в нього 
книга — діалог «Тімей», в якому 
він докладно виклав своє вчення. На 
землю показує Аристотель, тримаючи 
у лівій руці том «Åтики». 

Так і крокують вони разом через 
віки, сперечаючись і доповнюючи 
один одного, символізуючи єдність 
небесного і земного в науці.
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стережно дотримувався й Евклід. За цим принципом 
викладено матеріал і в нашому підручнику.

Як уже згадувалося, Платону належить і сам 
термін «стереометрія». Його утворено від грецьких 
слів «стереос» («тілесний», «просторовий») і «метрео» 
(«вимірюю»). Термін «планіметрія» з’явився значно 
пізніше — за доби Середньовіччя, і був утворений від 
латинського слова planum, тобто «площина».

Протиставлення геометрії та стереометрії відпо-
відало основній рисі філософського вчення Платона, 
в якому обґрунтовувалася принципова відмінність 
«нижнього» і «вищого» світів. Проте геометрії цих 
світів, тобто планіметрія і стереометрія, виявилися 
навдивовижу взаємопов’язаними. Загалом можна 
стверджувати: стереометрія значною мірою ґрунту-
ється на планіметрії. Цей факт фіксується в одній із 
аксіом стереометрії у цьому підручнику.

Планіметрію інколи напівжартома називають «гео-
метрією мотузки», а стереометрію — «геометрією 
світлових променів». Йдеться про те, що фізичними 
прообразами прямих у планіметрії виступають туго 
напнуті мотузки, послуговуючись якими колись про-
водили вимірювання на місцевості, а в стереометрії — 
світлові промені. Винятковою особливістю нашого 
світу є те, що «геометрія мотузки» узгоджується 
з «геометрією світлових променів». Відтворена тут 
ілюстрація з російського математичного рукопису 
XVІI ст. досить красномовно відображає цю обста-
вину.

Такий глибинний внутрішній зв’язок між сте-
реометрією і планіметрією проявляється і в самій 
методології обґрунтування стереометричних фактів, 
яка істотно спирається на планіметрію. Дуже вдалою 
ілюстрацією цієї методології може слугувати гравюра 
М. Ешера «Рептилії», яка служить заставкою до 
цього розділу. Плоскі ящірки з іншого знаменитого 
рисунка цього ж художника, залишеного на столі 
серед інших предметів — книг, кутника, пляшки, 
моделі багатогранника (додекаедра), поступово 
виходять з площини, стають об’ємними, повзуть 
по столі і, зробивши коло, знову поринають у свій 
двовимірний світ. Для з’ясування й обґрунтування 
стереометричних фактів дуже часто доводиться «за-
нурюватися» у планіметрію.

Алегоричне зображення геометрії. 
Ілюстрація з російського 

математичного рукопису ÕVІІ ст.

Геометрія залишається основ­
ним джерелом розвитку багатої 
і плідної математичної інтуїції, 
яка, у свою чергу, надає ще 
біль ші творчі сили математикам. 
Більшість математиків мислить 
геометричними схемами, навіть 
якщо і сліду не лишається від 
цього «будівельного» риштування, 
коли вони подають остаточний 
результат міркувань в аналітичній 
формі. Вислів Платона, що «гео мет­
рія наближає розум до істини», все 
ще залишається в силі.

Морріс Клайн




