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Передмова

Øàíîâí³ äðóç³! Ви розгорнули підручник з геометрії, науки, яка споконвіку 
враæала людськиé розум своєю досконалістю. З давніõдавен геометрія 
вваæалася неперевершеною школою мудрості, а її вивчення розвивало é шлі
ôувало мислення. Ïереказують, ùо над вõодом до Àкадемії, яку заснував 
видатниé давньогрецькиé ôілосоô Ïлатон, був напис: «Не заõодь, не обізнаниé 
з геометрією!». 

За ùо æ так цінували цю науку? — За те, ùо вона розвивала мистецтво 
аргументації, а аргументація була основою того нового демократичного су
спільства, яким так пишалися греки і яке вони всіляко протиставляли сõідним 
деспотіям. Символічно, ùо серед сімоõ легендарниõ мудрецівзаконодавців, 
котриõ греки вваæали своїми дуõовними учителями, на першому місці вони 
завæди називали ім’я Фалеса, якиé, власне, законодавцем і не був. Фалес 
був ученим і, як ствердæують легенди, логічно довів лише декілька простиõ 
геометричниõ істин. Однак цим він продемонстрував здатність людського 
розуму відшукувати об’єктивну істину, і цеé постулат став основою заõідної 
цивілізації.

Отже, навчаючись геометрії, ви навчатиметеся мистецтву аргумен
тації, яке є базовою цінністю сучасного демократичного суспільства.

Ïереміùаючись «машиною часу» далі, потрапляємо у ХVІІ ст. Виникло нове 
природознавство: Галілеé, Кеплер, Декарт, Ïаскаль, Ньютон… À давня геометрія 
не тільки не стала осторонь новиõ тенденціé, а é перетворилася на теоретичну 
основу експериментальної науки, залишаючись водночас основою раціоналістичної 
ôілосоôії. Своєрідне відобраæення цієї нової тенденції знаõодимо у розповідяõ 
про мандри казкового Гуллівера, героя роману Дæонатана Свіôта. Ïрибувши 
на літаючиé острів Ëапуту, Гуллівер наéбільше здивувався тому, ùо все æиття 
éого мешканців оберталося довкола геометрії. Навіть їõня буденна мова рясніла 
геометричними термінами. Та якби Гуллівер був нашим сучасником, то такого 
подиву, мабуть, у нього і не було б. Тепер геометричними термінами пронизані 
не тільки природничі і теõнічні науки, а é гуманітарні, мистецтвознавство, мова 
ùоденного спілкування. Ось лише наéпоширеніші слова, які побутують у нашому 
мовленні é запозичені з геометрії: аксіома, паралелі, плоùина, вектор, сôера, 
координати, ôокус, полюс, сектор, вимір, багатовимірність, симетрія тоùо. Ïевна 
річ, аби правильно розуміти і вæивати ці слова, потрібно знати їõніé первісниé 
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геометричниé зміст. «Книга природи», — як влучно зауваæив ¥алілеé, «написана 
мовою геометрії». 

Отæе, навчаючись геометрії, ви прилучатиметеся до надбань світової 
культури, ставатимете обізнаними é компетентними у тиõ питанняõ, в якиõ 
без цього відчували б себе немовби прибульцями із варварськиõ епоõ.

І ось ми… у ХХІ ст. Комп’ютерна граôіка і дизаéн, заõмарні арõітектурні 
споруди, мобільниé зв’язок, GPSнавігація, проникнення у глибини космосу 
і матерії… Геометричні ідеї і принципи леæать в основі і циõ надбань. Вивчаючи 
геометрію, ви в цьому не раз переконаєтеся.

Отæе, і з практичної точки зору геометрія необхідна.

Навчання мистецтву аргументації, прилучення до надбань світової культури 
і практичні застосування геометрії — це ті основні завдання, які ставляться у 
цьому підручнику. Вони невіддільні одне від одного, як невіддільні, рівнозначні 
і взаємодоповнюючі Віра, Надія і Ëюбов у õристиянськіé моралі. Ïогортаéте 
підручник, і ви навіть за ілюстративним матеріалом помітите, ùо коæному із 
зазначениõ завдань відведено налеæне місце.

Ïо всьому тексту ви помітите низку розпізнавальниõ знаків, які мають 
своє символічне значення:

Ðубрику вправ і задач усюди супроводæуватиме богиня мудрості Àôіна. 
Вибрано рельєôне зобраæення Àôіни з геометричними атрибутами — кут
ником, циркулем, лініéкою і сôерою, створене ФіліппомÐоланом Ðоландом 
для заõідного ôасаду паризького Ëувра.

Задачі і вправи розміùені в кінці коæного параграôів за порядком наростан
ня їõньої складності. Наéпростіші з ниõ (у тому числі é усні вправи) позначені 
світлим круæечком (вони відповідають початковому і середньому рівням на
вчальниõ досягнень), а складніші — темним (вправи високого рівня навчальниõ 
досягнень). Якùо æ біля номера немає спеціального позначення, то ця вправа 
відповідає достатньому рівню. У кінці коæного розділу подані типові завдання 
для контрольниõ робіт (у двоõ варіантаõ). Учні, які ознаéомляться з ними 
заздалегідь, будуть застраõовані від неприємниõ «сюрпризів» на контрольніé.

×имало задач у підручнику подається з розв’язаннями. Відповідна рубри
ка «Ðозв’язуємо разом» позначена красномовною світлиною з учителькою 
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і ученицею, які разом розв’язують задачу. На поданиõ у тексті прикладаõ 
демонструються застосування встановлениõ теоретичниõ ôактів, а в окремиõ 
випадкаõ — і корисні додаткові відомості та загальні підõоди до розв’язування 
гео метричниõ задач.

У підручнику є матеріал «Для тиõ, õто õоче знати більше». Він розраõова
ниé на учнів, які вæе зараз, не чекаючи старшиõ класів, õочуть дізнаватися 
про математику більше. Ці тексти подаються на æовтому і блакитному тлі та 
супроводæуються портретом геніального українського математика Ìиõаéла 
Остроградського. Життєвиé шляõ цього вченого переконливо свідчить, ùо 
успіõи в науці не залеæать від місця народæення дослідника: Остроградськиé 
народився на õуторі, а навчався і працював — у столицяõ.

Крім навчального матеріалу, підручник містить спеціальну рубрику 
«Сторінки історії». Її супроводæує муза історії Кліо зі знаменитої картини 
Генріõа Семирадського «Ïарнас» (картина прикрашає завісу Ëьвівського 
оперного театру). Ìуза тримає книгу é перо, а промовистим поруõом лівої 
руки немовби запрошує озирнутися назад. Ознаéомлення з поданими в ціé 
рубриці відомостями розширить ваш кругозір, допомоæе збагнути ваæли
ві внутрішні мотиви розвитку математики. À це, у свою чергу, сприятиме 
глибшому розумінню науки.

У кінці коæного розділу подається зведениé перелік усього вивченого 
теоре тичного матеріалу, а в рубриці «Ïеревір себе» — запитання для само
контролю. Цю рубрику супроводæує зобраæення міôічної пташкиСôінкса 
з погруддям æінки і тулубом лева, яка, за переказами, пропускала далі лише 
тиõ подороæніõ, õто правильно відповів на її запитання.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàé
äàâí³øиõ, íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Зірка геометрії. 
Фрагмент композиції Ігоря Макаревича та Олени Єлагіної 

«Геометрія космосу» (2008 р.)

Зображені у цій композиції креслярські прилади — лінійка, транспортир і косинець — допомагати-
муть нам фіксувати ті основні фігури на площині та їхні властивості, які слугують основою геометрії.



Розділ І
Елементарні геометричні 
фігури та їхні властивості

  Вступ

 «Ìислю — отæе, існую» — так коротко õаракте
ризував сутність людського буття знаменитиé ôран
цузькиé ôілосоô і математик XVII ст. Ðене Декарт. 
Цим він ствердæував, ùо справæнє æиття людини 
невід’ємне від мислення і немоæливе без нього. 

Ìислення багатогранне, як багатогранниé світ 
довкола нас. À оскільки ми æивемо у просторі, то 
повинні вміти мислити é просторовими образами. 
Особливо, якùо прагнемо не тільки пристосовуватися 
до умов, а é пізнавати, удосконалювати світ.

Ïросторові образи описують за допомогою гео
метричних фігур. Ïрикладами геометричниõ ôігур 
є трикутники, прямокутники, кола, паралелепіпеди, 
кулі. Наука про геометричні ôігури називається 
геометрією.

Зародки геометрії виникли дуæе давно, ùе коли 
головними просторовими образами, з якими людині 
доводилося мати справу, були ділянки землі. Звідси 
é назва «геометрія», ùо в перекладі з грецької якраз 
і означає «вимірювання землі». Ïроте з часом до цієї 
первісної геометрії долучалися нові ôігури. З удоско
наленням будівництва геометричні ôорми здіéмалися 

Рене Декарт. Молоді роки. 
Портрет невідомого  

художника 
(Музей августинців  

у Тулузі)
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вгору, з успіõами астрономії — поширювалися на 
космічні простори, з розвитком ôізики занурювалися 
углиб матерії.

Ïридивіться до будьякої арõітектурної споруди чи 
ансамблю і ви побачите, як гармоніéно поєднуються 
у ниõ численні лінії та інші деталі — відрізки, дуги, 
кути, трикутники, прямокутники, круги, паралелепі
педи, призми тоùо. Отæе, у вас уæе є певниé гео
метричниé інструментаріé для осми сленого сприé
няття просторової конструкції. Àле чи змоæете ви 
пояснити, як підібрані та припасовані ці деталі, як 
розраõовані їõні розміри? Те саме моæна спитати 
стосовно плану вашого парку, проектування спор
тивного чи торговельного комплексу тоùо.

  À як знаõодять відстані до недоступниõ об’єк
тів, як визначили розміри Землі та іншиõ планет, як 
створюють геограôічні та астрономічні карти?

Нарешті, як ôункціонує комп’ютерна граôіка — 
цеé невичерпниé сучасниé ресурс для проектування 
é зобраæення геометричниõ ôігур?

Ðозуміння циõ речеé потребує глибокого ви
вчення геометрії. Ìало закріпити в пам’яті назви 

Фрагмент архітектури 
готичного собору

Ансамбль Свято-Успенської Почаївської Лаври Ансамбль Маріїнського 
палацу в Києві

Архітектурний проект, 
побудований засобами  

3D-комп’ютерної графіки
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геометричниõ ôігур та навчитися їõ розпізнавати, на
віть, зобраæати. Ïотрібно ùе é уявляти, як встанов
люються зв’язки міæ різними їõніми складовими і як 
на основі циõ зв’язків ôігури конструюються. Це так 
само, як для вправного володіння мовою недостатньо 
лише певного словникового запасу, а потрібне зна
ння граматики та синтаксису, або як для музичної 
творчості недостатньо лише нотної грамоти é набору 
«акордів», а необõідне знання основ композиції.

Тому вивчення геометрії потрібно розпочинати 
з детального розгляду наéпростішиõ геометричниõ 
ôігур, аби потім моæна було крок за кроком переõо
дити до складнішиõ ôігур і з’ясовувати, як ці склад
ніші конструюються з наéпростішиõ.

До наéпростішиõ геометричниõ ôігур налеæать 
точки, прямі і плоùини, а такоæ відрізки, промені 
і кути. Ці ôігури é будуть предметом вивчення у пер
шому розділі.

 §1. Площина. Точки і прямі

Площину ми будемо уявляти у вигляді великого 
розгорнутого аркуша або класної дошки, вваæаючи, 
ùо її моæна скільки завгодно продовæити у будьяко
му напрямку. Вваæатимемо такоæ, ùо всі геометрич
ні ôігури розміùені на плоùині. Ïлоùина — латин
ською «планум». Тому ту частину геометрії, в якіé 
вивчаються ôігури на плоùині, називають планіме
трією. Стереометрія, тобто геометрія у просторі, 
вивчається у старшіé школі.

Найелементарнішими фігурами на плоùині вва
æаються точ ки і прямі лінії, або просто прямі. За 
допомогою ниõ конструюються усі інші плоскі ôігури. 

Уваæається, ùо точка не має розмірів, õоч на 
рисункаõ точки зобраæуються невеликими круæеч
ками. Знаменитиé давньогрецькиé учениé Евклід, 

Вгорі. Дзвіниця Джотто  
у Флоренції.

Внизу. Барельєф  
Ніно Пізано (1315–1368) 

«Евклід»  
на нижньому ярусі дзвіниці 

Джотто.
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якиé написав першиé підручник з геометрії, називав 
точкою «те, ùо не має частин». Точки моæна уявляти 
як сліди на аркуші від тонко загостреного олівця. На 
площині існує безліч точок.

Точки позначають великими літерами латинського 
алôавіту. На рис. 1.1 зобраæено деяку ôігуру і позна
чено декілька її точок: A, B, C, D, E, K, M.

Уявлення про пряму дає лінія, проведена під лі
ніéку (рис. 1.2). Однією з наéголовнішиõ властивос
теé прямої є те, ùо вона цілком визначається двома 
своїми точками:

чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿ
ìó, ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.

Цю властивість називають властивістю прове
ден ня прямої. 

На властивості проведення прямої засновується 
простиé практичниé спосіб для перевірки правильності 
лініéки або обробки реéки, бруса тоùо. Якùо через 
дві точки провести під лініéку дві лінії, порізному роз
міùуючи лініéку, як показано на рис. 1.3, і ці лінії не 
зіллються, то лініéка неправильна. 

Властивість проведення прямої передбачає, ùо 
пряма не має ніякої товùини, бо інакше коæна тов
ùина визначала б свою лінію, яка проõодить через 
ті самі точки. 

Ïрямі позначають або двома великими літера
ми, якими позначені якінебудь дві точки прямої, 
або однією малою латинською літерою. На рис. 1.4 
зобраæено дві прямі — пряму AB (її моæна такоæ 
позначити як ВА) і пряму l.

Як і плоùина, пряма вваæається необмеæеною, 
õоча на рисунку, звісно, зобраæується лише певна 
обмеæена частина прямої. Як і на плоùині, на кож
ній прямій існує безліч точок. 

Якùо якась точка леæить на пряміé, то каæуть 
такоæ, ùо ця точка належить пряміé, або ùо пряма 
проходить через цю точку. На рис. 1.5 зобраæено 
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дві точки А і В, які налеæать пряміé l, а такоæ дві 
точки P і Q, які не налеæать їé.

Із властивості проведення прямої випливає, ùо дві 
різні прямі моæуть мати ùонаéбільше одну спільну 
точку. Справді, якби вони мали дві спільні точки, то 
збігалися б, оскільки через дві точки моæна провести 
лише одну пряму.

Ïро дві прямі, які мають одну спільну точку, 
каæуть, ùо вони перетинаються у ціé точці. На 
рис. 1.6 зобраæено дві прямі m і n, які перетина
ються у точці Р.

Якùо прямі не мають æодної спільної точки, то 
вони називаються паралельними (в дослівному пе
рекладі з грецької — «éдуть поруч»). На рис. 1.7 
зобраæено паралельні прямі a і b. Скільки б не про
довæувати зобраæення паралельниõ прямиõ, вони 
ніколи не перетнуться.

Уявлення про плоùину дає не тільки аркуш па
перу, стіл або класна дошка. Ïлоùину моæе пред
ставляти будьяка інша рівна поверõня, наприклад, 
стелі, стіни, підлоги, спортивного маéданчика, навіть 
просто рівної відкритої місцевості.

Так само é точки моæуть представлятися не тільки 
слідами від олівця, а é іншими реальними об’єктами, 
розмірами якиõ моæна знеõтувати. Звісно, тоді про
ведення прямиõ виглядатиме поіншому. На цьому 
ґрунтуються практичні застосування геометрії. 

Наприклад, під час розбивки газонів, доріæок, ôун
даменту під забудову тоùо точки ôіксують кілками, 
а прямі проводять за допомогою мотузок (шнура) 
(рис. 1.8). Àналогічно чинять малярі (рис. 1.9, а–б), 
напинаючи шнур, змаùениé креéдою, міæ точками, 
через які потрібно провести пряму, а потім відпуска
ючи éого. У коæному із такиõ застосувань виõодить 
така собі «мотузяна» геометрія. 
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Ïринципово інакше діють геодезисти. Вони ôіксують 
точки довгими палицями — віõами, а прямі «провішу
ють» за допомогою візування. À саме: визначивши пря
му двома віõами А і В, інші віõи С, D, … ставлять міæ 
ними так, ùоби при спостереæенні ізза віõи А вони 
закривали віõу В (рис. 1.10, а). За допомогою візування 
проводять і топограôічні зéомки для складання планів 
місцевості або «прив’язки» до місцевості нового об’єкта 
для будівництва (рис. 1.10, б). Таку геометрію умовно 
моæна назвати «променевою», оскільки роль прямиõ 
у ніé відіграють зорові промені.

Те, ùо «мотузяна» геометрія збігається із «про
ме невою» — радше ùаслива випадковість, ніæ не
обõідність. Неваæко уявити собі такі ôізичні умови, 
за якиõ цього не було б. Наприклад, такого не було 
б на планеті Ìаленького Ïринца з відомої повісті 
Àнтуана де СентЕкзюпері (рис. 1.11). Ця планета 
була дуæе маленькою, а тому шнур, напнутиé міæ 
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двома її точками, відõилявся б від зорового променя 
міæ ними. Те само стосується é нашої планети Земля, 
якùо брати її у великиõ масштабаõ. 

Для великиõ земниõ масштабів існує інша гео
метрія — сферична, яка суттєво відрізняється від гео
метрії на плоùині, тобто від планіметрії. Відмінність 
проявляється уæе у властивості проведення прямої: 
на сôері моæливе таке розміùення двоõ точок, при 
якому через ниõ моæна провести безліч сôеричниõ 
прямиõ. Ви легко збагнете це, подивившись на глобус 
і на éого меридіани, які перетинаються на Ïівнічному 
і на Ïівденному полюсаõ (рис. 1.12).

Вивчаючи геометрію на плоùині, ми é далі не раз 
проводитимемо порівняння її з геометрією на сôері. 
Сôеричну геометрію започаткували античні астроно
ми. Для ниõ зручно було вваæати, ùо небесні світи
ла розміùуються на небесніé сôері. В астрономії ця 
модель зоряного неба застосовується é досі. В епоõу 
Великиõ геограôічниõ відкриттів та Відродæення 
сôерична геометрія давніõ астрономів «спустилася» 
з небесної сôери на земниé глобус і в такиé спосіб 
стала поруч із прадавньою плоùинною геометрією. 
Яскравим відобраæенням цього об’єднання стали 
геометричні та астрономічні атрибути у æивописниõ 
та граôічниõ твораõ тієї епоõи.

Вправи і задачі

 1°. Проведіть з допомогою лінійки пряму і позначте на ній три точки А, В, С. 
Випишіть усі можливі позначення для цієї прямої.

 2°. На рис. 1.13 зображено дві прямі a і b та сім точок.
  1) Як ще можна позначити ці прямі? 
  2) Назвіть точки, які належать прямій à, але не 

належать прямій b.
  3) Назвіть точки, які належать прямій b, але не 

належать прямій a.

Жан Леблон  
(бл. 1594–1666).  

Геометрія.  
Гравюра (1636 р.)

Мартен де Вос 
(1532–1603).  
Геометрія.  

Гравюра. Бл. 1600 р.
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  4) Назвіть точки, які належать кожній із прямих.
  5) Назвіть точки, які не належать жодній із прямих.
 3°. Позначте в зошиті дві точки А і В та проведіть через них пряму. Позначте 

потім дві точки K, L, які належать цій прямій, і дві точки M, N, які не належать 
їй. Що можна стверджувати про взаємне розміщення таких прямих:

  а) АВ і KL;  б) АВ і KM;  в) KN і BA?
 4°. Проведіть дві прямі, що перетинаються. Позначте ці прямі і точку їхнього 

перетину. Скільки спільних точок можуть мати дві прямі?
 5°. На рис. 1.14 зображено три прямі. Назвіть ці прямі. 

Які з них перетинаються?
 6°. Зобразіть таке розміщення чотирьох точок А, В, С, 

D, щоб точки А, В, С належали одній прямій і точки 
В, С, D належали одній прямій.

 7. Чи можуть три прямі перетинатися в одній точці? Як 
узагалі можуть розміщуватися три прямі, аби кожні 
дві з них перетиналися? Зробіть відповідні рисунки.

 8. Проведіть пряму, а потім ще три прямі, які її 
перетинають. Які можливі харак терні випадки 
взаємного розміщення усіх цих прямих?

 9. На рис. 1.15 відображено спосіб перевірки якості 
обробки бруска за допомогою візування. Як би ви 
його пояснили?

 10. Прямі l і m перетинаються в точці О, М — якась 
точка прямої m. Чи може точка М належати прямій l?

 11. Скільком прямим може належати одна взята точка; 
дві взяті точки; три взяті точки; п’ять узятих точок?

 12. На рис. 1.16 відображено один із так званих обма-
нів зору (зорову ілюзію): лінії АВ і СD видаються 
вигнутими, хоча насправді вони прямі. Виконайте 
цей рисунок у зошиті і перевірте, чи викликатиме 
він у вас такий самий обман зору.

  13•. Позначте в зошиті дві точки А і В. Скільки прямих 
можна провести через точку А? Скільки — через 
точку В? Скільки — через обидві точки А і В? Чи 
можете ви обґрунтувати свої твердження?

 14•. Позначте у зошиті чотири точки А, В, С, D так, як 
показано на рис. 1.17, а потім через кожні дві з них 
проведіть пряму. Скільки всього прямих буде прове-
дено? Чи завжди чотири точки визначатимуть саме 
таку кількість прямих? Розгляньте можливі випадки.

 15•. а) Проведіть такі чотири прямі à, b, c, d, щоби прямі 
a, b, c проходили через одну точку і прямі b, c, d 
теж проходили через одну точку.
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  б) Кожні дві із чотирьох накреслених прямих перетинаються. Скільки може 
бути точок перетину? Зобразіть усі можливі випадки.

 §2. Відрізки, промені та півплощини

Друга головна властивість прямої, поряд із власти
вістю проведення, стосується роз мі ùення точок на ніé.

Ïодивіться на рис. 1.18. На пряміé l позначено 
три точки А, В, С, причому одна, і тільки одна з 
ниõ, а саме, точка С, леæить міæ двома іншими — А 
і В. Таке справдæується для будьякиõ трьоõ точок 
прямої:

³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëå
æиòь ì³æ äâîìà ³íøиìи.

Цю властивість називають основною властиві
стю розміщення точок на прямій. 

Якùо точка С леæить на пряміé l міæ точками А 
і В (див. рис. 1.18), то каæуть такоæ, ùо точки А 
і В леæать по різні боки від точки С, або ùо точки 
С і В леæать з одного боку від точки А, а точки А 
і С — з одного боку від точки В.

Як і властивість проведення прямої, властивість 
розміùення точок на пряміé теæ не виконувалася 
б у геометрії на планеті Ìаленького Ïринца (див. 
рис. 1.11). Справді, про коæну із трьоõ точок А, В, 
С, розміùениõ на лінії, яка на поверõні кулі відіграє 
роль прямої, наприклад, на екваторі (рис. 1.19), 
моæна сказати, ùо вона леæить міæ двома іншими.

Використовуючи властивість розміùення точок на 
пряміé, моæна означити перші ôігури, які є поõід
ними від основниõ ôігур, тобто від точок і прямиõ. 
Це — відрізки і промені. 

Означити або дати означення ôігури — це 
описати такі властивості цієї ôігури, які дають змогу 
(спосіб) вирізняти її зпоміæ іншиõ ôігур або прово
дити побудову.
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Візьмемо на пряміé а дві точки А і В (рис. 1.20). 
Ними визначається сукупність точок М цієї прямої, 
які леæать між точками А і В. Усі ці точки утворю
ють відрізок.

Означення.
В³äð³çêîì називається частина прямої, що 
складається з усіх точок, які лежать між 
двома її точками, разом із цими точками. 
Самі ці точки називаються ê³íцÿìи відрізка, 
а всі решта точок відрізка називаються його 
âíóòð³øí³ìи òîчêàìи.

Ïозначення відрізків утворюються з позначень 
їõніõ кінців. Інколи відрізки позначають і однією 
малою літерою.

На рис. 1.20 зобраæено відрізок АВ прямої а, 
А і В — éого кінці, М — внутрішня точка.

Візьмемо тепер на пряміé три точки А, О, В; неõаé 
точка О леæить міæ точками А і В (рис. 1.21). Цими 
точками визначаться дві ôігури. Ïершіé налеæать точки 
Х прямої, які відносно точки О леæать з того самого 
боку, ùо é точка А, другіé — точки Y прямої, які 
відносно точки О леæать з того самого боку, ùо é 
точка В. Такі ôігури називаються променями або 
півпрямими.

Означення.
Пðîìåíåì (або ï³âïðÿìîю) називається ча
стина прямої, що складається з усіх точок, 
які лежать з одного боку від деякої її точки, 
разом із цією точкою. Ця точка називається 
ïîчàòêîì променя, а всі решта точок нази
ваються âíóòð³øí³ìи òîчêàìи променя.

Ïозначають промені двома великими літера
ми, з якиõ перша вказує на початок променя, а 

Ðèñ. 1.21

Y XAB O

Ðèñ. 1.20

A BM a

Один зі способів утворення 
матеріальних «відрізків», 

який наочно ілюструє похо-
дження цього терміна

Якби ця колода була не-
скінченною в обидва боки, 
то після розпилу дістали 
б матеріальні моделі двох 

півпрямих



17§2. Відрізки, промені та півплощини

друга — на якунебудь внутрішню éого точку. ×асто 
промені позначають і однією малою літерою — так 
само, як прямі.

На рис. 1.21 точка О слуæить початком для двоõ 
променів: ОА (éого моæна позначити і як OX) та ОВ 
(éого моæна позначити і як OY).

У назві «промінь» заôіксована певна сõоæість міæ 
геометричними і світловими променями: і ті, é інші ма
ють початок, але не мають кінця, і є прямолініéними.

На пряміé існує два різні промені, ùо мають спіль
ниé початок, і цим початком пряма мовби розбиваєть
ся на дві половини. Звідси é інша назва «півпряма» 
для коæної з ниõ. 

Означення.
Два різні промені однієї прямої зі спільним 
початком називаються äîïîâíÿëьíиìи (або 
âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи) ïðîìåíÿìи. 

Отæе, будьяка точка прямої розбиває її на два 
взаємно доповняльні промені.

Щось сõоæе відбувається і з плоùиною, коли на 
ніé провести пряму: пряма розбиває плоùину на дві 
півплощини.

Ïодивіться на рис. 1.22. На ньому точки А і В ле
æать з одного боку від прямої l, а точка С — з іншого 
боку. Відповідно, відрізок АВ, ùо сполучає точки А 
і В, не перетинає прямої l, а відрізки СА і СВ, ùо 
сполучають точку С з точками А і В, перетинають її. 

Інакше це ôормулюють так: точки А і В леæать 
в одніé півплоùині з граничною прямою l, а точки 
А і С та В і С — у різниõ півплоùинаõ.

Отæе, маємо таку основну властивість роз мі
щення точок відносно прямої на площині:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³â ïëî щиíи.

Ðèñ. 1.22

l

B

A

C

Світлові промені від маяка 
Pigeon Point у Каліфорнії 
(США). Фотограф Darvin 

Akteson (2010 р.)
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Знову æ таки, незваæаючи на «очевидність», ця 
властивість теæ украé ваæлива для планіметрії. 
Щоправда, на підтвердæення цього ми вæе не мо
æе мо навести приклад геометрії на планеті Ìалень
кого Ïринца: як показує рис. 1.23 (порівняé éого 
з рис. 1.22), на поверõні кулі ця властивість теæ 
виконується. À от на кільцеподібніé планеті, яку 
гіпотетично моæна уявити утвореною, наприклад, 
унаслідок згуùення кілець Сатурна (рис. 1.24), вона 
уæе не виконувалася б. Справді, «пряма» l, яка про
õодить по зовнішньому обводу кільця, не розбиває 
éого поверõню на дві частини, оскільки з точки А 
у точку В моæна переéти через внутрішніé бік.

Ïро такиé ôакт, безсумнівно, мусив знати секре
тар сатурніéської академії, якиé у ôантастичніé по
вісті Вольтера «Ìікромегас» супроводæував гіганта 
із Сиріуса у éого космічниõ мандраõ. Ìи æ, якùо 
õочемо відмеæуватися від геометріé такиõ світів 
і розбудовувати геометрію свого світу, неодмінно ма
ємо зваæати é на нашу «земну» основну властивість 
розміùення точок на плоùині.

A

C

Ðèñ. 1.23

B

l
l

A

B

Сатурн

Ðèñ. 41.2 Сатурн і його кільця. Під-
фарбована світлина з амери-
канського космічного зонда 
«Вояджер-1» (1980 р.)

Гігант із Сиріуса і «малень-
кий» сатурнієць на планеті 
Земля. Гравюра Шарля 

Моне до повісті Вольтера 
«Мікромегас» (ХVIII ст.)
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Розв’язуємо разом

Задача. 
Неõаé А, В, С — довільні три точки на плоùині, 
ùо не леæать на одніé пряміé (рис. 1.25). Неõаé 
пряма l перетинає відрізки АВ і АС у внутрішніõ 
точкаõ. Обґрунтувати, ùо тоді пряма l не моæе 
перетинати відрізка ВС.

Ðозв’язання. Звернімо увагу на півплоùини, на 
які пряма l розбиває плоùину. Оскільки відрізок АВ 
перетинає пряму l, то точки А і В леæать у різниõ 
півплоùинаõ. Так само у різниõ півплоùинаõ леæать 
точки А і С. Тоді виõодить, ùо точки В і С леæать 
в одніé півплоùині — у тіé, яка не містить точки А. 
Якùо æ кінці відрізка ВС леæать в одніé півплоùині, 
то сам цеé відрізок не перетинає граничної прямої l. 
Обґрунтування завершене.  

Вправи і задачі

 16°. На прямій позначено точки M, P, N, Q (рис. 1.26). 
Які із цих точок лежать між точками: 

  а) М і Q;  б) М і N;  в) Р і Q;   
г) N і Q? 

  Чи є серед цих чотирьох точок такі три, які лежать 
з одного боку від четвертої? Назвіть такі пари точок, які лежать по різні боки 
від точки Р.

 17°. Проведіть пряму і позначте на ній дві точки А і В. Потім позначте кілька точок, які:
  1) належать відрізку АВ;
  2) належать променю АВ, але не належать відрізку АВ;
  3) належать променю ВА, але не належать променю ВА;
  4) не належать ні променю АВ, ні променю ВА.
 18°. На прямій l точки L і M лежать по різні боки від точки К. Чи може точка M 

лежати між точками К і L? Як розміщені точки К і М відносно точки L?

Ðèñ. 1.25

B C

A l

Ðèñ. 1.26
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 19°. Точки Е і F лежать на прямій по один бік від точки D. Яка із цих точок, і чому, 
не може лежати між двома іншими?

 20°. На прямій точка С лежить між точками А і В. Чи є 
взаємно доповняльними  такі промені: а) АВ і ВА; 
б) АВ і СВ; в) ВА і ВС; г) СА і СВ; ґ) ВА і СВ?

 21. Які із зображених на рис. 1.27 променів a, b, c, d, e 
перетинають відрізок АВ?

 22. На прямій позначено три точки Х, Y і Z, причому 
точки Х і Z лежать по один бік від точки Y, а точки 
Y і Z — по один бік від точки Х. Котра із цих трьох 
точок лежить між двома іншими?

 23. Точка М лежить на промені LN, а точка L — на промені NM. Котра із трьох 
точок L, M, N лежить між двома іншими?

 24. Чи можуть два промені однієї прямої не бути взаємно доповняльними?
 25. Чи можуть два промені мати єдину спільну точку і при цьому не бути взаємно 

доповняльними?
 26. Обґрунтуйте, що коли точка Х належить відрізку АВ, то вона належить і про-

меню АВ. Чи істинне обернене твердження: якщо точка Х належить променю 
АВ, то вона обов’язково належить і відрізку АВ?

 27. Дано пряму і три точки L, M, N, що не лежать на цій прямій. Відомо, що 
відрізок LM перетинає пряму, а відрізок LN не перетинає її. Чи перетинає 
пряму відрізок MN? Обґрунтуйте свою відповідь.

 28. Проведіть пряму і позначте дві точки в одній півплощині відносно цієї прямої 
і три точки в іншій. Проведіть ті відрізки з кінцями у позначених точках, які 
перетинають проведену пряму. Скільки вийшло відрізків? Чи залежить ця 
відповідь від конкретного розміщення позначених точок?

 29. Проведено пряму і позначено чотири точки А, В, С, D, що не лежать на ній. 
Чи перетинатиме відрізок АD пряму, якщо:

  а) АВ, ВС і СD перетинають пряму;
  б) відрізки АС і ВС перетинають пряму, а відрізок ВD не перетинає;
  в) відрізки АВ і СD перетинають пряму, а відрізок ВС не перетинає;
  г) відрізки  АВ і СD не перетинають пряму, а відрізок ВС перетинає;
  ґ) відрізки АВ, ВС і СD не перетинають пряму;
  д) відрізки АС, ВС і ВD перетинають пряму?
  Кожний випадок проілюструйте рисунком.
 30•. Перелічіть і зобразіть на рисунках усі можливі випадки взаємного розміщення 

двох променів на одній прямій.
 31•. Скільки всього відрізків визначається чотирма точками, позначеними на одній 

прямій?
 32•. На прямій позначено три точки А, В, С. Скільки різних позначень для проме-

нів можна утворити за допомогою літер А, В, С? Скільки серед відповідних 

Ðèñ. 1.27
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променів буде різних? Як зміниться відповідь на друге запитання, якщо точки 
А, В, С не лежатимуть на одній прямій?

 33•. Точки А, В, С, D не лежать на одній прямій. Відомо, що пряма АВ перетинає 
відрізок СD, а пряма СD перетинає відрізок АВ. Обґрунтуйте, що відрізки АВ 
і СD перетинаються.

 34•. Відомо, що відрізки АВ і СD перетинаються. Обґрунтуйте, що тоді відрізки 
АС і ВD за жодних умов не можуть перетинатися. 

 §3. Вимірювання і відкладання відрізків

Видатниé учениéõімік і метролог Д.І. Ìенделє
єв (1834–1907) любив повторювати, ùо справæня 
наука починається тоді, коли починають вимірювати.

Вимірювання у геометрії розпочинається з вимі
рювання відрізків. 

Якùо розглядати цю проблему з вузькопрактич
ної точки зору, то її вирішення спряæене з двома 
неабиякими трудноùами. Ïерша трудність полягає 
у запровадæенні єдиної одиниці вимірювання (ета
лона довæини), а друга — у забезпеченні налеæної 
точності самого вимірювання. Деùо про це моæна 
дові датися з історичного нарису, вміùеного у кінці 
цього параграôа. Однак у геометрії від циõ суто прак
тичниõ аспектів абстрагуються, вваæаючи, ùо єдина 
одиниця вимірювання (наприклад, метр, дециметр, 
сантиметр тоùо) уæе запровадæена і ùо моæливе 
абсолютно точне вимірювання, навіть якùо для цього 
потрібні не тільки десяті, а é соті, тисячні і так далі 
частини основного еталона. 

Одним із наéпоширенішиõ інструментів для вимі
рювання довæин є лініéка з нанесеною на її краé 
сантиметровою і міліметровою шкалою. Незваæаючи 
на простоту, лініéка дає змогу наочно проілюструвати 
ті властивості вимірювання та відкладання відрізків, 
які для геометрії є основними. 

Д.І. Менделєєв у мантії 
професора Единбурзького 

університету. 
Портрет Іллі Рєпіна 

(1885 р.)
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На рис. 1.28, а) зобраæено вимірювання 
відрізків АВ і АС, довæини якиõ менші від 
довæини лініéки: АВ = 5 см; АС = 7 см 2 мм = 
= 7,2 см.

На рис. 1.28, б) зобраæено вимірювання 
відрізка АВ, довæина якого більша за дов
æину лініéки. Цеé відрізок розбивається 
на два відрізки АМ і МВ, потім довæина 
коæної частини вимірюється окремо, а ре
зультати підсумовуються: АВ = АМ + МВ = 
= 10 см + 2 см = 12 см.

Отæе, маємо таку основну властивість вимі рю
вання відрізків:

êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðà æà
ºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³â
íюº ñóì³ äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçби âàºòьñÿ 
бóäьÿêîю ñâîºю âíóòð³øíьîю òîчêîю.

Довæину відрізка називають такоæ відстанню 
міæ éого кінцями. На рис. 1.28, а) відстань міæ точ
ками А і С дорівнює 7,2 см, а на рис. 1.28, б) відстань 
міæ точками А і В дорівнює 12 см.

Означення. 
Відрізки, які мають однакову дов жину, на
зиваються ð³âíиìи. 

На рис. 1.29 зобраæено два рівниõ відрізки АВ 
і СD. За допомогою лініéки легко переконатися, ùо 
коæен із ниõ має довæину 3 см. 

Ðівність відрізків записується за допомогою зви
чаéного знака рівності, наприклад: АВ = СD. 

На рисункаõ рівні відрізки часто позначають од
наковою кількістю рисочок.

Означення.
Точка, яка ділить відрізок на дві рівні час
тини, називається ñåðåäиíîю відрізка.

Ðèñ. 1.29
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На рис. 1.30 відрізки АМ і МВ рівні міæ собою, 
отæе, точка М — середина відрізка АВ.

У геометрії, а такоæ і в практиці, часто доводиться 
відкладати відрізки, які мають певну довæину.

На рис. 1.31 показано, як на промені l від éого 
початку О за допомогою лініéки відкласти відрізок 
ОА завдовæки 4,5 см.

Відрізки моæна відкладати é за допомогою іншиõ 
засобів. Наприклад, якùо використовувати лініéку 
і циркуль, то спочатку з використанням лініéки ôік
сується відповідниé розõил циркуля (рис. 1.32, а), 
а вæе потім цеé розõил «переноситься» на промінь 
(рис. 1.32, б). Звісно, від вибраного способу відкла
дання резуль тат не залеæить.

Отæе, справдæується така основна властивість 
відкладання відрізків:

íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó ìîæíà 
â³äêëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðи 
òîìó — ò³ëьêи îäиí.

Відзначимо два ваæливиõ наслідки з основниõ 
властивостеé вимірювання і відкладання відрізків.

1. Неõаé маємо два рівниõ відрізки АВ і СD 
(рис. 1.33). Ðівність циõ відрізків означає, ùо вста
новлено їõні довæини і вони виявилися рівними. 
Візьмемо тоді промінь l з початком С, якиé містить 
відрізок СD. Відрізок СD буде відкладеним на цьо
му промені. Якùо æ ми відкладемо від точки С ùе 
é відрізок АВ, то дістанемо тоé самиé відрізок СD, 
оскільки відрізок з такою довæиною моæна відкласти 
лише один. У результаті відрізок АВ немовби сумі
ститься з відрізком СD.

Отæе, ÿêщî â³äð³çêи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà 
ñó ì³ñ òи òи.

2. Неõаé тепер маємо два нерівниõ відрізки АВ 
і СD, і неõаé довæина відрізка СD більша за довæину 
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відрізка АВ (рис. 1.34). Якùо ми так само, як у по
передньому випадку, відкладемо на промені СD від
різок СВ ′, рівниé за довæиною відрізку АВ, то точ
ка В ′ неодмінно буде внутрішньою точкою відрізка 
СD. Справді, збігатися з точкою D вона не моæе, 
бо для цього відрізки АВ і СD мають бути рівними. 
Якби æ точка В ′ розмістилася ззовні відрізка СD, 
то тоді відрізок СВ ′ дорівнював би сумі відрізків СD 
і DВ ′ і тому мав би довæину, більшу за довæину 
відрізка СD, а отæе, é за довæину відрізка АВ, ùо 
немоæливо.

Отæе, ÿêщî íåð³âí³ â³äð³çêи â³äêëàñòи íà îä
íîìó é òîìó ñàìîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó, 
òî â³äð³çîê ç ìåíøîю äîâæиíîю бóäå чàñòиíîю 
â³äð³çêà ç б³ëь øîю äîâæиíîю.

Відповідно до цього, якùо довæина відрізка СD 
більша за довæину відрізка АВ, то каæуть, ùо é сам 
відрізок СD більшиé за відрізок АВ, і записують: 
СD > АВ. Тоді æ відрізок АВ уваæається меншим від 
відрізка СD, і це записується так: АВ < CD.

Розв’язуємо разом

Задача. 
×и моæуть точки А, В, С леæати на одніé пряміé, 
якùо АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см?

Ðозв’язання. Якùо три точки Х, Y, Z леæать на 
одніé пряміé, то одна, і тільки одна, з ниõ леæить міæ 
двома іншими. Неõаé точка Y леæить міæ точками X 
і Z (рис. 1.35). Це означає, ùо точка Y налеæить від
різку XZ. Тоді, за властивістю вимірювання відрізків, 
	 XZ = XY + YZ.

Ðèñ. 1.35

X ZY

Ðèñ. 1.34

Ñ D

B� lK

B

A
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Отæе, XZ — наéдовшиé із трьоõ відрізків XY, YZ 
і XZ, які попарно сполучають три точки X, Y, Z, і він 
дорівнює сумі двоõ іншиõ відрізків.

У нашому випадку наéдовшим є відрізок АС = 10 см, 
однак він не дорівнює сумі двоõ іншиõ відрізків, 
оскільки АВ + ВС = 5 + 7 = 12 (см). Отæе, точки 
А, В, С не моæуть леæати на одніé пряміé.

Вправи і задачі

 35°. Виміряйте і запишіть результати вимірювання для 
усіх відрізків, зображених на рис. 1.36.

 36°. Проведіть у зошиті промінь з початком у точці О, 
а потім відкладіть на ньому відрізки ОА = 6 см 
і ОВ = 2,8 см. Чому дорівнює довжина відрізка ВА? 
Визначте її двома способами.

 37°. Проведіть промінь АX, відкладіть на ньому відрізок 
АВ завдовжки 4 см і за допомогою лінійки визначте 
його середину С. Потім побудуйте такий відрізок АD, щоб точка В була його 
серединою. Чому дорівнюють довжини відрізків АС і АD?

 38°. На прямій точка N лежить між точками L і M. Який із відрізків з кінцями у цих 
точках має найбільшу довжину?

 39°. Порівняйте на око довжини відрізків  АВ і СD на рис. 1.37 та АВ і ВС на 
рис. 1.38, а потім перевірте вимірюванням.

 40°. Точка С належить відрізку АВ (рис. 1.39). Визначте довжину відрізка:
  а) АВ, якщо АС = 4,5 см, СВ = 2,7 см;
  б) АС, якщо СВ = 3,6 см, АВ = 9,3 см;
  в) СВ, якщо АС = 5,1 см, АВ = 8 см.

Ðèñ. 1.36

A

D

C
B

Ðèñ. 1.37

Ñ D

A B

Ðèñ. 1.38
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Ðèñ. 1.39
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 41°. На прямій по різні боки від точки О відкладені відрізки ОА = 3 см і ОВ = 5 см. 
Чому дорівнює відстань між точками А і В?

 42°. Точка О розміщена між точками А і В і віддалена від них на відстань 2,4 см 
і 3,6 см. Чому дорівнює відстань між точками А і В?

 43. Рівні відрізки АВ і ВС розміщені на одній прямій. Котра із точок А, В, С лежить 
між двома іншими?

 44. Точки А, В, С лежать на одній прямій і відрізок ВС більший за відрізок ВА. 
Котра із цих трьох точок може лежати між двома іншими?

 45. Чи можуть точки L, M, N лежати на одній прямій, якщо:
  а) LM = 3 см, LN = 7 см, MN = 9 см;
  б) LM = 3 см, LN = 6 см, MN = 9 см?
  Якщо можуть, то зобразіть це на рисунку.
 46. Точка С ділить відрізок АВ завдовжки 28 см на частини, різниця яких дорівнює 

6 см. Визначте довжини відрізків АС і СВ.
 47. Довжина відрізка дорівнює 28 см. На яких відстанях від кінців відрізка роз-

міщені точки, що ділять його у відношенні 3 : 4?
 48. Точка С — середина відрізка АВ, а точка D — середина відрізка АС. Визначте 

довжину відрізка АВ, якщо ВD = 8 см.
 49. Точки В і С належать відрізку АD завдовжки 12 см. Відомо, що АВ = 6 см, 

СD = 8 см. Визначте довжину відрізка ВС.
 50•. Точки А, В, С лежать на одній прямій. Визначте довжину відрізка ВС, якщо 

АВ = 3,3 см, АС = 4,7 см. Скільки розв’язків має ця задача?
 51•. Точка В належить променю ОА, причому ОВ = 10 см, АВ = 4 см. Визначте 

довжину відрізка ОА. Розгляньте два випадки.
 52•. На промені з початком О позначені точки А, В, С так, що ОА = 5 см, АВ = 6 см, 

ВС = 3 см. Визначте можливу відстань між точками О і С.
 53•. Точки А, В, С, D лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 13 см, ВС = 8 см, 

СD = 6 см. Визначте найбільшу і найменшу з можливих відстаней між точками 
А і D.

 54•. Точка ділить відрізок на дві частини, відстань між серединами яких дорівнює 
5 см. Чому дорівнює довжина відрізка?

 55•. Точка С належить відрізку АВ. Обґрунтуйте, що відстань між серединами 
відрізків АС і СВ не залежить від розміщення точки С. Чому вона дорівнює, 
якщо довжина відрізка АВ дорівнює 16 см?  

 56•. Відрізки АВ і СD лежать на одній прямій і мають спільну середину. Обґрун-
туйте, що тоді відрізки АС і ВD — рівні. Чи можна стверджувати, навпаки, 
що коли відрізки АВ і СD лежать на одній прямій, а відрізки АС і ВD рівні, 
то відрізки АВ і СD мають спільну середину?
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Ñ  ò  î  ð  ³  í  ê  è    ³  ñ  ò  î  ð  ³  ¿ 

Як вимірювали довжини у різні часи

Сучасна людина зазвичаé не задумується над 
тим, ùо ті численні блага цивілізації, якими вона 
користується, забезпечені невтомною працею всього 
людства упродовæ віків. Характерним прикладом є 
вимірювання довæин і відстанеé. Хто тепер не знає, 
ùо довæини, які сумірні з ростом людини, ви мі рюють 
у сантиметраõ, більші — у дециметраõ і метраõ, великі 
відстані — у кі лометраõ, а маленькі проміæки — 
у міліметраõ? Хто не знає, ùо міæ цими одиницями 
існують дуæе прості співвідношення, які вираæаються 
мноæенням чи діленням на степінь числа 10? Нарешті, 
õто не знає, ùо для проведення самиõ вимірювань 
використовуються прості прилади — лініéки, стрічки, 
складні метри, рулетки тоùо? І коæна людина, в якіé 
би частині світу не проæивала, узявши один із такиõ 
приладів, моæе легко перевірити вказані будьде 
розміри або закласти потрібні розміри у виріб, якиé 
збирається виготовляти. Àле так було не завæди. 
Більшу частину своєї культурної історії людство не 
мало загальноприéнятиõ мір.

1. Перші еталони — в людині
Ïершими мірами довæини, природно, слуæили ча

стини людського тіла — наéчастіше рук і ніг.
Ще давні єгиптяни, вавилоняни та інші народи 

застосовували таку міру, як лікоть, ùо дорівнювала 
відстані від ліктя до кінця розпрямленого середнього 
пальця руки. Ëіктями, зокрема, дуæе зручно вимі
рювати мотузки та відрізи тканини. Ïовниé оберт 
тканини довкола ліктя називався подвійним ліктем. 
Ця міра теæ застосовувалася у багатьоõ народів.

Ëікоть не мав сталої величини. У різниõ дерæаваõ 
і в різні часи застосовувалися різні лікті. Навіть 
в одніé дерæаві в один час могли існувати різні лікті. 

Міра лікоть

Вимірювання сучасною 
рулеткою
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Міра фут

Наéдовшим зазвичаé був царськиé лікоть, якиé 
застосовувався при зборі податі.

У руськіé дерæаві міра, аналогічна ліктю, називалася 
аршином. Відомиé росіéськиé історик і письменник 
Ì.Ì. Карамзін (1766-1826) уваæав, ùо ця назва 
була запозичена внаслідок торгівлі зі сõідними наро
дами. Зокрема, у персів лікоть називався «арші». 
Недобросовісні купці часто посвоєму тлумачили цю 
міру. Звідси бере свіé початок відомиé вислів «міряти 
на свіé аршин», ùо означає «посвоєму підõодити до 
справи, пильнувати свої інтереси».

Дрібнішими від ліктя та аршина мірами довæини 
були: долоня (наприклад, в юдеїв, британців), кулак 
(в арабів) і п’ядь (у давніõ русичів).

Долоня — це ширина кисті руки. У класичніé анг
ліéсь кіé літературі часто зустрічаються оповіді про 
вимірювання висоти конеé саме долонями.

Ìала п’ядь — це відстань від кінця великого пальця 
до кінця вказівного, а велика п’ядь — відстань від кінця 
великого пальця до кінця мізинця при наéбільшому 
моæливому їõньому розведенні. Ï’яді зустрічаються 
уæе в актаõ XIV ст. Вваæалося, ùо в аршині містяться 
4 п’яді. Тому п’ядь часто називалася такоæ чверткою. 
З п’яддю пов’язаниé крилатиé вислів: «Берегти коæну 
п’ядь рідної землі».

Ще дрібнішою мірою довæини був палець (наприк
лад, у вавилонян) і дюйм (в англосаксонськиõ наро дів). 
Цілком природно, ùо долоня дорівнювала 4 пальцям.

Дюéм початково вваæався рівним довæині суглоба 
великого пальця. Ïро це говорить і сама назва: 
слово duim голландською мовою якраз і означає 
«великиé палець».

Іùе з часів Київської Ðусі на українськиõ земляõ 
застосовувалася така міра довæини, як сажень. Ïро 
це, зокрема, свідчить і Несторлітописець. Слово 
«саæень» мало первісну ôорму «сяæень». Тому 
éмовірно, ùо воно поõодило від дієслова «сягати».

Наéпоширенішою з мір, пов’язаниõ з ногою 
людини, є фут. Він дорівнює середніé довæині 
ступні дорослої людини (англіéське foot якраз і означає 

Міра долоня

Міра палець
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«нога», «ступня»). Ця міра теæ застосовувалася 
у різниõ народів. В Àнглії ôут був узаконениé разом 
із дюéмом у XIV ст. королем Едвардом ІІ: 1 ôут 
вваæався рівним 12 дюéмам, ùо на нинішніé вимір 
становить 30,48 см. Французькиé королівськиé 
ôут (якиé теæ поділявся на 12 дюéмів і був у Франції 
основною мірою довæини аæ до введення метра), 
мав довæину 32,5 см.

Не менш цікаве поõодæення основної міри довæини 
в англосаксонськиõ народів — ярда. Ця міра 
була узаконена англіéським королем Генріõом І ùе 
у 1101 році. Згідно з легендою, 1 ярд — це відстань від 
кінчика носа цього короля до кінця середнього пальця 
éого витягнутої руки. Щоправда, за іншою версією 
прообразом ярда став меч Генріõа І. 1 ярд уваæається 
рівним 3 ôутам. На даниé час — це приблизно 91 см.

2. Еталон — ячмінна зернина
У 1324 р. англіéськиé король Едвард ІІ уточнив 

величину дюéма. Згідно з королівським указом, 1 дюéм 
дорівнював «довæині трьоõ ячмінниõ зернин, узятиõ 
із середньої частини колоска і прикладениõ одне до 
одного своїми кінцями». À в англіéському побуті ùе 
é досі залишилася мірка «ячмінне зерня», ùо дорівнює 
третині дюéма. Цікаво згадати, ùо улюблена дітьми 
Дюéмовочка — малесенька дівчинка з одноéменної 
казки Àндерсена, яка могла æити у квітці і мала зріст 
1 дюéм, народилася саме з ячмінної зернини.

У XVI ст. відомиé тогочасниé учениé Христоô 
Клавіé (1537-1612) запропонував уточнити розміри 
ôута за допомогою тиõ самиõ ячмінниõ зернин. 
Ïоловину ôута, за Клавієм, мали визначати 64 зер
нини, прикладені одна до одної упоперек. Це давало 
змогу дуæе просто відтворювати довæину еталона 
у будьякому місці, оскільки товùина ячмінниõ зернин 
дуæе стабільна (значно стабільніша від їõньої довæини, 
яку застосовували для визначення дюéма). 

Міра ярд

Õриñтоô Êлавіé  
(Êлавіé Øлþññелü)  

(1537–1612) — італійський 
математик німецького 

походження. Найбільøе 
відомий як керівник проекту 
з уведення григоріанського 
календаря, яким увесь світ 

користується й понині. 
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Пам’ятник «Глобуñ»  
(він же й знак нульового  

кілометра) у Києві (2001 р.)

3. Óніверсальним мірилом оголошено 
Çемлю

У 1670 році ôранцузькиé дослідник Ìутон висунув 
ùе більш заõоплюючу ідею — пов’язати одиницю 
вимірювання довæин з розмірами всієї матінкиЗемлі, 
точніше, з довæиною її меридіана. Àле для реалізації 
цієї сміливої, а по суті глибоко ôілосоôської та 
гуманістичної ідеї, потрібні були особливі суспільно
політичні умови. Вони з’явилися лише через сотню літ 
у зв’язку з революціéними подіями у Франції наприкінці 
XVIII ст. Ëише революціéниé руõ, якиé оõопив 
тоді цю країну, дав змогу організувати відповідні 
великомасштабні вимірювання, а наéголовніше — 
стимулював переõід на нову систему мір. В усіõ іншиõ 
консервативнішиõ країнаõ цеé переõід затягнувся 
більше, як на століття, а в деякиõ не реалізованиé 
пов ною мірою é досі.

4. ßк же зміряли Çемлю?
У березні 1791 року Національні збори Фран ції 

затвердили пропозицію Àкадемії наук, ùо виõодила від 
наéвидатнішиõ тогочасниõ учениõ Ëапласа, Ëагранæа, 
Ìонæа, Ëавуазьє та ін., — про спорядæення спеціальної 
експедиції для вимірювання земного меридіана. Було 
вирішено виміряти довæину паризького меридіана 
міæ двома містами, розміùеними на ньому, — 
Дюнкерком (приморським містом на півночі Франції) 
і Барселоною (іспанським містом на березі 
Середземного моря). Знаючи геограôічні широти циõ 
міст, потім було легко обчислити é довæину всього 
меридіана. Винятково сприятливою обставиною було 
те, ùо обидва вибрані міста знаõодилися на рівні 
моря, оскільки це суттєво спроùувало вимірювання 
é підвиùувало їõню точність. Керівниками експедиції 
було призначено академіків Жана Батіста Деламбра 
(1749 - 1822) і Ï’єра Ìешена (1744 - 1804).

Вимірювальні роботи експедиції та відповідні 
роз раõунки тривали декілька років. На відстані 
близь ко 1 000 км міæ Дюнкерком і Барселоною за 
допомогою провішування було побудовано é виміряно 
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115 трикутників, розміùениõ уздовæ меридіана. Øукана 
величина була знаéдена обчисленням і підсумо ву ван 
ням довæин відрізків меридіана, розмі ùе ниõ усе ре
дині коæного трикутника. Для цього застосо вувалися 
співвідношення, які існують міæ кутами і сто ронами 
трикутника (ви вивчатимете їõ у 9 класі). 

Встановивши довæину паризького меридіана 
у стариõ ôранцузькиõ міраõ (туазаõ і ôутаõ; 1 туаз 
дорівнював 6 ôутам), було вирішено за основу нової 

міри — метра — взяти 1
40 000 000

 від знаéденої 

величини. У стариõ ôранцузькиõ міраõ це становило 

3 ôути і 11,44 лінії (1 лінія = 1
12

 ôута).

5. Еталон створено
Ïершиé еталон метра було виготовлено у 1799 році. 

Àле навіть у Франції повниé переõід на нову систему 
вимірювання відбувся лише у 1840 р. À міæнародною 
мірою метр став у 1872 р. після відповідного рішення 
спеціально скликаної у Ïариæі меридіанної конôеренції. 
Тоді æ було затвердæено міæнародниé еталон метра, 
якиé було виготовлено зі сплаву платини (90%) та іридію 
(10%). Еталон має ôорму стерæня завдовæки 102 см із 
двома мітками на відстаняõ 1 см від кінців. Відстань 
міæ цими мітками якраз і уособлює довæину 1 м. 
Ïоперечниé переріз еталона нагадує літеру Х. Саме така 
ôорма забезпечує éому наéбільшу міцність при 
наé меншіé вазі (останнє дуæе ваæливо, оскільки 
платина, яка домінує у сплаві, дороæча навіть за золото).

Загальна схема вимірювання 
довжини паризького 

меридіана

Міжнародний еталон метра
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Коли у побуті говорять про кут, наприклад, у кім 
наті, на маéданчику, на ділянці, міæ вулицями тоùо, 
то мають на увазі ôігуру, утворену двома відрізка
мисторонами. На рис. 1.40 дуæкою позначениé один 
із кутів у парку. У геометрії теæ використовується 
сõоæе поняття про кут, коли, наприклад, говорять про 
кути трикутника. Однак у застосуванняõ геомет рії, 
наприклад, при складанні планів місцевості з допо
могою візування, доводиться розглядати і кути з як 
завгодно продовæеними сторонами, тобто утвореними 
променями. Ïромені містять у собі é відрізки, однак 
æоден відрізок не вмістить променя. Тому аби моæна 
було користуватися як одним, так і іншим уявленням 
про кут, приéмається таке éого означення.

Означення . 
Кóòîì називається фігура, що складається 
із двох променів, які мають спільний поча
ток. При цьому кожен із променів назива
ється ñòîðîíîю кута, а їхній спільний поча
ток — âåðøиíîю кута.

Кут позначають або éого вершиною, або сторона
ми, або вершиною і ùе двома точками, взятими на 
коæніé зі сторін. Саме слово «кут» часто замінюють 
значком ∠.

На рис. 1.41 зобраæениé кут з вершиною О 
і сто ронами ОА, ОВ, які такоæ позначені як a і b. 
Ïозначити цеé кут моæна одним із такиõ способів: 
∠О, ∠АОВ, ∠аb або ∠(ab). Ïри цьому позна
чення у ôормі ∠О застосовується лише у тому 
разі, коли при вершині О не розглядається іншиõ 
кутів. Звернімо такоæ увагу, ùо у позначенні ∠АОВ 

Ðèñ. 1.40
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вершина кута розміщується між точками, взя
тими на сторонах.

Інколи для спроùення рисунків кути позначають 
циôрами. Наприклад, на рис. 1.42 при вершині О 
зобраæено три кути: ∠1, ∠2 і ∠3.

Означення.
ßкщо сторони кута є взаємно доповняльними 
променями, тобто утворюють пряму, то такий 
кут називається ðîçãîðíóòиì. 

На рис. 1.43 зобраæено розгорнутиé кут О зі 
сторонами а і b. Фактично — це пряма, з виокрем
леною на ніé точкою, яка вваæається вершиною 
розгорнутого кута.

Означення. 
Каæуть, ùо промінь з початком у вершині 
нерозгорнутого кута проходить ì³æ його 
ñòîðîíàìи, якщо він перетинає якийнебудь 
відрізок з кінцями на сторонах кута. 

На рис. 1.44 зобраæено промінь с, якиé проõо
дить міæ сторонами а і b нерозгорнутого кута О: він 
перетинає відрізок АВ з кінцями на сторонаõ кута 
у точці С.

У задачі, розв’язаніé далі на с. 42–43, доводиться, 
ùо коли промінь c перетинає якиéнебудь відрізок 
AB з кінцями на сторонаõ кута O, то він перетинає 
é будьякиé іншиé такиé відрізок LM. À це означає, 
ùо приéняте означення не залеæить від вибору від
різка AB.

Для розгорнутого кута вваæається, ùо будьякиé 
промінь с, якиé виõодить з вершини кута О, леæить 
між éого сторонами а і b (рис. 1.45).

Каæуть, ùо промінь, який проходить між сто
ронами кута, розбиває його на два кути. На 
рис. 1.44 і 1.45 промінь с розбиває кут ∠аb на два 
кути: ∠ас і ∠сb.
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Точки усіõ променів, які проõодять міæ сторонами 
нерозгорнутого кута, називаються внутрішніми точ
ками цього кута. Усі інші точки плоùини називаються 
зовнішніми. На рис. 1.46 синім кольором позначені 
внутрішні точки нерозгорнутиõ кутів А і В; решта 
точок — зовнішні. 

Для розгорнутого кута О внутрішніми вваæаються 
всі точки однієї з півплоùин, граничну пряму якої 
утворюють сторони кута, а зовнішніми — точки іншої 
півплоùини (рис. 1.47).

Отæе, будьякиé кут розбиває плоùину на дві 
частини. Та частина, яка містить сторони кута і всі 
éого внутрішні точки, називається опуклим плоским 
кутом, а та, ùо містить сторони кута і всі зовнішні 
точки, — увігнутим плоским кутом.

У трикутникаõ, які вивчатимуться далі, усі плоскі 
кути опуклі (рис. 1.48), однак уæе в чотирикутникаõ, 
які вивчатимуться у 8 класі, моæуть бути é увігнуті 
кути (рис. 1.49).

Кути вимірюють у градусах (gradus — латинською 
мовою «крок»). Градуси позначають круæечком °, 
якиé записують зверõу біля відповідного числа. Якùо, 
наприклад, кут А має градусну міру 60°, то це запи
сується так: ∠А = 60°.

Кутом з градусною мірою 1° уваæається  1
180

 

частина розгорнутого кута. Якùо міæ сторонами 
розгорнутого кута провести півколо з центром у вер
шині кута і поділити éого на 180 рівниõ частинок, 
то промені, які виõодять із центра півкола і проõодять 
через сусідні точки поділу, утворюють кути по 1° 
(рис. 1.50). Звісно, ùо в такому разі сам розгорнутиé 
кут дорівнює 180°.

На цьому влаштованиé наéпростішиé прилад для 
вимірювання кутів — транспортир, застосування яко
го зрозуміле з рис. 1.51, а). Тут ∠ac = 70°, ∠cb = 45°, 
∠ab = 115°. Зауваæте, ùо промінь c проõодить міæ 
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сторонами кута ∠ab і при цьому ∠ab дорівнює сумі 
кутів ∠ac і ∠cb.

 Усе це ілюструє таку основну властивість ви
мірювання кутів.

Кîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî âи
ðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò 
äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº 
ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòь
ñÿ бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî 
ñòîðîíàìи.

Зазначимо, ùо у практичниõ застосуванняõ гео
метрії, наприклад, в астрономії та геодезії, використо
вуються é дрібніші від градуса одиниці вимірювання 
кутів. Це — мінута (minuta — дослівно «менша») 
і секунда (secunda — дослівно «друга», тобто друга 
менша одиниця). Одна мінута (позначається 1′) до

рівнює 1
60

 частині градуса, а одна секунда (позна

чається 1′′) дорівнює 1
60

 частині мінути, тобто 1
3600

 

частині градуса. У надточниõ астрономічниõ вимірю
ванняõ застосовуються навіть терції (tertia — озна
чає «третя»). Одна терція (позначається 1′′′) дорівнює 
1
60

 частині секунди. Вимірювання з такою величез

ною точністю здіéснюється шляõом візування з 
викорис танням телескопів і дуæе точниõ меõанізмів 
для їõнього наведення.

Назва приладу «транспортир» поõодить від латин
ського слова transportare, ùо означає «переносити». 
Це вказує на те, ùо цеé прилад застосовується не 
тільки для вимірювання, а é для перенесення (від
кладання) кутів.

На рис. 1.51, б) від променя l в одну з півплоùин 
за допомогою транспортира відкладено кут ∠lm, ùо 
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дорівнює куту ∠ab. Це ілюструє таку основну влас
тивість відкладання кутів.

В³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó çàäàíó ï³âïëîщиíó 
ìîæíà â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³
ðîю, ìåíøîю â³ä 180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

Незваæаючи на очевидну сõоæість міæ вимірюван
ням і відкладанням кутів та вимірюванням і відкла
дання відрізків, міæ ними існують суттєві відмінності. 
Ïоперше, для кутів існує абсолютниé і незмінниé 
еталон — розгорнутиé кут, тимчасом як для відріз
ків еталон моæна вибирати довільно: це моæе бути 
метр, ôут, саæень, лікоть тоùо. (Згадаéте відомиé 
анімаціéниé ôільм «38 папуг», герої якого вимірю
вали довæину удава і папугами, і мавпами, і навіть 
слониками.) Ïодруге, для кутів існує наéбільша 
моæлива величина — 180°, а для відрізків наéбіль
шої величини не існує.

Вимірювання кутів у градусаõ застосовували ùе 
античні астрономи, тимчасом, як метричні одиниці 
для вимірювання відрізків набули повсюдного поши
рення лише з 2ї половини ХІХ ст.

Означення. 
Кути, які мають однакові градусні міри, на
зиваються ð³âíиìи.

Ðівність кутів записується за допомогою звичаé
ного знака рівності. На рисункаõ рівні відрізки часто 
позначають однаковою кількістю дуæок біля вершин. 
Наприклад, на рис. 1.52 за допомогою двоõ дуæок 
позначено, ùо ∠О = ∠Q.

Як і для відрізків, моæливість відкладання кутів 
із заданою градусною мірою забезпечує моæливість 
суміùення рівниõ кутів і порівняння кутів, які не 
є рівними. À саме, аналогічно як для відрізків, моæна 
довести такі твердæення:

1. Яêщî êóòи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà ñóì³ñòиòи.

Старовинні латунні  
транспортири.

Вгорі. Транспортир, 
виготовлений у Німеччині 

близько 1700 р. (на лінійко-
вій основі — орнамент 
у стилі бароко). Вражає 
його схожість із сучасним 

«øкільним» транспортиром.
Внизу. Транспортир зна-
менитої англійської фірми 

точних інструментів  
Negretti & Zambra  

з поворотним кронøтейном 
(ХІХ ст.)
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2. Яêщî íåð³âí³ êóòи â³äêëàñòи â³ä îäíîãî 
é òîãî ñàìîãî ïðîìåíÿ â îäíó é òó ñàìó ï³âïëî
щиíó, то êóò ç ìåíøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю бóäå 
чàñòиíîю êóòà ç б³ëьøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, 
à òîìó ìåíøиì â³ä íьîãî.

Нерівності міæ кутами позначають за допомогою 
тиõ самиõ знаків > та <, ùо é нерівності міæ відпо
відними їм градусними мірами, наприклад, ∠A > ∠B.

Означення. 
Півпряма, яка виходить з вершини кута, 
проходить між його сторонами і ділить 
кут на дві рівні частини, називається 
б³ñåêòðиñîю кута.

Слово «бісектриса» поõодить від латинського 
bissectrix, ùо означає «розтинаюча навпіл». 

На рис. 1.53 півпряма с — бісектриса кута ∠ab. 
Вона ділить цеé кут на два рівниõ кути ∠ac і ∠cb, 
ùо мають спільну сторону c.

На рис. 1.54 півпряма с — бісектриса розгорнутого 
кута ∠ab. Оскільки розгорнутиé кут має градусну 
міру 180°, то кути ∠ac і ∠cb дорівнюють по 90°.

Означення.
Кут, який дорівнює 90°, називається ïðÿìиì.

Ïрямі кути на рисункаõ часто відзначають знач
ком . 

Для креслення прямиõ кутів, окрім транспорти
ра, застосовується косинець (рис. 1.55). Ïроôесіéні 
креслярі використовують рейсшину — інструмент, 
ùо складається із двоõ лініéок різної довæини, скрі
плениõ у ôормі літери Т (рис. 1.56).

За своєю величиною прямі кути заéмають про
міæне становиùе міæ гострими é тупими кутами.
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Означення.
Кут, величина якого менша від 90°, нази
вається ãîñòðиì, а кут, величина якого більша 
за 90°, але менша від 180°, називається òóïиì. 

На рис. 1.57 зобраæено усі три види нерозгорну
тиõ кутів, залеæно від їõньої величини — гостриé, 
прямиé і тупиé.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Обґрунтувати, ùо приéняте на с. 37 означення 
променя, якиé проõодить між сторонами кута, 
не залеæить від вибору відрізка з кінцями на сто
ронаõ кута. Тобто, якùо промінь с, ùо виõодить 
з вершини кута О, перетинає якиéсь відрізок АВ 
з кінцями на сторонаõ а, b кута, то він перетинає 
і будьякиé іншиé такиé відрізок LM (рис. 1.58).

Ðозв’язання. Ïроведемо відрізок BL і обґрун
туємо, ùо промінь с éого перетинає. Точки А і L 
леæать з одного боку від прямої с, оскільки відрізок 
AL її не перетинає. Точки А і В леæать по різні боки 
від прямої с, оскільки відрізок АВ її перетинає. Точка 
L леæить з того самого боку, ùо é точка А, отæе, по 
різні боки з точкою В, а тому відрізок ВL перетинає 
пряму с у деякіé точці D.

×и моæе точка D налеæати не променю с, а до
повняльному до нього променю? Не моæе, оскільки 
доповняльниé промінь міститься по іншиé бік від 
прямої b, ніæ відрізок ВL. Отæе, відрізок ВL пере
тинає саме промінь с.

Так само, як ùоéно розглянуто відрізки АВ і ВL, 
розглянемо відрізки ВL і LМ. Оскільки уæе відомо, ùо 

Ðèñ. 1. 75
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промінь с перетинає відрізок ВL, то так само виведемо, ùо 
він перетинає і відрізок LМ. Обґрунтування завершено.

Вправи і задачі

 57°. Позначте три точки, що не лежать на одній пря-
мій, і накресліть усі кути з вершинами у кожній з 
цих точок, сторони яких проходять через дві інші 
точки. Скільки всього кутів буде побудовано? Як 
зміниться відповідь, якщо точки лежатимуть на 
одній прямій? 

 58°. Виміряйте за допомогою транспортира кути А, В, С, 
D, зображені на рис. 1.59, і на цій підставі вкажіть, 
котрі з цих кутів гості, котрі — тупі, а котрі, можли-
во, — прямі.

 59°. Проведіть промінь ОА і за допомогою транспор-
тира відкладіть від нього у різні півплощини кути 
∠АОВ = 55° і ∠АОС = 75°. Визначте градусну міру 
кута ВОС. Як зміниться результат, якщо кути АОВ 
і АОС відкласти в одну півплощину? Обґрунтуйте 
свої відповіді.

 60°. За допомогою транспортира накресліть кути з гра-
дусними мірами 30°, 60° і 120°, а потім проведіть 
їхні бісектриси. Утвориться ціла низка нових кутів. 
Чи будуть серед «старих» і нових кутів рівні?

 61°. Скільки різних кутів утворюють чотири промені à, 
b, ñ, d, що виходять зі спільного початку (рис. 1.60). 
Запишіть позначення цих кутів.

 62°. Чи є промінь à бісектрисою кута АОВ у випадках, 
зображених на рис. 1.61, а)-в)?

 63°. Визначте кути, які утворюють хвилинна і годинна 
стрілки годинника у кожний момент часу, коли 
годинник показує цілу кількість годин. Чи є серед цих кутів рівні?

 64°. Чи може сума градусних мір двох гострих кутів бути: а) більшою; б) меншою; 
в) рівною градусній мірі прямого кута?

 65°. Чи може кут між бісектрисою і стороною кута бути: а) тупим; б) прямим?

Ðèñ. 1. 95
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 66. Чи істинні такі твердження:
  а) кут, який менший від прямого, — гострий, а кут, який більший за прямий, — 

тупий;
  б) будь-який кут, який менший від тупого, — гострий;
  в) будь-який кут, який менший від розгорнутого, — тупий;
  г) різниця двох тупих кутів менша від прямого кута?
 67. Промінь c проходить між сторонами кута ∠àb. Визначте:
  а) ∠àb, якщо ∠àñ = 32°, ∠bñ = 74°;
  б) ∠àñ, якщо ∠àb = 138°, ∠bñ = 61°;
  в) ∠bc, якщо ∠àb = 90°, ∠àñ = 39°.
 68. Чи може промінь ñ проходити між сторонами кута ∠àb, якщо: 
  а) ∠àñ = 30°, ∠bc = 70°, ∠àb = 40°; 
  б) ∠àñ = 105°, ∠ñb = 80°, ∠àb = 40°; ∠àñ > ∠ab?
 69. Між сторонами кута ∠àb, градусна міра якого дорівнює 60°, проведено про-

мінь ñ. Визначте кути ∠àñ і ∠bc, якщо:
  а) кут ∠àñ на 20° більший за кут ∠bc;
  б) кут ∠àñ утричі менший від кута ∠bc;
  в) градусні міри кутів ∠àñ і ∠bc відносяться, як 3 : 7.
 70. Промінь ОС проходить між сторонами кута АОВ і при цьому ∠АОС = 45°, 

∠СОВ = 60°. Проведено промінь ОD, для якого ∠ВOD = 15°. Визнач те гра-
дусну міру кута АОD. Скільки розв’язків має ця задача?

 71. На рис. 1.62 промені à і b — доповняльні, ñ — до-
вільний інший промінь з тим самим початком, що й 
у променів à і b. Накресліть такий рисунок у зошиті 
і проведіть за допомогою транспортира бісектриси 
кутів ∠àñ і ∠ñb. Потім виміряйте кут між цими бісек-
трисами. Можливо, результат, який ви дістанете, 
наштовхне вас на певний загальний висновок?

Ðèñ. 1.61
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 72. У прямому куті між його сторонами проведено довільний промінь, а потім — 
бісектриси обох кутів, на які цей промінь ділить прямий кут. Чому дорівнює 
кут між бісектрисами? Як зміниться відповідь, якщо кут буде не прямим, а до-
рівнюватиме, наприклад, 70° чи 120°? Чи не наштовхують вас ці запитання 
на певний загальний висновок?

 73•. Розгляньте обернену ситуацію до тієї, що описана у попередній задачі. Тобто 
нехай у якомусь куті О з невідомою градусною мірою проведено промінь 
між його сторонами, а потім — бісектриси кутів, на які цей промінь розбиває 
кут О. Нехай кут між бісектрисами має градусну міру n°. Чи можна знайти 
градусну міру кута О?

 74•. З деякої точки проведено три промені так, що всі кути, які утворюють будь-які 
два з них, рівні між собою. Визначте ці кути.

 75•. Чи можна з деякої точки провести чотири або п’ять променів так, щоб кути, 
які утворюють будь-які два із цих променів, були рівними між собою? Якщо 
можна, то якими будуть ці кути?

 76•. У вас є шаблон кута з градусною мірою 75°. Якої величини кути можна на-
креслити, використовуючи лише цей шаблон?

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

Як вимірювали кути у різні часи

Прилади для вимірювання кутів
Транспортир і астролябія. Наéдавнішим 

прообразом транспортира був кутомірниé прилад, 
якиé використовували астрономи, — астролябія. 
Транспортир — це половина астролябії.

Вваæається, ùо астролябію винаéшов у ІІ ст. 
до н. е. знаменитиé грецькиé астроном Гіппарõ 
(180-125 до н.е.), а вдосконалив середньовічниé 
німецькиé астроном та математик Ðегіомонтан (Éоганн 
Ìюллер) (1436-1476). Цеé прилад слугував для 
визначення полоæення небесниõ світил на небесніé 
сôері. Для прикладу, на гравюрі ХVІ ст., відтвореніé 
на рис. 1.63, відобраæениé один зі способів для 
визначення горизонтального напрямку на світило, 
якиé застосовувався мореплавцями.

Регіомонтан  
(Éоганн Мþллер)  

(1436–1476)
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Ïочатково астролябію використовували здебільшого 
для визначення висоти світил над горизонтом. Із цією 
метою її виготовляли у вигляді ваæкого мідного диска — 
лімба, якиé підвішували за кільце у вертикальному 
полоæенні (рис. 1.64). Ïо краю лімба наносилася шкала 
від 0° до 360°. Ïряма ÃÃ

1
, ùо сполучала поділки 0° 

і 180°, заéмала горизонтальне полоæення. У центрі лімба 
кріпилася руõома стрілка АА

1 — алідада. На її кінцяõ 
розміùувалися перпендикулярні до лімба пластинки 
з отворами — діоптри.

Для визначення висоти світила над горизонтом 
спостерігач прикладав око до ниæнього діоптра А 
і повертав алідаду доти, поки світило не було видно 
одразу через обидва діоптри. Ïоділка на шкалі, на 
якіé зупинявся краé алідади (А чи А

1
), вказувала на 

висоту світила над горизонтом у градусаõ.

Одиниці для вимірювання кутів
Ãрадуси. Наéпоширенішими одиницями для вимі

рю вання кутів є градуси. Уæе зазначалося, ùо латин
сь ке слово gradus, від якого утворено цю назву, означає 
«крок», «ступінь», і ùо величина кута 1 градус (1°) 

дорівнює 1
180

 частині розгорнутого кута (див. с. 39).

Ðèñ. 1.63

A

Ã Ã1

À1

Àñòðîëÿá³ÿ Ðåã³îìîíòàíà

Ðèñ. 1.64
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×им пояснити таку назву і таку величину? 
Ще дав ньо вавилонські æерці помітили, ùо під час 

рівнодення (тобто коли день і ніч мають однакову 
тривалість) со няч ниé диск упродовæ свого руõу 
небосõилом (рис. 1.65) укладається в проéденому 
шляõу рівно 2 × 180 разів. À оскільки цеé шляõ — 
півколо, то цілком природно було розбивати éого на 
180 такиõ подвіéниõ кроків Сонця. Саме ці кроки 
пізніше é були названі градусами.

Спостереæення за руõом Сонця упродовæ дня 
підтвердæувалися é відповідними спостереæеннями 
за éого руõом упродовæ року. У ті часи вваæалося, 
ùо рік триває 360 діб. Тому весь річниé шляõ Сонця 
небосõилом — так зване зодіакальне коло — теæ 
ділився на 360 подвіéниõ кроків, тобто градусів, а éого 
половина, відповідно, — на 180 градусів.

Нарешті, свіé вплив на вибір основи для визначення 
градуса могло мати é те, ùо у Давньому Вавилоні 
застосовувалася шістдесяткова система числення, 
а число 180 ділиться без остачі на основу 60 цієї 
системи. Із цим самим пов’язано é ділення градуса на 
60 мінут, а мінути — на 60 секунд.

В античну епоõу старовинну вавилонську сис
тему переéняли грецькі астрономи, зокрема, наéви
дат нішиé з ниõ Клавдіé Ïтолемеé (І-ІІ ст. н. е.). 
Àвторитет Ïтолемея сприяв тому, ùо ця система 
набула повсюдного поширення в епоõу Відродæення, 
а потім і в пізніші часи. У результаті ми é тепер, 
як і давні вавилоняни, греки та середньовічні євро
пеéці вимірюємо кути у градусаõ, вваæаючи, ùо 
розгорнутиé кут має саме 180°.

Цікаве поõодæення самого позначення для градусів. 
Кути з величиною 1° Ïтоломеé називав моé рами, ùо 
в перекладі з грецької мови означає «частини». Слово 
µοιρα він скорочував двома першими літерами, 
причому другу літеру писав меншою від першої 
і вгорі — µο. Ïізніше залишилася лише маленька 
літера ο. Це скорочення застосовується é досі.

Ðèñ. 1.70

Ãîðèçîíò Ñõ³ä

Çàõ³ä
Ñîíöå

Рис. 1.65

Êлавдіé Ïтолемеé. 
Старовинна гравюра
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Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі І

Що вивчається у геометрії
Ãеометрія — наука про геометричні ôігури.
Планіметрія — частина геометрії, в якіé вивчаються геометричні ôігури, роз

міùені на плоùині.
Наéелементарнішими ôігурами на плоùині вваæаються точки і прямі. За до

помогою ниõ конструюються усі інші плоскі ôігури.
Точки і прямі. Проведення прямої

Ô³ãóðà

Òî÷êà

A

B
C

D

Уявлення про точку дає слід на аркуші від тонко 
загостреного олівця. Вваæається, ùо точка не має розмірів 
і ùо на плоùині існує безліч точок. 

У застосуванняõ геометрії точками моæуть уваæатися 
будьякі реальні об’єкти, розмірами якиõ за даниõ умов 
моæна знеõтувати.

Точки позначаються великими літерами латинського 
алôавіту. Наприклад: А, В, С, D.

A

B
l

Уявлення про пряму дає лінія, проведена під лініéку. 
Інші реальні прообрази прямої — натягнуті мотузки, 

світ лові і зорові промені.
На коæніé пряміé існує безліч точок, однак для 

проведення прямої достатньо лише двоõ точок.
Основна властивість проведення прямої:
чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó, 

³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.
Ïрямі позначають або двома великими літерами, якими 

позначені якінебудь дві точки прямої, або однією малою 
латинською літерою. Наприклад: АВ, l.

m

P

n

Ïро дві прямі m і n, які мають одну спільну точку Р, 
ка æуть, ùо вони ïåðåòиíàюòьñÿ у ціé точці.
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b

a Якùо прямі a і b не мають æодної спільної точки, то 
вони називаються ïàðàëåëьíиìи (в дослівному перекладі 
з грецької — «éдуть поруч»). 

Скільки б не продовæувати зобраæення паралельниõ 
прямиõ, вони ніколи не перетнуться.

Розміщення точок на прямій. Відрізки і промені

A BÑ l

Основна властивість розміщення точок на прямій: 
³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëåæиòь 

ì³æ äâîìà ³íøиìи.
Якùо точка С леæить на пряміé l міæ точками А і В, то 

каæуть такоæ, ùо точки А і В леæать по різні боки від точки 
С, або ùо точки С і В леæать з одного боку від точки А, 
а точки А і С — з одного боку від точки В.

A B

Відрізок — це частина прямої, ùо складається з усіõ 
точок прямої, які леæать міæ двома її точками, разом із 
цими точками. Ці точки називаються ê³íцÿìи відрізка, а всі 
решта точок називаються âíóòð³øí³ìи òîчêàìи відрізка.

Ïозначають відрізки зазвичаé їõніми кінцями. Наприклад: АВ.

O

X
l

A

Промінь (або півпряма) — це частина прямої, ùо 
складається з усіõ точок цієї прямої, які леæать з одного 
боку від деякої її точки, разом із цією точкою. Ця точка 
називаються ïîчàòêîì променя, а всі решта точок нази
ваються внутрішніми точками променя.

Ïозначають промені або двома великими літерами, з якиõ 
перша вказує на початок променя, а друга — на якунебудь 
внутрішню точку, або однією малою літерою. Наприклад: 
ОА, OX, l.

Два промені однієї прямої зі спільним початком нази
ваються äîïîâíÿëьíиìи (або âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи).
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Розміщення точок на площині відносно прямої. Півплощини

l

B

A

C

Основна властивість розміщення точок на площині 
відносно прямої:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³âïëîщиíи.
Це розбиття має таку властивість: коæен відрізок АВ, ùо 

сполучає точки однієї півплоùини, не перетинає граничної 
прямої l, а коæен відрізок АС, ùо сполучає точки різниõ 
півплоùин, перетинає її. 

Вимірювання і відкладання відрізків. Рівність відрізків

A

B

C

AB AC CB= +

Основна властивість вимірювання відрізків:
êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðàæàºòьñÿ 

äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³âíюº ñóì³ 
äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêîю 
ñâîºю âíóò ð³øíьîю òîчêîю.

Відрізки АВ і CD, які мають однакову довæину, нази
ваються ð³âíиìи.

A

B

Ñ D l

CD AB=

Основна властивість відкладання відрізків:
íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó ìîæíà 

â³äêëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðи
òîìó — ò³ëьêи îäиí

З основниõ властивостеé вимірювання і відкладання 
відрізків випливає, ùо ð³âí³ â³äð³çêи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

BMA

AM MB=

Точка M, яка ділить відрізок AB на дві рівні частини, 
назива ється ñåðåäиíîю відрізка AB.

Кути

O

A

B

1

a

b

Кут — це ôігура, ùо складається з двоõ променів, які 
мають спільниé початок. Ïри цьому коæен із променів 
називається ñòîðîíîю кута, а їõніé спільниé початок — 
âåðøиíîю кута.

Якùо О — вершина кута, ОА і ОВ — éого сторони, то 
позначити цеé кут моæна так: ∠О або ∠АОВ. 

Якùо сторони кута позначені через а і b, то кут позна
чають у ôормі ∠аb або ∠(ab).

Інколи кути позначають циôрами. Наприклад, ∠1.

Oa b
Якùо сторони а, b кута О є взаємно доповняльними 

променями, то такиé кут називається ðîçãîðíóòиì. 
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O b

a

c
A

B

Ïромінь с з початком у вершині О нерозгорнутого кута 
проõодить ì³æ éîãî ñòîðîíàìи a, b, якùо він перетинає 
якиéнебудь відрізок АВ з кінцями на сторонаõ кута. 

Ìоæна обґрунтувати, ùо промінь, якиé леæить міæ 
сторонами нерозгорнутого кута, перетинає усі відрізки 
з кін цями на éого сторонаõ.

O

ab

c
Для розгорнутого кута ∠аb уваæається, ùо будьякиé 

промінь с, якиé виõодить з вершини кута О, леæить міæ 
éого сторонами а і b.

A B

O

Точки усіõ променів, які проõодять міæ сторонами 
нерозгорнутого кута, називаються внутрішніми точками 
цього кута. Ðешта точок плоùини називаються зовнішніми 
точками кута.

Для розгорнутого кута внутрішніми уваæаються всі 
точ ки однієї з півплоùин, граничну пряму якої утворюють 
сторони кута.

Коæен кут розбиває плоùину на дві частини. Та частина, 
яка містить сторони кута і всі внутрішні точки кута, нази
вається îïóêëиì ïëîñêиì кутом, а та, ùо містить сторони 
кута і всі зовнішні точки, — óâ³ãíóòиì ïëîñêиì êóòîì.

Вимірювання і відкладання кутів. Рівність кутів

1�

Кути вимірюють у градусаõ, зокрема — за допомогою 

транспортира. Кутом з градусною мірою 1° уваæається 1
180

 

частина розгорнутого кута. 
Дрібнішими одиницями для вимірювання кутів є мінута 

і секунда Одна ì³íóòà (1′) дорівнює 1
60

 частині градуса, 

одна ñåêóíäà (1′′) дорівнює 1
60

 частині мінути.
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b a

�ab = 180°

b

a

c

� � �ab ac cb= +

Основна властивість вимірювання кутів:
êîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî 

âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò 
äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ 
ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäь
ÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.
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Основна властивість відкладання кутів:
â³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó çàäàíó ï³âïëîщиíó ìîæíà 

â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, ìåíøîю 
â³ä 180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На рисунку від променя l відкладено кут ∠lm, ùо 
дорівнює 115°.

O

Q

� �O Q=

Кути, які мають однакові градусні міри, називаються 
ð³âíиìи.

З основниõ властивостеé вимірювання і відкладання кутів 
випливає, ùо ð³âí³ êóòи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

b

a

c

� �ac cb=

Ïромінь с, якиé виõодить з вершини кута ∠аb, проõодить 
міæ éого сторонами і ділить кут на два рівниõ кути, 
називається б³ñåêòðиñîю кута ∠аb. 

Види кутів

A

� �A ïðÿìèé= 90 —
B

� �B ãîñòðèé< 90 —

C

� �C òóïèé> 90 —

Кут, градусна міра якого дорівнює 90°, називається ïðÿìиì.
Кут, градусна міра якого менша від 90°, називається ãîñòðиì, а кут, градусна 

міра якого більша за 90°, але менша від 180°, називається òóïиì.
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Перевір себе

 1. Що вивчає геометрія? Що таке геометрична фігура? Назвіть відомі вам при-
клади геометричних фігур.

 2. Які геометричні фігури вважаються основними на площині? Як вони зобра-
жуються і позначаються?

 3. Сформулюйте основну властивість проведення прямої.
 4. Яким може бути взаємне розміщення двох прямих на площині?
 5. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на прямій.
 6. Дайте означення відрізка. Як позначаються відрізки?
 7. Що таке промінь (півпряма)? Як позначаються промені? 
 8. Які промені називаються доповняльними?
 9. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на площині. 
 10. Що означає вислів: «Пряма розбиває площину на дві півплощини»?
 11. Сформулюйте основну властивість вимірювання відрізків. Які відрізки нази-

ваються рівними? Як записується рівність відрізків?
 12. Що таке відстань між двома точками?
 13. Що таке середина відрізка?  
 14. Сформулюйте основну властивість відкладання відрізків.
 15. Обґрунтуйте, що коли відрізки рівні, то їх можна сумістити.
 16. Дайте означення кута. Як позначаються кути?
 17. Який кут називається розгорнутим?
 18. Поясніть, що означає вислів: «Промінь проходить між сторонами кута».
 19. Що таке плоский кут? Які плоскі кути називаються опуклими, які — увігнутими?
 20. В яких одиницях вимірюються кути?
 21. Сформулюйте основні властивості вимірювання та відкладання кутів.
 22. Які кути називаються рівними?
 23. Як можна обґрунтувати, що коли кути рівні, то їх можна сумістити?
 24. Що таке бісектриса кута?
 25. Які кути називаються прямими, які — гострими, які — тупими?

Завдання для повторення та проведення контрольних  
робіт до розділу І

 1°. а) На рис. 1.66 знайдіть усі прямі, які проходять через точку D, але не про-
ходять через точку В. Випишіть усі можливі позначення для них.

  б) На рис. 1.66 знайдіть усі прямі, які проходять через точку О, але не про-
ходять через точку С. Випишіть усі можливі позначення для них.
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 2°. а) За рис. 1.67 випишіть усі промені, які перетинають відрізок АВ, але не 
перетинають відрізок СD.

  б) За рис. 1.67 випишіть усі промені, які перетинають відрізок CD, але не 
перетинають відрізок AB.

 3°. а) За рис. 1.68 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів із вершиною Q.
  б) За рис. 1.68 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів із вершиною P.

 4°. а) Які із тверджень стосовно співвідношення між 
довжинами відрізків на рис. 1.69, а) є істинними: 

  1) MN = PQ;  2) MN > PQ;  3) NP > NQ; 
  4) NQ = NP + PQ;  5) MN + PN + PQ = MQ?
  б) Які із тверджень стосовно співвідношення між 

величинами кутів на рис. 1.69, б) є істинними: 
1) ∠bd > ∠ad; 2) ∠bd > ∠ac; 3) ∠ab < ∠ac + ∠bd; 
4) ∠ab = ∠ad + ∠db; 5) ∠ab = 180°?

 5. а) На промені ОА позначено точку С. Відомо, що 
ОА = 8 см, а відрізок АС більший за відрізок ОА 
на 3 см. З’ясуйте, котра з точок О, А, С лежить між 
двома іншими та знайдіть довжину відрізка ОС.

  б) На промені ОК позначено точку Р. Відомо, що ОР = 3 см, а відрізок РК 
удвічі більший за ОР. З’ясуйте, котра з точок О, К, Р лежить між двома іншими 
та знайдіть довжину відрізка ОК.

 6. а) Точка А належить відрізку PQ. Відрізок РА утричі довший за відрізок АQ. 
Визначте довжини відрізків РА і РQ, якщо PQ = 12 см.

  б) Точка Р лежить на прямій АВ і при цьому точка В розміщена між точками А 
і Р. Відомо, що відрізок АВ удвічі менший від відрізка ВР. Визначте довжину 
відрізка ВР, якщо АР = 15 см.

 7. а) З вершини розгорнутого кута POQ проведені у різні боки від прямої PQ 
промені ОА і ОВ так, що ∠РОА = 75°, ∠ QOB = 125°. Визначте кут АОВ.
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  б) З вершини розгорнутого кута АОВ проведені у різні боки від прямої АВ 
промені ОК і ОМ так, що ∠КОВ = 100°, ∠ МОА = 125°. Визначте кут КОМ.

 8. а) Промінь ОА проходить між сторонами кута МОN, що дорівнює 95°. Кут 
МОА на 25° більший за кут АОN. Визначте кути МОА і АОN.

  б) Промінь ОР проходить між сторонами кута АОВ, що дорівнює 72°. Кут 
АОР утричі більший за кут ВОР. Визначте кути АОР і ВОР.

 9. а) На відрізку АВ завдовжки 12 см позначені точки P і Q так, що AP = 7 см, 
PQ = 3 см. Визначте довжину відрізка QB.

  б) Всередині кута ∠àb, що дорівнює 130°, проведено промені ñ і d так, що 
∠àñ = 60°, ∠ñd = 20°. Визначте величину кута ∠bd.

 10. а) Промені ОВ і ОС проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Обґрун-
туйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

  б) Промені ОВ і ОС не проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. 
Обґрунтуйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

 11•. а) На прямій послідовно позначені точки О, Р, А, В так, що ОР = 2 см, РА = 
= 6 см, ОВ = 14 см. Визначте відстань між серединами відрізків ОА і РВ. 

  б) На прямій послідовно відкладені відрізки АВ, ВС і СD так, що АВ : ВС = 2 : 3, 
АD = 15 см, CD = 5 см. Визначте відстань між серединами відрізків АВ і СD. 

 12•. а) Точки А, В, С лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 10 см, ВС = 12 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

  б) Точки А, В, С лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 8 см, ВС = 3 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

 13•. а) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 80°, ∠СОD = 20°. Визначте кут ВОD.

  б) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD не проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 140°, ∠СОD = 60°. Визначте кут ВОD.

 14•. а) Промінь, проведений з вершини прямого кута, ділить цей кут на два менші 
кути. Обґрунтуйте, що кут між бісектрисами цих кутів дорівнює 45°.

  б) Промінь, проведений з вершини кута О, ділить цей кут на два кути. Кут 
між бісектрисами утворених менших кутів дорівнює 45°. Обґрунтуйте, що кут 
О — прямий.



Ваñилü Êандинñüкиé (1866–1944).  
Êомпозиція номер VIII (1923 р.).

У цій усесвітньо відомій картині один із засновників живописного абстракціонізму відобразив своє 
сприйняття геометричних кодів Всесвіту. Приводом стало спостереження сонячного затемнення. 
Найважливіøими формоутворюючими елементами у кодах Всесвіту, як уважав В. Кандинський, є 
прямі лінії і кола. Прямі ми детально вивчатимемо у цьому розділі, кола — в останньому розділі.



Розділ ІI Взаємне розміщення  
прямих на площині

  Вступ

«Тоé, õто добре вивчив пряму, не матиме трудно
ùів з геометрією», — часто повторював своїм учням 
у знаменитіé Ïолітеõнічніé школі в Ïариæі відомиé 
ôранцузькиé математик і громадськиé діяч Гаспар 
Ìонæ (1746–1818).

На попередніõ урокаõ ви розпочали ґрунтовне ви
вчення прямої. Ïерші ôакти, з якими ви ознаéоми
лися, стосувалися саме цієї ôігури. То були основні 
властивості про проведення прямої, про розміùення 
точок на пряміé і про розміùення точок на плоùи
ні відносно прямої. Отæе, éшлося про властивості 
окремо взятої прямої. Наступним кроком має бути 
дослідæення взаємного розміùення двоõ прямиõ. 
Цьому é присвячуватиметься цеé розділ.

Однак перш, ніæ безпосередньо переéти до розгля
ду циõ питань, нам потрібно зробити декілька вкраé 
ваæливиõ для подальшого зауваæень. Ïри цьому ми 
будемо посилатися і на тоé невеликиé досвід вивчен
ня геометрії, якиé ви вæе маєте.

Пам’ятник Гаспару Монжу 
у містечку Боні (Бургун-

дія), в якому він народився. 
Відомий скульптор Фран-
суа Рюд увічнив великого 
ученого в образі професора 
Політехнічної øколи під час 

лекції з геометрії.
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Про аксіоми, теореми і доведення у геометрії

На попередніõ урокаõ ви не могли не помітити, 
ùо при виборі основниõ полоæень для ôундаменту 
геометрії ми постіéно вдавалися до певниõ логіч
ниõ обґрунтувань. Наприклад, ваæливість основниõ 
властивостеé прямої пояснювали тим, ùо ці вла
стивості могли б і не виконуватися, якби геометрія 
будувалася не для земного, а для якогось іншого 
світу, наприклад, для невеличкої кулястої планети 
Ìаленького Ïринца або для планети у ôормі бубли
ка. Що æ до деякиõ наслідків, то ми виводили їõ з ос
новниõ полоæень винятково логічними міркуваннями, 
навіть якùо é без того вони начебто не викликали 
сумнівів. Наприклад, у §1 обґрунтовувалося, ùо дві 
прямі не моæуть мати більше однієї спільної точки, 
а в §4 — ùо рівні відрізки моæна сумістити.

У цьому — вся суть геометрії: геометрія — тео
ретична наука, в якіé усі ôакти виводяться логічним 
шляõом (за допомогою міркувань) з певного переліку 
основниõ полоæень. Ці основні полоæення назива
ються ùе аксіомами геометрії. У дослівному пере
кладі з грецької слово «аксіома» означає «повага» 
«авторитет», а в математиці вæивається у значенні 
незаперечної істини, підстави для логічниõ виведень.

Усі зазначені в попередньому розділі основні 
властивості наéпростішиõ геометричниõ ôігур є ак
сіомами геометрії. Àби чіткіше уявляти собі цеé 
ôундамент геометрії, перелічимо їõ тут ùе раз.

І. Àксіома проведення прямої. Чåðåç бóäьÿê³ äâ³ 
òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó, ³ äî òîãî æ — 
ò³ëьêи îäíó.

ІІ. Àксіома розміùення точок на пряміé. Іç òðьîõ 
òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëåæиòь ì³æ 
äâîìà ³íøиìи.

Усі доказові науки за
стосовують аксіоми. Ак
сіо ми мають найвищий 
сту пінь загальності, а то
му є початком усього.

Аристотель (кінець 4-го — 
початок 3-го ст. до н. е) — 
один із найвидатніших уче-
них-природодослідників 
і філософів усіх часів. 
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ІІІ. Àксіома розміùення точок на плоùині віднос
но прямої. Кîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ 
ï³âïëîщиíи, щî ìàюòь ñï³ëьíó ãðàíичíó ïðÿìó.

ІV. Àксіома вимірювання відрізків. Пðи âибðàí³é 
îäиíиц³ âиì³ðюâàííÿ êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâ
íó äîâæиíó, щî âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. 
Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³âíюº ñóì³ äîâæиí чàñòиí, 
íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêîю ñâîºю âíóòð³ø
íьîю òîчêîю.

V. Àксіома відкладання відрізків. Пðи âибðàí³é 
îäиíиц³ âиì³ðюâàííÿ íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä 
éîãî ïîчàòêó ìîæíà â³äêëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ 
çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

VI. Àксіома вимірювання кутів. Кîæíиé êóò ìàº 
ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì 
чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà 
ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà 
ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðî
õîäиòь ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.

VII. Àксіома відкладання кутів. В³ä бóäьÿêîãî 
ïðîìåíÿ ó çàäàíó ï³âïëîщиíó ìîæíà â³äêëàñòи 
êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, ìåíøîю â³ä 180°, 
³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

Це ùе не повниé перелік аксіом геометрії. Згодом 
буде уведено ùе дві ваæливі аксіоми — аксіому про 
паралельні прямі (§9) і аксіому про рухомість 
три кут ника (§14). Сукупність усіõ аксіом геометрії 
називається її аксіоматикою.

Як засвідчила історія, виокремлення вичерпного 
і при тому не переобтяæеного надмірною кількістю 
переліку аксіом — не така легка річ, як моæе здатися 
на першиé погляд. Ïершиé перелік аксіом геометрії 
запропонував давньогрецькиé учениé Евклід ùе у 
ІІІ ст. до н.е. Хоча цеé перелік і був неповним, однак 
він прослуæив науці аæ до кінця ХІХ ст. У 1899 р. 
видатниé німецькиé математик Давид Гільберт (1862–
1943) опублікував книгу «Основи геометрії», в якіé 

Евклід

Д. Гілüберт
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запропонував повниé перелік із 20 аксіом геометрії. 
Àксіоматика Гільберта задовольняла наéприскіпливіші 
вимоги учениõ, однак була занадто абстрактною і тому 
складною для початкового вивчення геометрії. Тому в 
шкільному навчанні ùе тривалиé час послуговувалися 
неповним переліком Евкліда.

Спеціально орієнтовану на школярів, модернізовану 
аксіоматику геометрії запропонував на початку 1930
õ років американськиé математик Дæордæ Біркгоô 
(1884–1944). В її основу він поклав аксіоми вимірюван
ня é відкладання відрізків та кутів, які ùе називають 
аксіомами лінійки і транспортира. À унікальниé 
синтез ідеé Евкліда, Гільберта і Біркгоôа здіéснив 
видатниé геометр ХХ ст. Олексіé Васильович Ïо
горєлов (1919–2002), якиé маéæе все æиття працював 
у Харківському університеті та Харківському науко
водослідному інституті низькиõ температур. Àксіома
тика Ïогорєлова була реалізована в éого підручнику 
з геометрії, якиé з’явився на початку 1970õ років, а 
потім понад чверть століття слуæив нашіé школі. Нині 
більшість вітчизняниõ спеціалістів вваæає цю аксіома
тику наéбільш придатною для шкільного навчання, і 
тому саме вона подається у цьому підручнику.

Ïісля уведення аксіоматики подальшиé виклад 
гео метрії відбувається шляõом послідовного виведен
ня (частіше каæуть — доведення) логічниõ наслідків. 
Ці логічні наслідки називаються теоремами.

Слово «теорема» — грецьке. Воно поõодить від 
слова «теорео», ùо означає «уваæно розглядаю», 
«придивляюся», і має тоé самиé корінь, ùо é значно 
поширеніше тепер слово «теорія». 

À ùе слово «теорема» має значення «вистава», яке 
близьке до сучасного «шоу». В античні часи у Греції 
були поширені інтелектуальні розваги у ôормі публіч
ниõ диспутів, під час якиõ їõні учасники обстоювати 
(доводили) свої твердæення або навіть цілі теорії. Ці 
мінівистави, які зараз назвали б інтелектуальними  
«шоу», теæ називалися «теоремами». 

Дж. Біркгоô

О.В. Ïогорєлов



57§5. Суміжні кути

Отæе, стеæачи за доведенням теореми на класніé 
дошці або знаéомлячись з ним за підручником, ви 
моæете уявляти себе присутніми на інтелектуальному 
шоу і навіть брати у ньому участь. Сподіваємося, ùо 
такиé погляд на теореми і їõнє доведення позбавить 
вас деякого остраõу, якиé на початкаõ моæуть ви
кликати ці слова.

Вас не повинно непокоїти é те, ùо в окремиõ 
теоремаõ, особливо на початкаõ, будуть доводитися 
немовби «очевидні» речі, які нібито é без доведен
ня видно з рисунка. Не піддаваéтесь на цю оману! 
Скільки б ви не нарисували рисунків, ви все одно 
ніколи не вичерпаєте усіõ моæливиõ варіантів для 
розмірів та розміùення деталеé (наприклад, ви не 
нарисуєте трикутник з кілометровими сторонами, 
а ми вæе бачили на прикладі сôери, ùо відõилення 
від «очевидного» на ніé проявляються якраз у вели
киõ масштабаõ). À тому ви ніколи не змоæете лише 
з рисунка з певністю зробити загального висновку. 
Тільки правильне логічне міркування (доведення) 
з посиланням на аксіоми або на вæе доведені раніше 
теореми моæе дати для цього підставу. Ðисунок моæе 
лише допомогти у доведенні, наприклад, наштовõ
нути на правильні міркування, однак замінити éого 
він не моæе.

 §5. Суміжні кути

Ïри перетині двоõ прямиõ утворюється чотири 
нерозгорнутиõ кути (рис. 2.1). Взаємне розміùення 
прямиõ õарактеризують за допомогою циõ кутів. Якиõ 
саме? — Це ми зрозуміємо після того, як уваæніше 
придивимося до ниõ. Для цього розглядатимемо їõ 
парами. Одні пари кутів називаються суміжними, 
інші — вертикальними. Суміæні кути ми вивчатиме
мо у цьому параграôі, вертикальні — в наступному.

Математичне доведен
ня — це логіка, яка сприяє 
правильному формуванню 
розуму, розвиває його здіб
ності, посилює їх настіль
ки, що розум привчається 
мислити точно і завж
ди відрізняти істину від 
хибності, навіть у речах 
нематематичних. Саме 
тому єгиптяни, перси і ла
кедемоняни, як свідчать 
джерела, рідко вибирали 
собі правителя, який не 
був трохи обізнаним з ма
тематикою, вважаючи, що 
необізнаний з математи
кою зовсім не вміє мисли
ти, а тому неспроможний 
правити й керувати.

Бенджамін Франк лін

Ðèñ. 2.1
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Означення.
Два кути називаються ñóì³æíиìи, якщо вони 
мають одну спільну сторону, а дві інші їхні 
сторони є доповняльними променями.

Ïобудувати суміæні кути моæна так. Візьмемо 
якиéнебудь кут ∠аb (рис. 2.2) і проведемо промінь 
а′, ùо є доповняльним до променя а. Кути ∠аb 
і ∠ba′ — суміæні: у ниõ сторона b спільна, а сторони 
a і a′ є доповняльними променями.

Кут, суміæниé з кутом ∠аb, дістанемо é тоді, якùо 
проведемо промінь b′, доповняльниé до променя b 
(рис. 2.3).

Отæе, для коæного кута ∠аb моæна побудувати 
два суміæниõ з ним кути ∠ba′ і ∠аb′.

Теорема 
(про суму суміжних кутів). 

Сóìà ñóì³æíиõ êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Неõаé кути ∠аb і ∠ba′ — суміæні, 
і в ниõ сторона b — спільна, а сторони a і a′ є до
повняльними променями (див. рис. 2.2). Тоді промінь 
b проõодить міæ сторонами розгорнутого кута зі сто
ронами а і a′. Відповідно до аксіоми про вимірювання 
кутів, сума кутів ∠аb і ∠ba′ дорівнює розгорнутому 
куту ∠аа′, тобто має градусну міру 180°. Теорему 
доведено.

Твердæення, яке безпосередньо випливає з теоре
ми, називається наслідком.

З теореми про суму суміæниõ кутів маємо такі 
наслідки.

Наслідок 1. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ïðÿìиì êóòîì, º ïðÿìиì.

Ðèñ. 2.2
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Ðèñ. 2.3
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Наслідок 2. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ãîñòðиì êóòîì, — òóïиé, 
à êóò, ñóì³æíиé ç òóïиì êóòîì, — ãîñòðиé.

Справді, якùо кут ∠аb — прямиé (рис. 2.4), то він 
дорівнює 90°. Тому суміæниé з ним кут ∠bа′, за тео
ремою про суму суміæниõ кутів, дорівнює 180° – 90°, 
тобто теæ 90°. Отæе, він є прямим.

Неõаé тепер ∠аb — гостриé (див. рис. 2.2). Це 
означає, ùо éого градусна міра менша від 90°. У сумі 
зі своїм суміæним кутом ∠аb′ він дає 180°. Отæе, 
цеé суміæниé кут має градусну міру, яка більша за 
90°, тобто є тупим. 

Випадок, коли ∠аb — тупиé, розглядається 
ана логічно.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Один із суміæниõ кутів на 60° меншиé від іншого. 
Визначити градусні міри циõ кутів і накреслити їõ.

Ðозв’язання. Ïозначимо через х градусну міру 
більшого із кутів. Тоді градусна міра меншого кута 
дорівнюватиме х – 60°. Оскільки сума суміæниõ кутів 
дорівнює 180°, то звідси маємо рівняння:
 х + х – 60° = 180°.

Звідси 2х = 240°, а х = 120°. Отæе, більшиé із 
кутів дорівнює 120°, а меншиé — 120° – 60°, тобто 
60°. На рис. 2.5 відобраæено побудову циõ кутів за 
допомогою транспортира. 

Ðèñ. 2.4
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Вправи і задачі

 77°.  На кожному з рис. 2.6, а)–в) укажіть пари суміжних кутів.

 78°.  Чи є кути 1, 2, зображені на рис. 2. 7, а)–г), суміжними?

 79°. Назвіть усі пари суміжних кутів, що утворюються 
прямими АВ і СD, які перетинаються в точці О 
(рис. 2.8).

 80°. Накресліть два нерівних суміжних кути так, щоб їхня 
спільна сторона проходила вздовж ліній у вашому 
зошиті. Укажіть два принципово різні варіанти.

 81°. Знайдіть невідомий кут, якщо суміжний з ним до-
рівнює:

  а) 67°; б) 138°; в) 90°;  г) 45° 25′.
 82°. Чи можуть у парі суміжних кутів бути:
  а) обидва кути гострими;
  б) обидва кути тупими;
  в) обидва кути прямими;
  г) один кут гострий, а інший — прямий;
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  ґ) один кут тупий, а інший — прямий;
  д) один кут тупий, а інший — гострий?
 83°. Чому при складанні аркуша паперу вдвоє, коли суміщаються краї, одержу-

ються прямі кути?
 84. При перетині двох прямих утворилися чотири кути 

(рис. 2.9). Визначте кути 2, 3 і 4, якщо кут ∠3 = 36°.
 85. Чому дорівнює кут, якщо два суміжні з ним кути 

дають у сумі 100°?
 86. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 80° більший за інший.
 87. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 40° менший від іншого.
 88. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них у 5 разів менший від іншого.
 89. Визначте величини суміжних кутів, якщо вони від-

носяться, як 2 : 3.
 90. Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони — прямі.
 91. Доведіть, що коли два прямі кути мають спільну сторону, то вони або сумі-

щаються, або є суміжними.
 92. Доведіть, що коли кути рівні, то й суміжні з ними кути рівні.
 93. Нехай ∠А і ∠В — одна пара суміжних кутів, а ∠С і ∠D — інша. Що можна 

стверджувати про величини кутів В і D, якщо ∠А < ∠C? Як це обґрунтувати?
 94. Які з наведених нижче тверджень є істинними, а які — хибними:
  1) для кожного кута можна побудувати не більше одного суміжного з ним кута;
  2) якщо два кути суміжні, то один із них гострий, а інший — тупий;
  3) якщо два кути суміжні, то один із них менший від іншого;
  4) якщо сума двох кутів дорівнює 180°, то вони — суміжні;
  5) якщо сума двох кутів дорівнює 180° і вони мають спільну сторону, то кути — 

суміжні;
  6) якщо сума двох кутів не дорівнює 180°, то вони — не суміжні;
  7) якщо два кути мають спільну сторону, то вони — суміжні;
  8) якщо сторона одного з кутів є доповняльним променем до сторони іншого, 

то кути — суміжні? 
  Проілюструйте ваші відповіді рисунками.
 95•. Один із суміжних кутів утричі більший за їхню різницю. Визначте ці кути.
 96•. Один із суміжних кутів удвічі менший від їхньої різниці. Визначте ці кути.
 97•. Бісектриса кута А утворює з його стороною кут, який удвічі більший за кут, 

суміжний з кутом А. Визначте кут А.
 98•. Величини двох кутів відносяться, як 1 : 3, а величини суміжних з ними кутів — 

як 4 : 3. Визначте ці кути.

Ðèñ. 2.9
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 99•. Визначте величину кута, який утворюють бісектриси двох суміжних кутів.
 100•.  Доведіть, що коли бісектриси двох кутів АОВ і ВОС утворюють прямий кут, 

то точки А, О, С лежать на одній прямій.

 §6. Вертикальні кути

Означення.
Два кути називаються âåðòиêàëьíиìи, якщо 
сторони одного з них є доповняльними про
менями до сторін іншого.

Ïри перетині двоõ прямиõ утворюється дві пари 
вертикальниõ кутів.

Справді, коæна із прямиõ точкою перетину ділить
ся на два доповняльниõ промені. Неõаé ці промені 
позначені а, а′ та b, b′ (рис. 2.10). Тоді кути ∠аb 
і ∠а′b′, а такоæ ∠аb′ і ∠а′b — вертикальні.

Назва «вертикальні кути» утворена від латин
ського слова «vertex», одним зі значень якого є 
«вершина». Отæе, у ціé назві відобраæається те, ùо 
вертикальні кути мають спільну вершину, а не те, 
ùо вони заéмають вертикальне, тобто прямовисне, 
полоæення. Ðаніше застосовувалася більш влучна 
назва — протилеæні кути.

Теорема 
(про вертикальні кути).

Вåðòиêàëьí³ êóòи ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Неõаé маємо два вертикальниõ кути 
∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10). Коæен із ниõ є суміæним 
з кутом ∠аb′, а тому в сумі з цим кутом дає 180°:
	 ∠аb + ∠аb′ = 180°;  ∠а′b′ + ∠аb′ = 180°.

Звідси
	 ∠аb = 180° – ∠аb′;  ∠а′b′ = 180° – ∠аb′.

Виõодить, ùо градусні міри кутів ∠аb і ∠а′b′ рівні, 
а тому рівні é самі ці кути. Теорему доведено.

Ðèñ. 2.10
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Ïерше доведення теореми про вертикальні кути 
давні історики приписують легендарному ôунда
тору античної науки Фалесу Ìілетському. Фалес 
æив у кінці VI - на початку V ст. до н. е. У ті часи 
вимірювання кутів у градусаõ ùе не було. Тому 
наé імовірніше, ùо Фалес доводив теорему про вер
тикальні кути тим, ùо обґрунтовував моæливість 
суміùення одного з ниõ із іншим шляõом повороту. 

Справді, якùо уявити, ùо півплоùину з граничною 
прямою b, яка містить сторону а першого з верти
кальниõ кутів ∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10), повернули 
відносно спільної вершини кутів так, ùоб ця пів плоùина 
сумістилася з іншою півплоùиною, то при цьому про
мінь b суміститься з променем b′, а промінь а — з про
менем а′. Отæе, кут ∠аb суміститься з вертикальним 
кутом ∠а′b′. À тому, мабуть, робив звідси висновок 
Фалес, вертикальні кути рівні міæ собою.

Цією давньою ідеєю з поворотом ôігури для дове
дення теорем ми ùе скористаємося.

Вправи і задачі

 101°. Назвіть пари вертикальних кутів, утворених при перетині прямих АВ і СD на 
рис. 2.11.

 102°. Назвіть усі пари вертикальних кутів, які утворюються при перетині трьох 
прямих в одній точці на рис. 2.12.

Фалеñ. Фрагмент фрески 
на фасаді національного 
університету в Афінах
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 103°. Чи є вертикальними кути, зображені на рис. 2.13?
 104°. Накресліть за допомогою транспортира кут, що до-

рівнює 70°, а потім за допомогою лінійки проведіть 
прямі, які містять сторони цього кута. Скільки кутів 
утворилося при перетині цих прямих? Визначте 
їхні величини вимірюванням і за допомогою об-
числення. Чи збігаються результати?

 105°. Чи можуть вертикальні кути бути: а) прямими; б) тупими; в) один гострим, 
а інший — тупим?

 106°. Чи істинне таке твердження: «Якщо два кути рівні, то вони — вертикальні»? 
Проілюструйте відповідь рисунком.

 107°. Сума величин двох вертикальних кутів дорівнює 120°. Визначте величину 
кожного з них.

 108°. Якими (гострими, прямими чи тупими) є вертикальні кути, якщо їхня сума: 
а) менша від 180°; б) більша за 180°; в) дорівнює 180°?

 109°. Один із кутів, які утворюються при перетині двох прямих, дорівнює 30°. Чому 
дорівнюють інші кути?

 110. Один із кутів, утворених при перетині двох прямих ліній, є прямим. Якими 
можуть бути інші кути? Відповідь обґрунтуйте.

 111. Сума двох кутів, які утворилися при перетині двох прямих, дорівнює 130°. 
Доведіть, що ці кути — вертикальні.

 112. Один із кутів, які утворюються при перетині двох прямих, на 50° менший від 
іншого. Визначте ці кути.

 113. Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, учетверо більший за 
інший. Визначте ці кути.

 114. Визначте величини кутів, утворених при перетині 
двох прямих, якщо: а) один із них на 20° більший 
за інший; б) один із кутів дорівнює половині іншого; 
в) сума величин двох кутів дорівнює 100°.

 115. Відомі два із кутів, утворених при перетині трьох 
прямих в одній точці (рис. 2.14). Визначте кути 1, 
2, 3, 4.

 116. Три прямі перетинаються в одній точці (рис. 2.15), 
Доведіть, що ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°.

 117•. Сума двох кутів, що утворилися при перетині двох 
прямих, на 60° менша від суми двох інших. Визна-
чте ці кути.

 118•. Сума вертикальних кутів удвічі більша за кут, су-
міжний з ними обома. Визначте ці кути.
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 119•. Визначте кути, які утворюються при перетині двох прямих, якщо сума трьох 
із них дорівнює 270°.

 120•. Один із кутів, що утворилися при перетині двох прямих, удвічі менший від 
суми решти трьох кутів. Визначте усі ці кути.

 121•. Доведіть, що бісектриси вертикальних кутів лежать на одній прямій.
 122•. Два рівні кути мають спільну вершину, а їхні бісектриси лежать на одній 

прямій. Доведіть, що ці кути — вертикальні.

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

Геометрія і... математика

Навчальна дисципліна, на урокаõ з якої ви у по пе
редніõ класаõ ознаéомлювалися з окремими геомет
ричними ôактами, називалася математикою. Окрім 
геометричниõ відомостеé, на урокаõ з математики 
вивчалися ùе різні числа та операції з ними, способи 
складання та розв’язування рівнянь, а такоæ численні 
приклади застосування циõ знань для розв’язування 
задач із практичним змістом.

Ïочинаючи із 7 класу, математика розділяється 
на дві окремі математичні дисципліни — геометрію 
é алгебру (а в старшіé школі з алгебри виокремляться 
ùе початки математичного аналізу). Ïроте зв’язок 
міæ окремими математичними дисциплінами ніколи не 
буде перериватися. Для õарактеристики геометричниõ 
величин будуть застосовуватися алгебраїчні ôормули 
é рівняння, а для алгебраїчниõ ôормул і рівнянь бу
дуватимуться геометричні моделі у вигляді граôіків, 
сõем, діаграм, і це суттєво допомагатиме при аналізі 
циõ ôормул і при розв’язуванні рівнянь.

Слово «математика» виникло у Давніé Греції 
приблизно у V ст. до н. е. в середовиùі піôагоріéців — 
послідовників легендарного Ïіôагора. Ïоõодить 
воно від слова «матема», ùо означає «вчення» або 
«знання». Давні греки визнавали чотири матема: про 
числа (ариôметику), про ôігури (геометрію), про 
пропорції у природі та мистецтві (гармонію) та про 

Ïіôагор. Символічний 
портрет. Гравюра невідомого 

художника XVI ст.
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ôорми світу (астрономію). Неодмінною умовою 
приналеæності певного знання до математики було 
виведення éого шляõом логічного міркування, тобто 
за допомогою мислення. Характерно, ùо інші науки, 
наприклад, ôізику, геограôію, історію у Давніé Греції 
не тільки не відносили до «матема», а é узагалі не 
вваæали вартими уваги справæніõ учениõ (ôілосоôів). 
Уваæалося, ùо тільки математика має тверді основи, 
оскільки вони здобуті розумом, тобто наéвиùою 
субстанцією, а не органами відчуття, які часто 
спонукають людину помилятися.

В епоõу середньовіччя давньогрецьке слово мате
ма тика вæивалося рідко, а наука, яку ми зараз нази
ваємо математикою, ділилася на ариôметику (науку 
про числа) та геометрію (науку про ôігури). Навчальні 
дисципліни з такими назвами вивчалися лише на дру
гому ступені освіти —так званому квадрівіумі. На 
квадрівіум моæна було переéти лише після успішного 
проõодæення початкового рівня, якиé називався трі
віумом і включав три навчальні предмети: граматику, 
логіку і риторику (красномовство). Квадрівіум, як про 
це свідчить éого назва, включав чотири предмети: 
окрім ариôметики é геометрії — ùе астрономію та 
музику (гармонію).

Усі сім предметів трівіума і квадрівіума шанобливо 
називали вільними мистецтвами — у тому сенсі, 
ùо вони звільняють людину від виснаæливої ôізичної 
праці. В епоõу Відродæення õудоæники é граôіки 

Франчеñко ді Стеôано (бл. 1422–1457). Сім вільних мистецтв. 
Зверху — фрагменти картини із зображеннями музи Геометрії та Евкліда
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присвятили їм чимало творів, зобраæаючи їõ прекрас
ними музами на зразок дев’ятьоõ античниõ муз, які 
вваæалися покровительками образотворчиõ мистецтв.

У XVI–XVII ст., коли ªвропа ознаéомилася із 
здобутками середньовічної арабської науки, з’явилася 
алгебра. Àрабською була не лише назва цієї науки, 
а é зміст — розв’язування рівнянь. Цим античні 
математики маéæе не заéмалися. Ïевниé час з арабсь
ким терміном «алгебра» конкурував латинськиé термін 
«аналіз», ùо мав тоé самиé зміст. Однак пізніше 
аналізом назвали відгалуæення алгебри, яке виникло 
у зв’язку з поняттям ôункції.

Термін «математика» для сукупної назви ариôметики, 
геометрії, алгебри та аналізу почали систематично 
застосовувати у XVIII ст. Ïроте ùе у першіé половині 
XIX ст. коæного визначного математика шанобли
во називали геометром, навіть якùо він проводив 
дослідæення в іншіé галузі математики. 

Незваæаючи на очевидні відмінності, різні матема
тичні дисципліни мають одну суттєву спільну рису, 
яка споріднює їõ міæ собою é вирізняє зпоміæ іншиõ 
наук. Усі поняття, які вивчаються у математичниõ 
наукаõ, — числа, ôігури, ôормули, ôункції тоùо, 
є мис леннєвими образами і тому моæуть розглядатися 
é аналізуватися окремо від будьякиõ матеріальниõ 
носіїв. Ïісля того, як установлені основні властивості 
циõ мисленнєвиõ образів (у геометрії ці властивості 
називаються аксіомами, в алгебрі — правилами, 
законами, ôормулами), усі інші властивості виводяться 
із ниõ уæе суто логічним шляõом.

Етüєн Делон 
(1518–бл. 1583)  

Геометрія (Гравюра)

Ангели, що вивчаþтü ма-
тематику. Деталь розпису 

стелі у залі Живопису  
в колиøньому королівсько-

му морському коледжі  
у Гринвічі (Англія, кінець 
XVII ст.). У книзі видно 

слово Newton.
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 §7. Кут між прямими. Перпендикулярні прямі

Ïідведемо підсумок проведеного у попередніõ двоõ 
параграôаõ вивчення властивостеé кутів, ùо утворю
ються при перетині двоõ прямиõ. Усього при цьому 
утворюється чотири кути зі спільною вершиною, сто
рони якиõ налеæать різним прямим (рис. 2.16) (ми 
не беремо до уваги ùе два розгорнуті кути, сторони 
якиõ налеæать одніé пряміé). Ці чотири кути розпа
даються на дві пари вертикальниõ кутів, які рівні міæ 
собою. Будьякі два кути з різниõ пар є суміæними, 
а тому їõня сума дорівнює 180°. Отæе, якùо один із 
суміæниõ кутів гостриé, то іншиé — тупиé, а якùо 
один із ниõ прямиé, то іншиé теæ прямиé (і тоді всі 
чотири кути є прямими).

На підставі цього приéмається таке означення. 

Означення. 
Кóòîì ì³æ äâîìà ïðÿìиìи, що перетинаються, 
називається величина гострого або прямого 
кута, утвореного при перетині цих прямих.

Звернімо увагу, ùо, на відміну від кута, утворе
ного променями, якиé є ôігурою і має градусну міру 
в меæаõ від 0° до 180°, кут міæ прямими — це лише 
величина і вона не перевиùує 90°.

Кут міæ прямими а і b позначається так: ∠аb. 
Наприклад, у випадку, зобраæеному на рис. 2.17, 
∠аb = 60°, а у випадку, зобраæеному на рис. 2.18, 
∠аb = 90°.

Означення. 
ßкщо кут між прямими дорівнює 90°, то такі 
прямі називаються ïåðïåíäиêóëÿðíиìи (або 
âçàºìíî ïåðïåíäиêóëÿðíиìи).

Каæуть такоæ, ùо перпендикулярні прямі перети
наються під прямим кутом.
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На рис. 2.18 зобраæені перпендикулярні прямі а 
і b.

Ïерпендикулярність прямиõ позначають за допо
могою знака ^. Наприклад: а ^ b, АВ ^ СD тоùо.

На рис. 2.19 і 2.20 відобраæені способи креслення 
перпендикулярниõ прямиõ за допомогою косинця. 
На першому з ниõ пряма b, ùо перпендикулярна до 
заданої прямої а, проведена через точку А цієї пря
мої. На другому — пряма b, ùо перпендикулярна 
до заданої прямої а, проведена через точку А, яка 
леæить поза прямою а.

×и моæе інша побудова, наприклад, за допомогою 
транспортира, дати інші перпендикулярні прямі? — 
Ні, не моæе, і це моæна довести.

Теорема 
(про єдиність перпендикулярної прямої). 

Чåðåç бóäьÿêó òîчêó ìîæíà ïðîâåñòи ëиøå 
îäíó ïðÿìó, ïåðïåíäиêóëÿðíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿.

Довед ення .  Ïрипустимо, ùо через точку А, 
розміùену на прямій а, моæна провести дві прямі b 
і с, перпендикулярні до прямої а (рис. 2.21). Неõаé 
буквами b і с позначені і промені циõ прямиõ, ùо 
леæать в одніé із півплоùин з граничною прямою а. 
Тоді у ціé півплоùині матимемо два рівниõ (прямиõ) 
кути ∠аb і ∠ас, відкладениõ від однієї півпрямої AX 
(X — якась точка прямої a, ùо не збігається з точкою 
А). Оскільки, за аксіомою про відкладення кутів, таке 
немоæливо, то зроблене припуùення õибне. Тому 
через точку А моæна провести лише одну пряму, 
перпендикулярну до прямої а.

Ïрипустимо тепер, ùо через точку А, розміùе
ну поза прямою а, моæна провести дві прямі b і с, 
перпендикулярні до прямої а (рис. 2.22). Неõаé В 
і С — точки перетину циõ прямиõ із прямою а.

Уявімо собі, ùо ту півплоùину з граничною пря
мою а, в якіé розміùена точка А, повернуто відносно 
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середини О відрізка ВС до суміùення з іншою пів
плоùиною. Ïри цьому точка В переміститься у точ
ку С, точка С — у точку В, прямиé кут АВС — на 
рівниé éому прямиé кут А′СВ, а прямиé кут АСВ — 
на рівниé éому прямиé кут А′ВС. 

Із того, ùо кути АВС і А′ВС — прямі, випливає, 
ùо кут АВА′ — розгорнутиé, тобто, ùо точки А, В, 
А′ леæать на одніé пряміé. Те æ саме стосується 
é точок А, С, А′. Виõодить, ùо через точки А і А′ 
проõодять дві прямі. Ці прямі не моæуть збігатися, 
оскільки пряма а перетинає їõ у різниõ точкаõ В і С. 
Дістали суперечність з аксіомою про проведення пря
мої, за якою через дві точки А і А′ моæна провести 
лише одну пряму. Із цього моæна зробити лише один 
висновок: а саме, тоé, ùо зроблене припуùення про 
існування двоõ перпендикулярниõ прямиõ b і с до 
прямої а — õибне. Теорему доведено.

Цікаво зауваæити, ùо, на відміну від перпенди
кулярної прямої, через будьяку точку А моæна про
вести дві прямі b і с, які перетинають задану пряму 
а під заданим кутом, якиé не є прямим (рис. 2.23, 
а–б) (порівняé з рис. 2.19 і 2.20).

Інколи доводиться вести мову про перпендикуляр
ність не тільки прямиõ, а é частин прямиõ — відріз
ків і променів.

Означення. 
Відрізки або промені називаються ïåðïåí
äиêóëÿðíиìи (кажуть також âçàºìíî ïåðïåí
äиêóëÿðíиìи), якщо вони лежать на перпен
дикулярних прямих. Відрізки або промені 
називаються ïåðïåíäиêóëÿðíиìи äî ïðÿìî¿, 
якщо вони лежать на прямих, які перпенди
кулярні до цієї прямої.
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Для короткого запису перпендикулярності відріз
ків і променів застосовується тоé самиé знак ^, ùо 
é для прямиõ.

На рис. 2.24 зобраæені õарактерні випадки вза
ємного розміùення перпендикулярниõ відрізків, а на 
рис. 2.25 — õарактерні випадки взаємного розміùен
ня відрізків, перпендикулярниõ до прямої.

Означення. 
Відрізок, який перпендикулярний до прямої 
і при цьому один з його кінців належить пря
мій, називається ïåðïåíäиêóëÿðîì до цієї пря
мої. Спільна точка прямої і перпендикуляра 
до неї називається îñíîâîю перпендикуляра.

Àналогічно означається поняття перпендикуляра 
до променя і до іншого відрізка.

На рис. 2.25, в) зобраæениé перпендикуляр до 
прямої, а на рис. 2.24, в–г) — перпендикуляри до 
відрізків.

Терміни «перпендикулярниé», «перпендикуляр» 
утворені від латинського слова perpendicularis, ùо 
означає «прямовисниé». Ïрямовисна лінія утворює 
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прямі кути з будьякою горизонтальною прямою 
(рис. 2.26). Це é стало підставою для того, аби будь
які прямі чи відрізки, які утворюють прямиé кут, 
називати перпендикулярними. У зв’язку із цим часто 
замість виразу «провести перпендикуляр із точки до 
прямої» каæуть: «опустити перпендикуляр із точки 
на пряму» або «поставити перпендикуляр до прямої 
у певніé точці» на ніé, — навіть тоді, коли пряма не 
заéмає горизонтального полоæення (рис. 2.27).

З використанням поняття перпендикуляра уво
диться поняття відстані від точки до прямої.

Означення. 
В³äñòàííю â³ä òîчêи äî ïðÿìî¿ називається 
довжина перпендикуляра, опущеного із цієї 
точки на пряму.

Ïідставою саме для такого означення є те, ùо 
перпендикуляр MN до прямої a є наéкоротшим з усіõ 
відрізків MX, які сполучають точку A з точками X 
прямої a (рис. 2.28). Ïоки ùо у нас немає достатнього 
теоретичного ôундаменту, аби довести це твердæен
ня. Ìи доведемо éого у наступному розділі.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Визначити кут міæ двома прямими, якùо сума 
трьоõ кутів, утворениõ при їõньому перетині, 
дорівнює 300°.

Ðозв’язання. Як би ми не вибирали три із чоти
рьоõ кутів, утворениõ двома прямими, ùо перетина
ються (рис. 2.29), два із ниõ завæди будуть суміæ
ними, а отæе, в сумі дадуть 180°. Тоді на третіé кут, 
за умовою цієї задачі, припадатиме 
 300° – 180° = 120°.
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Це — тупиé кут, а кут міæ двома прямими дорівнює 
величині гострого або прямого кута. Тому в цьому разі 
шуканиé кут міæ прямими дорівнює 180° – 120° = 60°.

Відповідь. 60°.

Вправи і задачі

 123°. Позначте точку і за допомогою лінійки проведіть через неї дві довільні прямі. 
Потім за допомогою транспортира визначте кут між цими прямими.

 124°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира дві прямі, кут між якими дорів-
нює: а) 30°;  б) 60°;  в) 90°.

 125°. Один із кутів, що утворюється при перетині двох прямих, дорівнює 140°. Чому 
дорівнює кут між цими прямими?

 126°. Жоден із кутів, утворених при перетині двох прямих, не є гострим. Чому дорівнює 
кут між цими прямими?

 127°. Перерисуйте в зошит зображення точки Р і прямої m, подані на рис. 2.30. Про-
ведіть у кожному випадку за допомогою косинця перпендикуляр із точки Р на 
пряму m. За допомогою лінійки у кожному випадку визначте відстань від точки 
Р до прямої ò.

 128°. Проведіть пряму і за допомогою лінійки та косинця позначте дві які-небудь точки 
А і В, що знаходяться від прямої на відстанях відповідно 3 см і 2 см.

 129°. Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного роз-
міщення відрізка і променя, що є взаємно перпендикулярними.

 130°. Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного 
розміщення двох променів, а також променя і прямої, які є взаємно перпенди-
кулярними.

 131. Визначте кут між двома прямими, якщо:
  1) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 100°;
  2) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 200°;
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  3) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 250°;
  4) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 350°.
 132. Визначте кут між двома прямими, якщо один із кутів, що утворилися при 

їхньому перетині, удвічі менший від іншого.
 133. Визначте кут між двома прямими, якщо різниця двох кутів, що утворилися 

при їхньому перетині, дорівнює 70°.
 134. Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 

кутів, що утворилися при їхньому перетині, учетве-
ро менша від суми двох інших.

 135. Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 
кутів, що утворилися при їхньому перетині, більша 
за суму двох інших на 140°.

 136. На рис. 2.31 відображений спосіб перевірки за допо-
могою лінійки, чи є прямим найбільший кут у косинця 
(пунктиром зображене попереднє положення косин-
ця). На якій геометричній властивості ґрунтується цей 
спосіб?

 137. На рис. 2.32 відображений спосіб перевірки за до-
помогою столярного кутника правильності обробки 
бруса. Як би ви пояснили цей спосіб? На якій геоме-
тричній властивості він ґрунтується?

 138. На рис. 2.33 відображений спосіб провішування пер-
пендикулярних прямих на місцевості за допомогою 
екера (у перекладі з французької мови це слово 
(equerre) означає «кутник»). У найпростішому варіанті 
екер складається із хрестовини, що кріпиться на ніжці; 
на кінцях хрестовини вбиті штирки для візування. Як 
би ви пояснили спосіб використання екера?
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 139. Три прямі АВ, СD і КМ перетинаються в точці О і при 
цьому АВ ^ СD, ∠КОВ = 30° (рис. 2.34). Визначте 
кути DОМ і КОD.

 140. На рис. 2.35 СО ^ АВ, DО ^ ОF. Доведіть, що тоді 
∠DОС = ∠FОВ.

 141•. Визначте кут між прямими, якщо один із кутів, що 
утворився при їхньому перетині, у вісім разів мен-
ший від суми трьох решти кутів.

 142•. На рис. 2.35 ∠АОВ = 180°, ∠DОС =	∠FОВ, ∠АОD =	
=	∠COF. Доведіть, що тоді СО ^ АВ, DО ^ ОF. 

 143•. Три прямі АВ, СD, КМ перетинаються в точці О 
(див. рис. 2.34) і при цьому ∠КОА = 125°, ∠СОМ =	
= 145°. Доведіть, що тоді АВ ^ СD.

 144•. Якого найбільшого і найменшого значення може 
набувати сума трьох із чотирьох кутів, утворених 
при перетині двох прямих?

 145•. Через одну точку проведено чотири прямі. Скільки 
серед них може бути взаємно перпендикулярних?

 §8. Паралельні прямі. Ознаки паралельності прямих

Ви вæе знаєте, ùо прямі на плоùині моæуть пере
тинатися, а моæуть і не перетинатися (цим плоùина 
суттєво відрізняється від сôери, де будьякі прямі 
завæди перетинаються). Ïрямі, які не перетинають
ся, називаються паралельними.

Для запису паралельності прямиõ застосовуєть
ся знак ||. Вперше éого увів англіéськиé математик 
Вільям Отред (1575–1660). Наприклад, запис а || b 
читається так: «пряма а паралельна пряміé b». 

Дуæе легко накреслити прямі, ùо перетинаються: 
одну пряму (позначимо її через а) проводимо довільно, 
потім беремо на ніé якусь точку А, а поза нею якуне
будь точку В і через точки А і В проводимо шукану 
пряму b (рис. 2.36). Ïрямі а і b перетинатимуться 
в точці А.  Використовуючи транспортир, пряму b 
моæна провести навіть під заданим кутом до прямої а 
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(рис. 2.37): тоді точку В потрібно брати на промені АВ, 
ùо утворює заданиé кут з одним із променів прямої а.

Накреслити паралельні прямі моæна за допомо
гою лініéки, використовуючи обидва її краї. Саме 
так на рис. 2.38 проведено паралельні прямі а і b. 
Однак якùо конкретизувати вимогу тим, ùо пряма b 
має проõодити через задану точку В (рис. 2.39), то 
завдання суттєво ускладнюється. Креслярі вирішують 
éого за допомогою лініéки і косинця або навіть двоõ 
однаковиõ косинців, як показано на рис. 2.40 і 2.41.

Неваæко помітити, ùо у першому із циõ способів 
побудовані паралельні прямі ôактично проведені пер
пендикулярно до деякої прямої (до лініéки), а в дру
гому — утворюють рівні кути з деякою прямою (пе
ремичкою косинця). Якùо зваæити, ùо прямі кути 
теæ рівні, то обидва способи зводяться до одного: 
паралельні прямі проводяться так, ùоб утворювалися 
рівні кути з деякою січною прямою.

Однак прямі а і b, які утворюють рівні кути із 
січною прямою c, моæуть бути é не паралельними 
(рис. 2.42). Тому для паралельності прямиõ лише 
рівності такиõ кутів недостатньо. Ïотрібні уточнення 
ùодо їõнього розміùення.

Ïодивіться на рис. 2.43. На ньому дві прямі а і b 
перетнуті третьою прямою с. Для спроùення мови 
пряму с, яка перетинає прямі а і b у різниõ точкаõ, 
називають січною циõ прямиõ, або просто січною. 
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Ïри цьому утворюються вісім нерозгорнутиõ кутів з 
вершинами у точкаõ перетину А і В.

Для окремиõ пар циõ кутів, які якраз і дають змогу 
провести потрібне нам уточнення уведені спеціальні 
назви. À саме:

∠3 і ∠5, а такоæ ∠4 і ∠6 називаються внутріш
німи різносторонніми кутами;

∠3 і ∠6, а такоæ ∠4 і ∠5 називаються внутріш
німи односторонніми кутами;

∠1 і ∠5, ∠4 і ∠8, ∠2 і ∠6, ∠3 і ∠7 називаються 
відповідними кутами.

Інколи виокремлюють ùе зовнішні різносторонні 
(1 і 7 та 2 і 8) та зовнішні односторонні кути (1 і 8 
та 2 і 7).

Зауваæення стосовно назв. З рисунка 2.43 
видно, ùо внутрішні різносторонні кути розміùені так, 
ùо одна пара їõніõ сторін має спільну «внутрішню» 
частину січної (відрізок) АВ, а інші сторони леæать 
з різних боків від січної с. Внутрішні односторонні 
кути розміùені так, ùо одна пара їõніõ сторін теæ 
має спільну «внутрішню» частину АВ січної, однак 
інші сторони леæать уæе з одного боку від січної с. 
Відповідні кути леæать з одного боку від січної с, а 
такоæ і з одного боку від однієї з прямиõ а чи b.

Якùо ви тепер повернетеся до рис. 2.41, то легко 
збагнете, ùо паралельність побудованиõ на ньому 
прямиõ а і b забезпечується рівністю саме внутріш
ніх різносторонніх кутів, які утворюються при пе
ретині циõ прямиõ із перемичками косинців.

Це спостереæення приводить нас до ознаки пара
лельності прямиõ. Залишається лише сôормулювати 
її та довести.

Ознаками у геометрії називають теореми про такі 
умови ùодо ôігур, виконання якиõ є достатнім для 
певниõ ôундаментальниõ геометричниõ властивос
теé, наприклад, паралельності, перпендикулярності, 
рівності тоùо.
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Теорема
(ознака паралельності прямих).

Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю 
âíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ 
ïàðàëåëьí³.

Доведення. Цю теорему моæна довести спосо
бом, якиé у своїõ головниõ рисаõ споріднениé з тим, 
яким у попередньому параграôі доведено теорему про 
єдиність перпендикулярної прямої. Спорідненість по
лягає у тому, ùо, поперше, застосується міркування 
«від супротивного», а подруге — проводиться уявне 
суміùення двоõ півплоùин шляõом повороту.

Неõаé при перетині двоõ прямиõ а і b січною 
с утворюються рівні внутрішні різносторонні кути 
з вершинами А і В, які для спроùення позначимо 
циôрами 1 і 2 (рис. 2.44). Зрозуміло, ùо тоді су
міæні з ними внутрішні різносторонні кути 3, 4 теæ 
рівні. Ïотрібно довести, ùо за цієї умови прямі а 
і b — паралельні.

Ïрипустимо супротивне, тобто, ùо прямі а і b 
перетинаються у деякіé точці С (рис. 2.45).

Зауваæення. Незваæаючи на те, ùо таке при
пуùення з першого погляду моæе здатися абсолютно 
абсурдним, насправді воно має цілком реальні підстави. 
Ïрямі лінії безмеæні, і те, ùо видається немоæливим 
на малиõ відстаняõ, цілком моæе здіéснюватися у ве
ликиõ масштабаõ. Якби на земніé поверõні прокласти 
широку алею міæ двома меридіанами від екватора до 
полюса (рис. 2.46), то, руõаючись нею на автомобілі, 
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ви почали б помічати звуæення лише через декілька 
діб. З літака éого моæна помітити через кілька годин, 
тимчасом як з орбіти навколоземної космічної станції 
це було б видно одразу. 

Отæе, реальні підстави для зробленого припуùен
ня існують. Ïроте логічниé аналіз такої моæливості 
приведе нас до суперечності з приéнятими аксіомами. 
Це свідчитиме про те, ùо в геометрії на плоùині, яку 
ми розвиваємо, таке немоæливо.

Уявімо собі, ùо ту півплоùину з граничною пря
мою с, у якіé міститься точка С, повернуто відносно 
середини О відрізка АВ до суміùення з іншою півпло
ùиною (рис. 2.47). Ïри цьому точка А переміститься 
у точку В, точка В — у точку А, кут 2 накладеться 
на рівниé éому кут 1, а кут 3 — на рівниé éому кут 
4. Ïозначимо через С ′ точку, в яку переміститься 
точка С. 

Із того, ùо кути 1 і 3 — суміæні, випливає, ùо кут 
С ′АС — розгорнутиé, тобто ùо точки С ′, А, С леæать 
на одніé пряміé. Те æ саме стосується é точок С ′, 
В, С. Виõодить, ùо через точки С і С ′ проõодить дві 
прямі. Ці прямі не моæуть збігатися, оскільки пряма 
с перетинає їõ у різниõ точкаõ А і В. Дістали супе
речність з аксіомою про проведення прямої, за якою 
через дві точки С і С ′ моæна провести лише одну 
пряму. Це свідчить про те, ùо зроблене припуùення 

Ðèñ. 2.46

Ðèñ. 2.47

C� C
1,2 3

13,4

Î

A

Bb

a
c



80 Розділ ІІ. Взаємне розміщення прямих на площині

про перетин прямиõ а і b — õибне, а тому ці пря
мі — паралельні. Теорему доведено.

З доведеної теореми моæна вивести декілька 
очевидниõ наслідків, коæен з якиõ теæ є окремою 
ознакою паралельності прямиõ.

Наслідок 1.
Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ ïåðïåíäиêóëÿðí³ äî òðåòьî¿ 
ïðÿìî¿, ïàðàëåëьí³.

Доведення. Якùо прямі а і b перпендикулярні 
до січної с (рис. 2.48), то внутрішні різносторонні 
кути 1 і 2 — прямі, а тому рівні. Отæе, відповідно до 
доведеної теореми, прямі а і b — паралельні. 

Варто зазначити, ùо саме внаслідок того, ùо довгі 
краї лініéки перпендикулярні до бічниõ країв, прове
дені уздовæ ниõ прямі — паралельні (див. рис. 2.38).

Наслідок 2.
Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю â³ä ïî
â³ä í³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ ïàðàëåëьí³.

Доведення. Неõаé при перетині прямиõ а і b 
січною с відповідні кути рівні, наприклад, ∠1 = ∠2 
(рис. 2.49). Кут 1 рівниé куту 3, оскільки ці кути 
вертикальні. Отæе, ∠3 = ∠2. Àле ці кути є внутрішні
ми різносторонніми, а тому, за доведеною теоремою, 
прямі а і b — паралельні. 

Наслідок 3.
Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю ñóìà 
âíóòð³øí³õ îäíîñòîðîíí³õ êóò³â äîð³âíюº 180°, 
òî ïðÿì³ — ïàðàëåëьí³.

Доведення . Неõаé при перетині прямиõ а 
і b січною с сума внутрішніõ односторонніõ кутів 
дорів нює 180°, наприклад, ∠4 + ∠2 = 180° (див. 
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рис. 2.49). Оскільки сума суміæниõ кутів 4 і 3 теæ 
дорівнює 180°, то ∠2 = ∠3. Знову приéшли до рів
ності внутрішніõ різносторонніõ кутів. Отæе, прямі 
а і b — паралельні.

Ïоняття паралельності прямиõ природним чином 
поширюється на відрізки та промені. Наприклад, 
два відрізки називаються паралельними, якùо вони 
леæать на паралельниõ прямиõ.

Для позначення паралельності відрізків і променів 
застосовується тоé самиé знак ||, ùо é для прямиõ. 
Наприклад: АВ || СD, m || n, MN || a (рис. 2.50, а–в).

Про доведення методом «від супротивного»

Ïри доведенні ознаки паралельності прямиõ був застосованиé особливиé 
спосіб міркувань, якиé називається доведенням «від супротивного» (у попе
редньому параграôі так само було доведено теорему про єдиність перпендику
лярної прямої). Цеé спосіб доведення надзвичаéно поширениé у математиці. 
Тому розглянемо éого докладніше.

Доведення «від супротивного» полягає у тому, ùо спочатку робиться 
припуùення, супротивне тому, яке потрібно довести, а потім на ціé підставі 
шляõом міркувань виводиться наслідок, якиé суперечить або самому зробле
ному припуùенню, або певніé аксіомі, або вæе доведеніé раніше теоремі. 
×ерез цю суперечність зроблене припуùення відкидається як õибне і цим 
установлюється істинність твердæення, яке потрібно було довести.

Ïогляньмо ùе раз, як усе це було втілено при доведенні ознаки паралельності 
прямиõ. Ïотрібно було довести, ùо дві прямі а і b, які утворюють із січною с 
рівні внутрішні різносторонні кути, паралельні. Спочатку ми припустили, ùо 
прямі а і b не паралельні, тобто перетинаються. Ïотім звідси вивели, ùо тоді 
вони мусять мати ùе одну точку перетину. À оскільки такиé висновок уæе 
суперечить аксіомі про проведення прямої, то звідси було зроблено єдиниé 
логічно моæливиé висновок про те, ùо зроблене припуùення неправомірне. 
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Отæе, прямі a i b насправді не моæуть перетинатися, тобто є паралельними, 
ùо é треба було довести.

Що є логічною підставою для такого способу міркувань? — Те, ùо із двоõ 
взаємно супротивниõ твердæень істинним є тільки одне. Тому якùо одне з ниõ 
веде до якоїсь суперечності, то істинним є інше, оскільки істинне твердæення 
до суперечності вести не моæе.

Інколи учні, коли ùе тількино починають застосовувати спосіб доведення 
«від супротивного», на початку доведення неправильно роблять припуùення 
про істинність того твердæення, яке доводять (а не супротивного, як потріб
но). Ïотім на підставі цього приõодять до висновку про істинність якогось 
іншого, уæе доведеного твердæення (чи аксіоми) і вваæають, ùо доведення 
завершене. Однак у такиé спосіб потрібного твердæення так і не буде до
ведено. Буде доведено тільки те, ùо éого істинність не суперечить раніше 
доведеному твердæенню. À не суперечити — не означає бути необхідним. 
Наприклад, мати високиé зріст — не суперечить тому, ùоб добре грати у бас
кетбол. Однак це не є необõідним: окремі баскетболісти навіть світового рівня 
мали невисокиé зріст.

Так само õибним є спосіб міркувань, коли робиться припуùення про істин
ність твердæення, яке потрібно довести, а через кілька логічниõ кроків одер
æується висновок про… істинність того самого твердæення, і на підставі цього 
теорема вваæається доведеною. Насправді тут уæе не буде доведено навіть 
того, ùо істинність потрібного твердæення не суперечить істинності якогось 
іншого твердæення: вона не суперечить істинності… того самого твердæення. 
Такиé помилковиé спосіб міркувань називається хибним логічним колом.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Довести методом «від супротивного», ùо дві прямі, 
які перпендикулярні до третьої прямої, — пара
лельні.

Ðозв’язання. Один із моæливиõ способів для 
доведення цього твердæення абсолютно аналогічниé 
тому, яким виùе доведена ознака паралельності. 
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Дуæе радимо читачеві провести це доведення 
са мо стіéно.

Іншиé спосіб ґрунтується на теоремі про єди
ність перпендикулярної прямої. Ïрипустимо, ùо дві 
прямі а і b, які перпендикулярні до якоїсь прямої с 
(рис. 2.51), перетинаються у деякіé точці С. Тоді 
через точку С проõодитиме дві прямі а і b, перпен
дикулярні до однієї é тієї самої прямої с. Це супере
чить теоремі про єдиність перпендикулярної прямої. 
Отæе, зроблене припуùення õибне, а тому прямі а 
і b — паралельні, ùо é треба було довести.

Вправи і задачі

 146°.  На рис. 2.52 зображено декілька пар паралельних прямих. Назвіть і запи-
шіть їх.

 147°.  На рис. 2.53 зображено декілька пар паралельних фігур. Назвіть і запи-
шіть їх.

 148°.  На рис. 2.54, а)–в) прямі à і b перетинає січна ñ. У кожному випадку назвіть 
кути 1 і 2.
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 149°.  На рис. 2.55, а)–в) прямі à і b перетинає січна ñ. У кожному випадку визначте 
величини відповідних кутів. У якому випадку про прямі à і b можна стверджу-
вати, що вони паралельні?

 150°.  На рис. 2.56, а)–в) позначені величини двох кутів, що утворилися при перетині 
прямих à і b січною ñ. Чи можемо ми на підставі цих даних стверджувати, що 
прямі à і b паралельні?

 151°.  На рис. 2.57, а)–б) прямі à і b перетинає січна ñ. Перерисуйте ці рисунки 
у зошит і на кожному позначте на прямій b такі точки М, N, L, щоб кути РАВ 
і МВА були внутрішніми різносторонніми, кути РАВ і NВА — внутрішніми 
односторонніми, а кути PAB і LBQ — відповідними. По який бік від січної ñ 
у кожному випадку розміщуватимуться точки М, N і L — по той самий, що 
й точка Р, чи по інший?

 152.  На рис. 2.58 відображений спосіб проведення за допомогою транспортира 
прямої b, що проходить через задану точку В і паралельна заданій прямій 
à. Як би ви пояснили цей спосіб?
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 153.  На рис. 2.59 відображені два способи проведення за допомогою лінійки 
і косинця прямої b, що проходить через задану точку В і паралельна заданій 
прямій à. Як би ви пояснили ці способи?

 154.  На рис. 2.60 відображені два способи проведення за допомогою двох одна-
кових косинців прямої b, що проходить через задану точку В і паралельна 
заданій прямій à. Як би ви пояснили ці способи? Чи обов’язково косинці 
мають бути однаковими?

 155.  На рис. 2.61 відображений спосіб побудови паралельних прямих на кресляр-
ській дошці. Довга креслярська лінійка кріпиться одним кінцем на шарнірі до 
короткої рейки, яка може ковзати вздовж одного з країв креслярської дошки. 
Кут взаємного нахилу довгої лінійки і короткої рейки можна фіксувати за допо-
могою гвинта. Тоді при різних положеннях рейки на краю креслярської дошки 
довга лінійка визначатиме паралельні прямі. Як ви це можете пояснити?

 156.  На рис. 2.62 відображений спосіб побудови паралельних прямих за допомогою 
малки, якою користуються у столярній справі. Як ви можете пояснити цей спосіб? 
Малка складається із двох планок, кінці яких скріплені на шарнірі за допомогою 
гвинта; планки можна фіксувати під будь-яким кутом одна до одної.
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 157.  Нарисуйте в зошиті таке розміщення точки В і прямої à, яке показано на 
рис. 2.63, а потім за допомогою наявних у вас інструментів проведіть через 
точку В пряму b, паралельну прямій à. Скільки різних способів побудови ви 
можете запропонувати? Поясніть їх.

 158.  Доведіть, що коли при перетині двох прямих січною утворені внутрішні різно-
сторонні кути рівні, то рівні й відповідні кути, а сума внутрішніх односторонніх 
кутів дорівнює 180°.

 159.  На рис. 2.64 ∠1 = ∠2. Доведіть, що прямі a і b паралельні.
 160.  На рис. 2.64 ∠1 + ∠3 = 180°. Доведіть, що прямі a і b паралельні.

 161•.  На рис. 2.65 ∠1 = ∠2, ∠2 + ∠3 = 180°. Доведіть, що прямі a і b паралельні.
 162•.  Кут між прямими à і b дорівнює куту між прямими b і ñ. Чи можна стверджу-

вати, що прямі à і ñ паралельні?
 163•.  Чотири кути, утворені при перетині двох прямих à і b січною, дорівнюють по 

50°, решта чотири — по 130°. Чи можна стверджувати, що прямі à і b пара-
лельні?

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿ 

«Начала» Евкліда — перший підручник з геометрії 

Історія знає чимало прикладів, коли видатні твори 
цілковито затьмарювали славу своїõ творців. Одним із 
наéвидатнішиõ такиõ творів став підручник з геометрії 
під назвою «Начала» (грецькою «Стоõея», латинською 
«Елементос») давньогрецького математика Евкліда 
(бл. 365 – бл. 300 рр. до н.е.). Ця дивовиæна книга 
нарівні зі свяùенними письменами проéшла крізь 
випробування багатьоõ століть. Водночас про самого 
Евкліда достеменно відомо лише декілька ôактів.
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Відомо, зокрема, ùо Евклід був родом з Àôін і ùо 
там він ùе юнаком навчався у самого Ïлатона — 
одного з наéславетнішиõ античниõ ôілосоôів. Ìоæ
ли во, ùо саме Ïлатон заронив у нього ідею про 
систематизацію всього запасу геометричниõ знань та 
послідовного виведення їõ із небагатьоõ основниõ поло
æень. Ïізніше ці полоæення учень Ïлатона Àристотель 
назвав аксіомами.

Останню третину свого æиття Евклід проæив 
у єгипетськіé Àлександрії. Тому éого називали 
ùе Евклідом Àлександріéським. Це місто було 
столицею династії Ïтолемеїв. Ðодоначальник цієї 
династії Ïтолемеé І Сотер був одним із сподвиæни
ків Àлександра Ìакедонського, а коли тоé помер, 
то на éого честь заснував місто, в якому створив 
науковиé центр — Ìусеéон (Будинок Ìуз). Сюди 
скликали наéславетнішиõ учениõ з усіõ світів і за 
раõунок царської казни надавали їм повне утримання 
та створювали умови для наукової роботи. Серед 
запрошениõ був і Евклід. Тут він започаткував 
математичну школу, гучна слава якої згодом поши
рилася на весь елліністичниé світ. Ìоæливо, ùо 
саме для слуõачів цієї школи в першу чергу é приз
началися Евклідові «Начала».

Як засвідчує александріéськиé математик Ïапп, 
якиé æив через шість століть після Евкліда, сам 
Евк лід був людиною добросердечною é скромною, 
але водночас принциповою і дуæе незалеæною. 
Ïобутувала легенда, яка яскраво засвідчує це. Нібито 
якось сам цар Ïтолемеé, тількино ознаéомившись з 
«Началами», прикликав до себе Евкліда é запитав: «×и 
немає більш коротшого шляõу до опанування геометрії, 
ніæ тоé, ùо передбачають твої  «Начала»? — На це 
Евклід без æодного страõу відповів: «У геометрії немає 
царськиõ доріг». 

Àби до кінця зрозуміти цю мудру відповідь, потрібно 
знати, ùо у давнину в ªгипті, а такоæ і в деякиõ іншиõ 
країнаõ, справді існували окремі дороги, їздити якими 
мав право лише цар і éого кур’єри. Отæе, Евклід 

Антоніо Чіфронді  
(1655–1730).

Евклід

Евклід презентує  
Птолемею І Сотеру  

свої «Начала» геометрії
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недвозначно натякав володарю на те, ùо у науку шляõ 
лише один: як для царів, так і для простолюду.

В іншіé легенді розкривається ставлення Евкліда до 
мирськиõ розкошів. Якось один з юнаків, опанувавши 
декілька теорем з «Начал», запитав у Евкліда: «À ùо 
я зароблю, якùо усе вивчу?». На ùо Евклід покликав 
раба é зневаæливо сказав: «Даé éому три оболи (тобто 
три наéдрібніші тогочасні грецькі монети), бідолаõа 
õоче заробити на навчанні».

Ось це é усе, ùо відомо про Евкліда. Один із 
наéобізнанішиõ коментаторів éого «Начал» Ïрокл 
Діодоõ, якиé æив у V ст. н.е., тобто через вісім століть 
після Евкліда, і тривалиé час провів в Àлександрії, вæе 
навіть не знав, де é коли народився славетниé учениé.

Немоæливо переоцінити талант і звитягу автора 
«Начал». У нас час існують сотні é тисячі підручників, 
десятки тисяч æурнальниõ публікаціé, а ученітеоре
тики до дрібниць проаналізували обґрунтованість 
коæної умови é висновку. І все æ, незваæаючи на це, 
посправæньому õороші навчальні книги з’явля ються 
нечасто. À ùо вæе казати про епоõу Евкліда, коли 
користуватися моæна було лише декількома рукопи
сами! Ìаéæе весь зміст потрібно було продумувати 
самому — аксіоми, послідовність викладу, логічну 
канву коæної теми, доведення коæної теореми 
é обґрун ту вання коæної побудови. З усім цим Евклід 
упорався настільки успішно, ùо éого праця слуæила 
основним підручником з геометрії понад 2000 років. 
Вона é досі залишається в арсеналі освітніõ книг і є 
класичним взірцем для викладу наукової теорії на 
аксіоматичніé основі. Більшість теорем, ùо розгляда
ються у цьому підруч нику, теæ свого часу були про
думані é записані Евклідом у éого «Началаõ». 

«Начала» Евкліда видавалися дуæе багато разів, 
у різні часи, у різниõ країнаõ, різними мовами é різни
ми способами (від прадавнього ручного переписування 
на папірусі та пергаменті до сучасного оôсетного 
é лазерного друку). Ïроте лише окремі видання були 
повними. Наéчастіше æ вони пристосовувалися до 
викладання на елементарному рівні, а тому суттєво 

Фронтиспис рукописного ла-
тинського перекладу «Начал» 
Евкліда, виконаного орієн-
товно з 1309 по 1316 рр. 

з арабського рукопису. Тут 
ми бачимо прообраз числен-
них пізніøих зображень музи 
Геометрії. Примітно, що вона 
навчає геометрії ченців. Для 

свого часу це був доволі  
сміливий відхід від канонів 

і забобонів.
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Перøа сторінка 1-го друкованого латинського перекладу (з грецької) «Начал» Евкліда (Венеція, 1482 р.). 
На цій сторінці даються означення основних геометричних фігур, зображених на рисунках праворуч.
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скорочувалися, інколи доповнювалися коментарями та 
додатками, не включеними Евклідом або розробленими 
уæе після нього. Однією з наéкраùиõ такиõ переробок 
Евклідовиõ «Начал» були свого часу «Начала усіõ мате
ма тич ниõ наук» німецького математика та ôілосоôа 
Кристіана Вольôа (1679 -1754). Ця книга виéшла 
у 1710 р. Для нас вона цікава тим, ùо послуæила за 
основу для курсу математики Феоôана Ïрокоповича 
(1681-1736), якиé тоé читав у КиєвоÌогилянськіé 
академії. 

У 2é половині ХІХ ст. в Україні було здіéснено 
ґрун товне видання «Начал» Евкліда з численни
ми додатками é коментарями Ìиõаéла ªгоровича 
ВаùенкаЗаõарченка (1825 -1912), проôесора 
Київсь кого університету св. Володимира. Книга була 
видрукувана видавництвом університету у 1880 р. 
і мала значниé вплив на вітчизняну науку é освіту. 
Вона é досі залишається одним із краùиõ дослідæень 
та коментарів Евклідовиõ «Начал», спрямованим на 
потреби практичного викладання геометрії у школі.

Видання «Начал» Евкліда англійською мовою 1661 і 1726 рр.

М.ª. Ващенко-Заõарченко

Титульна сторінка 
з перекладу  

Евклідових «Начал»  
М.Є. Ващенка-Захарченка. 
За епіграф, написаний тут 
старогрецькою мовою, взяті 
слова Платона: «Ніхто, не 
обізнаний з геометрією, не 

заходь під дах мій».

Видання «Начал» Евкліда італійською (1545 р.)  
і французькою (1573 р.) мовами.
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 §9. Аксіома про паралельні прямі.  
Властивості паралельних прямих

Як з’ясувалося у попередньому параграôі, існують 
різні способи для побудови паралельниõ прямиõ. 
У зв’язку з цим виникає природне запитання: а чи не 
залеæить результат побудови від вибраного способу? 

Ïрипустимо, ùо через задану точку В ви проводите 
пряму b, паралельну пряміé а. Неõаé першиé раз 
ви провели пряму b′ так, ùоб вона утворювала 
рівні гострі внутрішні різносторонні кути з деякою 
січною с (рис. 2.66, а), а другиé раз — пряму b′′, яка 
утворює прямі кути з прямою с, перпендикулярною 
до прямої а (рис. 2.66, б). ×и збігатимуться проведені 
паралельні прямі b′ і b′′? 

Ìоæливо, ви скаæете, ùо тут і доводити нічого, 
мовляв, і так очевидно, ùо збігатимуться. — Тоді 
зауваæте, ùо і єдиність перпендикулярної прямої b, 
проведеної через точку В до прямої а (рис. 2.67, а), 
моæе здаватися «очевидною», допоки не зауваæити, 
ùо на сôері моæе існувати не одна така пряма 
(рис. 2.67, б). Тому потрібне було доведення, яке 
незаперечно виключає таку моæливість для плоùини.

Скористатися сôерою для аналогічного прикладу 
з паралельними прямими ми не моæемо, оскільки на 
сôері взагалі відсутні паралельні прямі. Однак існує 
поверõня, яка дає змогу це зробити. Вона називається 
псевдосферою (тобто, несправæньою сôерою), а за ôор
мою нагадує розтруб дуõовиõ інструментів (рис. 2.68). 
Її відкрив у 2é половині ХІХ ст. італіéськиé математик 
Евæеніо Бельтрамі (1835–1900). На псевдосôері через 
задану точку В моæна провести скільки завгодно лініé, 
ùо відіграють роль прямиõ, які не перетинають даної 
лінії а (рис. 2.69). Цим була поставлена крапка у давніé 
історії з доведенням єдиності паралельної прямої.
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Тому в геометрії на плоùині приéмається така 
аксіома.

Аксіома про паралельні прямі.
Чåðåç òîчêó ïîçà ïðÿìîю ìîæíà ïðîâåñòи 
ò³ëьêи îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëьíó äàí³é.

На рис. 2.70 пряма b — єдина, ùо проõодить через 
точку В і паралельна пряміé а.

Ðозглянемо два ваæливі безпосередні наслідки 
з аксіоми про паралельні прямі.

Ïершиé з ниõ часто використовують як ùе одну 
ознаку паралельності. Éого називають такоæ теоремою 
про перехід (або транзитивність) паралельності 
(латинське transitus — дослівно «переõід»). У ціé 
теоремі éдеться про своєрідниé «переõід» властивості 
паралельності з двоõ пар прямиõ на третю пару.

Теорема 
(про перехід паралельності).

Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ ïàðàëåëьí³ òðåò³é ïðÿì³é, 
ïàðàëåëьí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Неõаé у плоùині маємо три прямі 
а, b, c і при цьому a || c і b || c (рис. 2.71). Ïотрібно 
довести, ùо тоді a || b.
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Ïрипустимо, ùо прямі а і b не паралельні, тобто 
перетинаються в деякіé точці С. Тоді через точку С 
проõодитиме дві прямі а і b, коæна з якиõ паралельна 
пряміé с. À це суперечить аксіомі про паралельні 
прямі. Тому зроблене припуùення неправомірне. 
Отæе, a || b, ùо é треба було довести.

Другиé наслідок з аксіоми про паралельні прямі 
пов’язаниé з ку тами, які утворюються при перетині 
паралельниõ прямиõ січною.

Ви вæе знаєте, ùо, за ознакою паралельності, коли 
дві прямі а і b утворюють рівні внутрішні різно сторонні 
кути з деякою січною с, то вони паралельні (рис. 2.72). 
У зв’язку з цим виникає запитання: а якùо для циõ 
паралельниõ прямиõ а і b провести іншу січну m, то 
чи будуть утворені при цьому внутрішні різносторонні 
кути теæ рівними міæ собою?

Àналогічні запитання моæна поставити é стосовно 
відповідниõ та внутрішніõ односторонніõ кутів.

На всі ці запитання відповідь ствердна, однак, 
на від міну від ознак паралельності, доведення циõ 
властивостеé немоæливо провести без посилання на 
аксіому про паралельні прямі.

Теорема 
(про кути, утворені паралельними прямими із 
січ ною).

Вíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ òà â³äïîâ³äí³ êóòи, 
óòâîðåí³ ïðи ïåðåòиí³ ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ 
ñ³ч íîю, ð³âí³ ì³æ ñîбîю, à ñóìà âíóòð³øí³õ 
îäíî ñòîðîíí³õ êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Неõаé прямі а і b — паралельні, 
m — довільна січна, М — точка перетину січної m з 
прямою а (рис. 2.73). Доведемо спочатку, ùо рівними 
є внутрішні різносторонні кути 1 і 2.

Ïрипустимо, ùо ці кути не рівні. Ïроведемо тоді 
через точку М пряму а′ так, ùоб кут 1′, якиé разом 
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з кутом 2 утворюватиме пару внутрішніõ різно
сторонніõ кутів, дорівнював куту 2. Тоді, за ознакою 
паралельності, прямі а, а′ будуть паралельними. 
Виõодить, ùо через точку М проõодитиме дві пря мі 
а і а′, паралельні пряміé b. Ïриéшли до супереч
ності з аксіомою про паралельні прямі. Отæе, 
зроблене припуùення неправомірне. Тому внутрішні 
різносторонні кути 1 і 2 рівні міæ собою. Ïерше 
твердæення теореми доведено.

Доведемо, далі, ùо рівними є, наприклад, відповідні 
кути 2 і 3. Оскільки ∠3 = ∠1 (ці кути вертикальні), 
а за ùоéно доведеним, ∠1 = ∠2, то ∠3 = ∠ 2, ùо é 
треба було довести.

Ðозглянемо, нарешті, внутрішні односторонні кути, 
наприклад, 4 і 2. Оскільки кути 1 і 4 — суміæні, то 
їõня сума ∠1 + ∠4 = 180°. Як уæе доведено, ∠1 = 
= ∠2. Отæе, сума ∠4 + ∠2 теæ дорівнює 180°. 
Теорему доведено повністю.

Наслідок 1.
Яêщî îäíà ç äâîõ ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ ïåðïåíäи
êó ëÿðíà äî ñ³чíî¿, òî é ³íøà ïðÿìà òåæ ïåðïåí
äиêóëÿðíà äî ц³º¿ ñ³чíî¿.

Доведення. Неõаé прямі а і b паралельні, а січ
на с перпендикулярна до прямої а (рис. 2.74). Тоді 
∠1 = 90°. Ïри перетині паралельниõ прямиõ січною 
утворені внутрішні різносторонні кути рівні. Тому 
∠2 = ∠1 = 90°. Отæе, с ̂   b, ùо é треба було довести.

Наслідок 2.
ßкщо одна з двох прямих перпендикулярна до 
січної, а інша — не перпендикулярна до неї 
(похила), то ці прямі перетинаються.

Справді, неõаé пряма а перпендикулярна до січної 
с, а пряма b не перпендикулярна до неї (рис. 2.75). 

Якби прямі а і b не перетиналися, тобто були 
паралельними, то, за наслідком 1, пряма b теæ була 

1

2

a

b

c

Ðèñ. 2.74

a b

Ðèñ. 2.75
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Дві паралельні та дві січні — 
і ви вже маєте оригінальний 

декор для інтер’єру
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б перпендикулярною до m. Оскільки це не так, то 
прямі а і b перетинаються, ùо é треба було довести.

Прямі та обернені теореми

Теорема про кути, утворені паралельними прямими із січною, дає нам 
привід поговорити про прямі é обернені теореми.

У ôормулюванні коæної теореми чітко виокремлюються дві частини. 
У першіé частині éдеться про те, ùо дано, тобто які ôігури і відношення міæ 
ними розглядаються. У другіé частині вказується на те, ùо потрібно довести, 
тобто які властивості виводяться з того, ùо дано. Ïершу частину теореми 
називають її умовою, другу — висновком.

Відповідно до цього коæну теорему моæна символічно записати у ôормі: 
«якùо А, то В» або «з А випливає В», де А коротко позначає умову теореми, 
а В — висновок. 

У математиці коæен ôакт дослідæується максимально всебічно. Тому 
після доведення коæної теореми, яка має ôорму «з А випливає В», як 
правило ставиться питання про те, чи справдæується висновок В лише за 
умови А, а чи він моæе справдæуватися é за іншиõ умов. Якùо висновок В 
справдæується лише за умови А, то це означає, ùо з В випливає А. Àби це 
показати, потрібно довести обернену теорему, в якіé умовою є висновок В, 
а висновком — умова А початкової (прямої) теореми. 

Відповідно до цього, якùо пряма теорема має ôорму «якùо А, то В» або 
«з А випливає В», то обернена теорема має ôорму: «якùо В, то А» або «з В 
випливає А».

Наприклад, оберненою до ознаки паралельності 
пря миõ: «Якùо при перетині двоõ прямиõ січною внут
рішні різносторонні кути рівні, то прямі паралельні» 
є властивість паралельниõ: «Якùо прямі паралельні, 
то при перетині їõ січною внутрішні різносторонні 
кути рівні».

Наéчастіше у шкільному курсі геометрії істинними 
є одночасно і пряма, і обернена теореми. Однак 
є é винятки. Візьмемо, наприклад, теорему про 
вертикальні кути: «Якùо кути вертикальні, то вони 
рівні» (рис. 2.76, а). Оберненою до неї була б теорема: 
«Якùо кути рівні, то вони вертикальні». Звісно, це Ðèñ. 2.76

à)

á)
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твердæення õибне, оскільки рівні кути навіть не обов’язково мають спільну 
вершину (рис. 2.76, б).

Цеé приклад показує, ùо з істинності прямої теореми ùе не моæна 
автоматично вивести істинність оберненої. 

Доведення прямої é оберненої теорем моæуть навіть ґрунтуватися на 
різному арсеналі залучениõ ôактів. Наприклад, доведені у попередньому пара
граôі ознаки паралельності прямиõ не потребували посилання на аксіому про 
паралельні прямі, тимчасом, як доведення обернениõ до ниõ властивостеé 
паралельниõ прямиõ уæе немоæливе без цієї аксіоми.

Отæе, обернена теорема потребує окремого доведення!

  Розв’язуємо разом

Задача. 
Довести, ùо коли пряма перетинає одну з двоõ 
паралельниõ прямиõ, то вона перетинає é іншу.

Ðозв’язання. Неõаé прямі а і b — паралельні, 
а пряма m перетинає пряму а у деякіé точці М 
(рис. 2.77). Якби пряма m не перетинала прямої 
b, тобто була паралельною їé, то через точку М 
проõодило б дві прямі а і m, які паралельні пряміé b, 
ùо суперечить аксіомі про паралельні прямі. Отæе, 
пряма m перетинає пряму b, ùо é треба було довести.

Вправи і задачі

 164°. Використовуючи обидві сторони лінійки, проведіть дві паралельні прямі, а по-
тім — деяку січну. За допомогою вимірювання транспортиром переконайтесь, 
що утворені при цьому відповідні та внутрішні різносторонні кути рівні.

 165°. Використовуючи обидві сторони лінійки, проведіть дві паралельні прямі, 
а потім за допомогою косинця — січну, перпендикулярну до однієї з них. За 
допомогою транспортира переконайтесь, що проведена січна перпендику-
лярна й до іншої з паралельних прямих.

Ðèñ. .2 77

a

b

M

m
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 166°. На рис. 2.78 прямі à і b паралельні, ñ — січна. Чи рівні кути:
  а) ∠1 і ∠5;   б) ∠4 і ∠6;   в) ∠1 і ∠7;  г) ∠2 і ∠8?
 167°. На рис. 2.79 прямі a і b паралельні, ñ — січна, ∠1 = 50°. Визначте величини 

кутів 2 – 8.

 168°. Сума двох внутрішніх різносторонніх кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, дорівнює 130°. Визначте ці кути.

 169°. Сума двох відповідних кутів, утворених при перетині двох паралельних пря-
мих січною, дорівнює 130°. Визначте ці кути.

 170°. Січна перетинає дві паралельні прямі. Чи можуть обидва утворені внутрішні 
односторонні кути бути гострими? А — тупими? А — негострими й нетупими?

 171°. За даними рис. 2.80, а) – б) визначте величини кутів x і y. 

 172. На рис. 2.81 à ^ ñ, b ^ ñ. Доведіть, що ∠1 = ∠2.
 173. На рис. 2.82 à ^ ñ, ∠1 = ∠2. Доведіть, що b ^ ñ.
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 174. На рис. 2.83, а) – б) ∠1 = ∠2. Доведіть, що ∠3 + ∠4 = 180°. Сформулюйте 
обернені твердження. Чи істинні вони?

 175. За рис. 2.84, а) – б) визначте кути x, y.

 176. Один із внутрішніх односторонніх кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, на 36° більший за інший. Визначте ці кути.

 177. Один із внутрішніх односторонніх кутів, утворених при перетині двох паралельних 
прямих січною, у п’ять разів менший від іншого. Визначте ці кути.

 178. Внутрішні односторонні кути, утворені при перетині двох паралельних прямих 
січною, відносяться, як 5 : 7. Визначте ці кути.

 179. Прямі a і b перпендикулярні до прямої c, а пряма l перетинає пряму a. Чи 
перетинає пряма l прямі b і ñ?

 180. Прямі à і b перетинаються, а прямі à і ñ — паралельні. Чи можуть бути 
паралельними прямі b і ñ?

 181. Дано чотири прямі à, b, ñ, m. Відомо, що à || b, b || c, а пряма m перетинає 
пряму à. Доведіть, що пряма m перетинає пряму ñ.

 182. Прямі à і b не паралельні прямій c. Чи можна стверджувати, що прямі à і b 
не паралельні між собою?

 183. Прямі à і b перетинає січна. Чи можна стверджувати, що коли утворені при 
цьому відповідні кути не рівні, то прямі à і b не паралельні?

 184•. На рис. 2.85, а) – б) AB || DE. Визначте кут BCD.
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 185•. Сума трьох нерозгорнутих кутів, утворених при перетині двох паралельних 
прямих січною, дорівнює 240°. Визначте ці кути. Розгляньте можливі випадки.

 186•. Доведіть, що бісектриси двох внутрішніх різносторонніх кутів, утворених при 
перетині двох паралельних прямих січною, паралельні.

 187•. Доведіть, що бісектриси двох відповідних кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, паралельні.

 188•. Доведіть, що коли бісектриси двох відповідних кутів, утворених при перетині 
двох паралельних прямих січною, паралельні, то й прямі — паралельні.

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

 §10. Інші форми аксіоми про паралельні прямі
1. V постулат Евкліда

Ìоæе здатися неéмовірним, ùо в підручникаõ 
з геометрії аксіома про паралельні прямі з’явилася від
носно недавно. Вваæається, ùо вперше — у 1795 р., 
у виданні «Начал» Евкліда для школи, підготовленому 
шотландським математиком Дæоном Ïлеéôером (1748–
1819). Ïравда, у Ïлеéôера вона ôормулювалася трошки 
інакше, а саме: «Дві прямі, які перетинають одна одну, не 
моæуть бути паралельними одніé і тіé саміé пряміé». Та 
все одно її часто називають навіть аксіомою Ïлейфера. 
À до того упродовæ 2000 років замість аксіоми Ïлеéôера 
подавалася аксіома Евкліда, яка в éого «Началаõ» була 
одним із постулатів геометрії.

Ðèñ. 2.85
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Твердæення, які приéмаються без доведення, Евклід 
поділяв на два види. Одні з ниõ він називав аксіомами, 
інші — постулатами. Àксіоми стосувалися кількісниõ 
відношень міæ довільними величинами. Наприклад, 
до аксіом Евклід відносив такі твердæення: «Ðівні 
одному é тому æ, рівні міæ собою»; «Якùо до рівниõ 
додати рівні, то дістанемо рівні», «Ціле більше за свою 
частину» тоùо. На противагу цьому, до постулатів 
відносилися твердæення стосовно геометричниõ ôі
гур. У дослівному перекладі з грецької мови слово 
«постулат» означає «вимога»; латинською — «петиція». 
Отæе, постулати вимагалося приéняти без доведення.

Евклід сôормулював п’ять постулатіввимог. Ïер
шими чотирма були такі:

І. Будьякі дві точки моæна сполучити відрізком;
ІІ. Будьякиé відрізок моæна як завгодно продовæити 

за коæен із éого кінців;
ІІІ. Навколо будьякого центра і будьяким радіусом 

моæна описати коло;
IV. Будьякі прямі кути моæна сумістити.

Джон Ïлеéôер (1814 р.). Портрет Генрі Реборна (1756–1823).
Поруч: титульні сторінки 1-го і 9-го адаптованих Плейфером для øколи видань  

«Начал» Евкліда (1795 і 1836 рр.)

Джузеппе де Рібера 
(1591–1652).  

Евклід  
(бл. 1635 р.)
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Виняткову роль в історії геометрії відіграв п’ятиé 
постулат:

V. Якùо при перетині двоõ прямиõ січною утво рені 
внутрішні односторонні кути в сумі не дорівнюють 
двом прямим кутам, то прямі перети наються.

Неваæко довести, ùо коли приéняти V постулат 
Евкліда, то з нього моæна вивести аксіому Ïлеéôера 
про паралельні прямі (при цьому буде правомірним 
посилатися на ознаку паралельності, оскільки та була 
доведена без аксіоми про паралельні прямі).

Справді, неõаé маємо довільну пряму а і точку А 
поза нею (рис. 2.86). Ïроведемо через точку А довільну 
січну с, а потім — пряму b так, ùоб сума внутрішніõ 
односторонніõ кутів 1 і 2 дорівнювала 180°. Тоді, за 
ознакою паралельності, b || а. Якùо æ через точку А 
провести довільну іншу пряму b′, то сума  внутрішніõ 
односторонніõ кутів 1 і 2′ уæе не буде дорівнювати 
180°, а тому, за V постулатом Евкліда, пряма b′ 
перетне пряму а. Отæе, пряма b буде єдиною, яка 
проõодить через точку А і паралельна пряміé а, тобто 
справдæуватиметься аксіома Ïлеéôера про паралельні 
прямі.

Навпаки, з аксіоми Ïлеéôера про паралельні прямі 
моæна вивести твердæення V постулату Евкліда. 

Справді, неõаé маємо довільну пряму а і точку А 
поза нею, а пряма b′ проõодить через точку А і при 
цьому сума внутрішніõ односторонніõ кутів 1 і 2′ 
не дорівнює 180° (див. рис. 2.86). Ïроведемо через 
точку А таку пряму b, для якої сума внутрішніõ одно

Фрагмент 2-ї сторінки 1-го друкованого видання «Начал» Евкліда (Венеція, 1482 р.)  
з формулюванням усіх постулатів і рисунками до III і V з них.

Евклід з учнями. 
Деталь із фрески Рафаеля  

«Афінська øкола» 
(1509–1511 рр.)
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2�
A
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сторонніõ кутів 1 і 2 дорівнює 180°. Тоді, відповідно до 
ознаки паралельності, прямі а і b — паралельні. Àле, за 
аксіомою Ïлеéôера, пряма b — єдина, яка проõодить 
через точку А і не перетинає прямої а. Тому пряма 
b′ неодмінно перетне пряму а. Отæе, é виõодить, ùо 
коли сума внутрішніõ односторонніõ кутів (1 і 2′) не 
дорівнює двом прямим кутам, то прямі (а і b′) пере
тинаються, тобто справдæується V постулат Евкліда.

Якùо два твердæення мають таку властивість, 
ùо з першого випливає друге, а з другого — перше, 
то такі твердæення називаються рівносильними або 
еквівалентними.

Оскільки із V постулату Евкліда випливає аксіома 
Ïлеé ôера, а з аксіоми Ïлеéôера — V постулат 
Евкліда, то ці твердæення — рівносильні.

2. Аксіома Остроградського
Серед діячів, чиї імена назавæди закарбовані 

в істо рії математичної освіти, на чільному місці стоїть 
ім’я славетного українського математика Ìиõаéла 
Васильовича Остроградського (1801–1862).

Ìиõаéло Остроградськиé народився на Ïолтавùині 
у давніé козацькіé родині. За легендою, рід Остро
градсь киõ був одним з відгалуæень родоводу знаме
нитиõ волинськиõ дерæавників і просвітителів князів 
Острозькиõ, звідки é прізвиùе — Остроградські.

У 1821 р. Ìиõаéло Остроградськиé закінчив 
Хар  ківськиé університет, а після цього впродовæ 
5 років навчався у Ïариæі, де слуõав лекції видатниõ 
тогочасниõ ôранцузькиõ учениõ — Ëапласа, Ïуассона, 
Коші, Àмпера, Фур’є. Ïовернувшись ізза кордону, 
Остроградськиé упродовæ усього æиття активно 
пропагував і втілював традиції ôранцузькиõ учениõ 
поєднувати наукову роботу з викладацькою. Зокрема, 
він написав унікальниé «Ïідручник з елементарної 
геометрії»

У своєму підручнику Остроградськиé замість аксіоми 
Ïлеé ôера про паралельні прямі уводить полоæення, 
яке, як він уваæав, досконаліше õарактеризує геомет

Миõаéло Оñтроградñüкиé. 
Маловідомий портрет 
невідомого художника. 

Ймовірно написаний у той 
період, коли учений починав 

працювати над своїм  
«Підручником з елементарної 

геометрії».
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ричні особливості реального простору. Однією із 
клю човиõ просторовиõ õарактеристик, які активно 
використовуються у наéрізноманітнішиõ практичниõ 
застосуванняõ, є напрямок. Ïри цьому напрямок 
визначається прямою, а будьяка інша паралельна 
їé пряма визначає тоé самиé напрямок. Цеé ôакт 
Остроградськиé і ôіксує у своїé аксіомі про паралельні.

Аксіома Остроградського про паралельні 
прямі.

Дâ³ ïðÿì³, ïàðàëåëьí³ òðåò³é ïðÿì³é, 
ïàðàëåëьí³ ì³æ ñîбîю.

У попередньому параграôі ця властивість виведена 
з аксіоми Ïлеéôера про паралельні прямі. Неваæко 
показати, ùо é, навпаки, з аксіоми Остроградського 
випливає аксіома Ïлеéôера. Отæе, ці аксіоми екві
валентні.

Справді, неõаé маємо точку A, розміùену поза 
прямою b (рис. 2.87). На підставі ознаки паралель
ності прямиõ, через точку A легко провести пряму 
а, паралельну пряміé b. Тому доведення потребує 
лише єдиність цієї прямої а. Ïрипустимо, ùо існує 
ùе інша пряма а′, яка теæ проõодить через точку А 
і паралельна пряміé b. Тоді, оскільки обидві прямі а і а′ 
паралельні пряміé b, то, за аксіомою Остроградського, 
вони паралельні міæ собою. Àле æ ці прямі мають 
спільну точку А. Діéшли суперечності. Тому зроблене 
припуùення неправомірне. Отæе, пряма а — єдина, 
яка проõодить через точку А і паралельна пряміé b, 
ùо é треба було довести. 

Обкладинка перевидання 
підручника М.В. Остро-
градського до 200-річчя 

з дня народження ученого 
(2001 р.)

Ðèñ. 2.87

a A

a�

b
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Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі ІІ

Аксіоми, теореми, ознаки
Аксіома (дослівно з грецької «повага», «авторитет», «незаперечна істина») — 

математичне твердæення, істинність якого приéмається без доведення.
Аксіома про паралельні прямі. Чåðåç òîчêó ïîçà ïðÿìîю ìîæíà ïðîâåñòи 

ò³ëьêи îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëьíó äàí³é.
Теорема (від грецького слова «теорео» — «уваæно розглядаю», «придивляюся», 

а такоæ «демонстрація», «вистава») — математичне твердæення, істинність якого 
встановлюється шляõом логічного міркування (доведення).

Будьяку теорему символічно моæна записати у ôормі: «ßкщо виконується А, 
то виконується В», або, ùо те саме: «З А випливає В». Тут А — óìîâà теореми 
(те, ùо дано), В — âиñíîâîê теореми (те, ùо потрібно довести).

Якùо поміняти місцями умову é висновок теореми, то дістанемо îбåðíåíó 
теорему. Тоді початкова теорема називається ïðÿìîю. Отæе, якùо пряма теорема: 
«З А випливає В», то обернена — «З В випливає А».

Істинність оберненої теореми автоматично не випливає з істинності прямої, 
а потребує окремого доведення. Обернена теорема моæе бути é õибною.

Ознака — теорема, умова якої є достатньою для висновку про певні ôундаментальні 
геометричні властивості, наприклад, паралельність, перпендикулярність, рівність 
ôігур тоùо.

Доведення методом «від супротивного» полягає у припуùенні істинності 
за даної умови іншого висновку — супротивного тому, якиé потрібно довести, 
і логічного виведення звідси протиріччя з умовою або з певною аксіомою чи раніше 
доведеною теоремою.

Суміжні і вертикальні кути

a�a

b

Два кути називаються ñóì³æíиìи, якùо вони ма
ють одну спільну сторону, а дві інші їõні сторони є 
доповняльними променями.

Теорема (про суму суміжних кутів). Сóìà ñóì³æíиõ 
êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення . Ðізні сторони а і а′ суміæниõ кутів 
утво рюють розгорнутиé кут ∠аа′, а спільна сторона b 
проõодить міæ сторонами цього кута. Тому, за аксіомою 
при вимірювання кутів, ∠аb + ∠ba′ = ∠аа′ = 180°.

Наслідок 1. Кут, суміæниé з прямим кутом, є прямим.
Наслідок 2. Кут, суміæниé з гострим кутом, — тупиé, 

а кут, суміæниé з тупим кутом, — гостриé.
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a�

b�
a

b

Два кути називаються âåðòиêàëьíиìи, якùо сторони 
одного з ниõ є доповняльними променями до сторін іншого.

Теорема (про вертикальні кути). Вåðòиêàëьí³ êóòи 
ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Коæен з вертикальниõ кутів ∠аb і ∠а′b′ є 
суміæним з кутом ∠аb′. Тому

∠аb + ∠аb′ = 180°;  ∠а′b′ + ∠аb′ = 180°.
Звідси

∠аb = 180° – ∠аb′;  ∠а′b′ = 180° – ∠аb′.
Отæе, ∠аb = ∠а′b′.

Кут між прямими. Перпендикулярні прямі
a

b

Кóòîì ì³æ ïðÿìиìи, ùо перетинаються, називається 
величина гострого або прямого кута, утвореного при пере
тині циõ прямиõ.

Кут міæ прямими а і b позначається так: ∠аb. Величина 
кута міæ прямими моæе змінюватися в меæаõ від 0° до 90°.

90�

a

b

90�

90�90�

Якùо кут міæ прямими дорівнює 90°, то такі пря
мі називаються ïåðïåíäиêóëÿðíиìи (або âçàºìíî 
ïåðïåíäиêóëÿðíиìи).

Ïерпендикулярність прямиõ позначають за допомогою 
знака ^. Наприклад: а ^ b.

b

a

c

A X

a

c b

CB

A

O

A�

Теорема (про єдиність перпендикулярної прямої). 
Чåðåç бóäьÿêó òîчêó ìîæíà ïðîâåñòи ëиøå îäíó 
ïðÿìó, ïåð ïåíäиêóëÿðíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿.

Доведення. Якби через точку А прямої а проõодило дві 
прямі b ^ а і с ^ а, то два рівниõ прямиõ кути ∠аb і ∠ас 
були б відкладені в одну півплоùину від однієї півпрямої 
АХ, ùо суперечить аксіомі про відкладання кутів.

Якби через точку А поза прямою а проõодило дві прямі 
b ^ а і с ^ а, то, повернувши півплоùину з граничною 
прямою а, яка містить точку А, відносно середини О відрізка 
ВС до суміùення з іншою півплоùиною, ми дістали б, ùо 
ті самі прямі b і с мають іншу точку перетину А′, а це су
перечить аксіомі про проведення прямої.
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Відрізки, перпендикулярні 

до прямої

Перпендикуляр до прямої

Відрізки або промені називаються ïåðïåí äи êóëÿðíиìи 
до прямої, якùо прямі, на якиõ вони леæать, перпендикулярні 
до цієї прямої.

Відрізок, якиé перпендикулярниé до прямої і при цьому один 
з éого кінців налеæить пряміé, називається ïåðïåíäиêóëÿðîì 
до цієї прямої. Спільна точка прямої і перпендикуляра до неї 
називається îñíîâîю перпендику ляра.

В³äñòàííю â³ä òîчêи äî ïðÿìî¿ назива ється довæина 
перпендикуляра, опуùеного із цієї точки на пряму.

Терміни «перпендикулярниé», «перпендикуляр» утворені 
від латинського слова perpendicularis, ùо означає «прямо
висниé». Ïрямовисна лінія утворює прямі кути з будьякою 
горизонтальною прямою.

Ознаки паралельних прямих

43
2

1

56
7 8

Назви кутів, утворениõ при перетині двоõ прямиõ тре
тьою прямою (ñ³чíîю):

∠3 і ∠5, а такоæ ∠4 і ∠6 називаються âíóòð³øí³ìи 
ð³çíîñòîðîíí³ìи;

∠3 і ∠6, а такоæ ∠4 і ∠5 називаються âíóòð³øí³ìи 
îäíîñòîðîíí³ìи;

∠1 і ∠5, ∠4 і ∠8, ∠2 і ∠6, ∠3 і ∠7 називаються 
â³äïîâ³äíиìи.

Теорема (ознака паралельності прямих). Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ 
ñ³чíîю âíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ — ïàðàëåëьí³.

C� C
1,2 3

13,4

Î

A

Bb

a
c

Доведення. Якùо припустити, ùо за умови ∠1 = ∠2 прямі а і b перетинають
ся у деякіé точці С, а потім повернути ту півплоùину з граничною прямою с, яка 
містить цю точку, відносно середини О відрізка АВ до суміùення з іншою півпло
ùиною, то дістанемо, ùо прямі а, b мають ùе одну спільну точку С′. Це протиріччя 
é доводить теорему.
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b

a

ñ

a

b

c

1
3

2

4

Наслідок 1. Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ ïåðïåíäиêóëÿðí³ äî òðå
òьî¿ ïðÿìî¿, ïàðàëåëьí³.

Доведення. Якùо а ^ с і b ^ с, то внутрішні різносто
ронні кути 1 і 2 — прямі. Отæе, вони рівні, а тому а || b.

Наслідок 2. Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю 
â³äïîâ³äí³ êóòи ð³âí³, òî ïðÿì³ — ïàðàëåëьí³.

Доведення. Неõаé ∠1 = ∠2. ∠1 = ∠3, оскільки ці кути 
вер тикальні. Отæе, ∠3 = ∠2, а тому прямі а і b — паралельні.

Наслідок 3. Яêщî ïðи ïåðåòиí³ äâîõ ïðÿìиõ ñ³чíîю 
ñóìà âíóòð³øí³õ îäíîñòîðîíí³õ êóò³â äîð³âíюº 180°, 
òî ïðÿì³ — ïàðàëåëьí³.

Доведення. Неõаé ∠2 + ∠4 = 180°. Сума суміæниõ 
кутів ∠3 + ∠4 теæ дорівнює 180°. Звідси ∠2 = ∠3, тому 
прямі а і b — паралельні.

Властивості паралельних прямих

a

b
C

c

Теорема (про перехід паралельності). Дâ³ ïðÿì³, ÿê³ 
ïàðàëåëьí³ òðåò³é ïðÿì³é, ïàðàëåëьí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Якби прямі а і b, ùо паралельні пряміé с, 
перетиналися, то через точку перетину С проõодило б дві 
прямі, паралельні пряміé с. Ця суперечність з аксіомою про 
паралельні прямі доводить теорему.

a

b

m

1

25

4
3

a�
M

1�

1

2

a

b

c

Теорема (про кути, утворені паралельними прямими із 
січною). Вíóòð³øí³ ð³çíîñòîðîíí³ òà â³äïîâ³äí³ êóòи, 
óòâîðåí³ ïðи ïåðåòиí³ ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ ñ³чíîю, 
ð³âí³ ì³æ ñîбîю, à ñóìà âíóòð³øí³õ îäíîñòîðîíí³õ 
êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Якби внутрішні різносторонні кути 1 і 2 
були не рівними, то, провівши пряму а′ так, ùоб рівність 
виконувалася, ми мали б дві прямі а і а′, ùо проõодять через 
точку М і паралельні пряміé b. Це суперечить аксіомі про 
паралельні прямі. Отæе, ∠1 = ∠2.

Оскільки ∠1 = ∠3 (ці кути вертикальні), то, з поперед
нього, ∠3 = ∠3.

Оскільки ∠1 + ∠4 = 180° (ці кути суміæні), то, з попе
реднього, ∠2 + ∠4 = 180°. Доведення завершено.

Наслідок 1. Яêщî îäíà ç äâîõ ïàðàëåëьíиõ ïðÿìиõ 
a i b ïåð ïåíäиêóëÿðíà äî ñ³чíî¿ c, òî é ³íøà ïðÿìà 
òåæ ïåð ïåíäиêóëÿðíà äî ц³º¿ ñ³чíî¿.

Доведення. Нехай ∠1 = 90°. Унаслідок паралельності 
прямиõ а і b ∠2 = ∠1. Отæе, ∠2 = 90°, тобто с ^ b.
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a b

c

Наслідок 2. Яêщî îäíà ç ïðÿìиõ a i b ïåðïåíäиêóëÿðíà 
äî ñ³чíî¿ c, à ³íøà — íå ïåðïåíäиêóëÿðíà äî íå¿ 
(ïîõиëà), òî ц³ ïðÿì³ ïåðåòиíàюòьñÿ.

Доведення. Якби прямі а і b були паралельними, то, за 
наслідком 1, пряма b теæ була б перпендикулярною до с.

Перевір себе

 1. Що таке аксіома і що таке теорема? Яке походження цих термінів?
 2. Перелічіть усі відомі вам геометричні аксіоми.
 3. Які кути називаються суміжними? Доведіть, що сума суміжних кутів дорів-

нює 180°.
 4. Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони прямі.
 5. Які кути називаються вертикальними? Яке походження цього терміна? 

Доведіть, що вертикальні кути рівні.
 6. Що таке кут між двома прямими? Яких значень може набувати цей кут?
 7. Які прямі називаються перпендикулярними? Яке походження цього терміна?
 8. Сформулюйте і доведіть теорему про єдиність перпендикулярної прямої.
 9. Що таке перпендикуляр до прямої і що таке відстань від точки до прямої?
 10. Назвіть усі пари кутів, що утворюються при перетині двох прямих січною. Чи 

є серед них пари рівних кутів?
 11. Що таке паралельні прямі? Сформулюйте ознаки паралельності прямих. Як 

вони доводяться?
 12. У чому полягає метод доведення «від супротивного»? Наведіть відомі вам 

приклади застосування цього методу.
 13. Опишіть усі відомі вам способи побудови паралельних прямих за допомогою 

креслярських інструментів. На яких геометричних властивостях вони ґрунту-
ються?

 14. Як формулюється аксіома про паралельні прямі?
 15. Сформулюйте і доведіть теорему про перехід (транзитивність) паралельності.
 16. Які залежності існують між відповідними, внутрішніми різносторонніми 

та внутрішніми односторонніми кутами, що утворюються при перетині 
паралельних прямих січною?

 17. Дві прямі паралельні, а третя (січна) перпендикулярна до однієї з них. Чи 
можна стверджувати, що січна перпендикулярна й до іншої прямої?

 18. Дві прямі à і b перетинають третю. Одна — під прямим кутом, інша — під 
гострим. Як довести, що прямі à і b перетинаються?

 19. Що таке обернена теорема? Наведіть відомі вам приклади взаємно обернених 
теорем, які одночасно є істинними.
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Завдання для повторення та проведення  
контрольних  робіт до розділу ІІ

 1°.  а) На якому з рис. 2.92, а) – г) зображено суміжні кути?

  б) На якому з рис. 2.93, а) – г) зображено суміжні кути?

 2°.  а) Накресліть два суміжні кути, один з яких має градусну міру 125°. Визначте 
за допомогою вимірювання та обчислення величину іншого кута.

  б) Накресліть два суміжні кути, один з яких має градусну міру 95°. Визначте 
за допомогою вимірювання та обчислення величину іншого кута.

 3°.  а) Накресліть два вертикальні кути, сума градусних мір яких дорівнює 80°.
  б) Накресліть два вертикальні кути, рівні зі своїми суміжними.
 4°.  а) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, дорівнює 135°. Визначте 

решту кутів і кут між прямими.
  б) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, дорівнює 150°. Визначте 

решту кутів і кут між прямими.
 5.  а) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, на 30° менший від 

іншого. Визначте усі кути і кут між прямими.

Ðèñ. 2.92

à) á) â) ã)

Ðèñ. 2.93

à) á) â) ã)
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  б) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, на 70° більший за інший. 
Визначте усі кути і кут між прямими.

 6.  а) Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, учетверо менший від 
іншого. Визначте ці кути і кут між прямими.

  б) Величини двох кутів, утворених при перетині двох прямих, відносяться, 
як 2 : 7. Визначте ці кути і кут між прямими.

 7•.  а) Визначте кути, утворені при перетині двох прямих, якщо один із них на 30° 
більший за різницю двох інших. Чому дорівнює кут між прямими?

  б) Визначте кути, утворені при перетині двох прямих, якщо один із них утричі 
більший за різницю двох інших. Чому дорівнює кут між прямими?

 8°.  а) Сума двох внутрішніх різносторонніх кутів, утворених при перетині двох 
паралельних прямих січною, дорівнює 148°. Визначте ці кути.

  б) Сума двох відповідних кутів, утворених при перетині двох паралельних 
прямих січною, дорівнює 72°. Визначте ці кути.

 9.  а) Якими мають бути кути õ, y на рис. 2.94, а) – б), аби прямі m, n були па-
ралельними?

  б) Якими мають бути кути õ, y на рис. 2.95, а) – б), аби прямі m, n були па-
ралельними?

 10.  а) Прямі à і b — паралельні, ∠2 у п’ять разів більший за ∠1 (рис. 2.96). Ви-
значте ∠3 і ∠4. 

  б) Прямі à і b — паралельні, ∠1 на 70° менший від ∠2 (рис. 2.97). Визначте 
∠1, ∠2 і ∠3.

 11.  а) Внутрішні односторонні кути, утворені при перетині двох паралельних 
прямих січною, відносяться, як 2 : 3. Визначте ці кути. 
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Ðèñ. 2. 89

x
55�
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  б) Один із внутрішніх односторонніх кутів, утворених при перетині двох па-
ралельних прямих січною, на 72° більший за інший. Визначте ці кути.

 12•.  а) За рис. 2.98 визначте кут x.
  б) За рис. 2.99 визначте кут ó.

 13•.  а) На рис. 2.100  PQ || EF. Визначте кут QME.
  б) На рис. 2.101 PQ || EF. Визначте кут MEF.
 14•.  а) Нехай прямі à і b перетинаються. Доведіть, що яка б не була пряма ñ, вона 

буде не паралельною принаймні одній з прямих à і b.
  б) Прямі à і b паралельні, а прямі à і m перетинаються. Пряма ñ паралельна 

прямій à. Доведіть, що пряма ñ перетинає пряму m і паралельна прямій b.
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Василь Кандинський. Піки на вигині (Spitzen im Bogen) (1927 р.).
Вірогідно, ùо у такиé спосіб õудоæник втілив близьку éому ідею  

коcмічності людського шляõу, якиé проõодить довкола Землі  
під вітриламипіками, ùо наповнюються Сонцем.

Трикутник був одним з основниõ вираæальниõ засобів у твораõ В. Кандинського.  
Цим õудоæник немовби переносив виняткову роль цієї ôігури з геометрії  

на абстрактниé æивопис



Розділ ІII Трикутники.  
Ознаки рівності трикутників

  Вступ

У 1806 р. в Ïариæі виéшов з друку першиé том 
тритомного звіту ôранцузькиõ астрономів та геоде
зистів Ï’єра Франсуа Àндре Ìешена (1744–1804) 
і Жана Батіста Жозеôа Деламбра (1749–1822) про 
підсумки діяльності очолюваної ними багаторічної 
експедиції з визначення довæини земного меридіана. 
На основі проведениõ вимірювань була встановлена 
довæина еталона метра — як однієї сорокамільéонної 
частини меридіана (детальніше про це вæе éшлося на 
сторінкаõ історії у першому розділі). У передмові до 
свого звіту автори писали: «З усіõ чудовиõ надбань, 
які залишаться від ôранцузької революції, це — те, 
за ùо ми заплатили наéменшу ціну».

Як свідчить заголовок згаданого звіту, експедиція 
провела точні вимірювання довæини земного мериді
ана від містечка Дюнкерк, ùо на півночі Франції, до 
іспанської Барселони, загалом — близько 1300 км. 

Як æе це моæна було здіéснити, коли меридіан — 
то не битиé шляõ і він не оминає ні високиõ гір, ані 
непролазниõ лісовиõ õаù, ані повноводниõ рік, ані 
õаотичниõ людськиõ поселень?

Ï’єр Мешен

Жан Деламбр

Віллеброрд Снелліуñ

http://uk.wikipedia.org/wiki/1744
http://uk.wikipedia.org/wiki/1804
https://ru.wikipedia.org/wiki/1749
https://ru.wikipedia.org/wiki/1822
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Для цього був застосованиé так званиé метод 
тріангуляції (покриття трикутниками), винаéдениé 
ùе за сто років до того голландським математиком, 
ôізиком та астрономом Віллебрордом Снелліусом 
(1580–1626). Уздовæ усієї вимірюваної ділянки 
меридіана було назначено понад сотню гігантськиõ 
трикутників з вершинами на високиõ скеляõ, дзві
ницяõ, баштаõ замків, а то é на спеціально зведениõ 
для цього веæаõ (з коæної такої вершини мало бути 
видно крізь підзорну трубу õоча б дві інші). Ïотім 
з допомогою геодезичниõ вимірювань та обчислень 
визначені їõні кути і сторони. Ìаючи усі ці дані, вæе 
неваæко було знаéти é шукану довæину меридіана.

Àби ясніше зрозуміти цю ідею, нам не потрібно 
сотні трикутників, достатньо декількоõ з ниõ.

Неõаé уздовæ прямої АВ, відстань міæ точками А 
і В якої потрібно визначити, побудовано трикутники 

Підфарбована схема трі-
ангуляції для визначення 
довжини меридіана між 

Дюнкерком і Парижем зі 
звіту Меøена і Деламбра

Геодезичний кутомірний прилад (так званий повторювальний круг 
Борда) та робота з ним під час експедиції  Меøена і Деламбра. 

Ілюстрації з книги абата Ж. Лорідана  
«Експедиції французьких астрономів для визначення фігури Землі 

та її розмірів», виданій у Парижі в 1890 р.

https://ru.wikipedia.org/wiki/1580
https://ru.wikipedia.org/wiki/1626
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ACD, CDE, …, BGH (рис. 3.1). Ïрипустимо, ùо за 
допомогою оптичниõ кутомірниõ приладів визначені 
усі кути циõ трикутників, а за допомогою безпосе
реднього вимірювання — сторона EF якогонебудь 
одного з ниõ. Ця сторона називається базою тріангу
ляції. Для моæливості точного вимірювання база має 
розмішуватися на ідеально рівніé відкритіé місцевості 
без æодниõ перепон. 

За допомогою ôормул, які пов’язують сторони 
é кути трикутника (ви теæ будете вивчати такі ôор
мули, але пізніше), з трикутника DEF за відомою 
стороною EF і відомими прилеглими до неї кутами 
1 і 2 моæна обчислити сторону ED. Так само з три
кутника EFG за відомою стороною EF і відомими 
прилеглими до неї кутами EFG і FEG моæна обчис
лити сторони EG і FG. 

На наступному етапі за відомими вæе сторонами 
ED і FG і відповідними кутами моæна обчислити 
сторони СЕ і GH. Ïродовæуючи ці обчислення далі, 
ми врештірешт визначимо всі ланки ламаної ACEGB, 
ùо сполучає точки А і В. Ïісля цього залишиться 
обчислити проекції АС

1
, С

1
Е

1
, Е

1
G

1
, G

1
B циõ ланок 

на пряму АВ (ùо теæ здіéснюється за відомими ôор
мулами) та додати їõ. 

За допомогою тріангуляції визначаються не тільки 
окремі відстані, а é складаються цілі карти місцевості. 

Застосовується тріангуляція і в просторі. 
Особливо красномовниé приклад — так 
звана GPSнавігація (GPS — абревіатура 
від Global Positioning System, ùо означає 
«Глобальна позиціéна система»).

GPSнавігація здіéснюється за допомо
гою штучниõ супутників, виведениõ на 
навколоземні орбіти з таким розраõунком, 
ùоб у коæниé пункт земної поверõні доли
нав сигнал принаéмні від чотирьоõ із ниõ. 
Ïриéмальниé засіб користувача, коæна 
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пара супутників і наземна станція утворюють низку 
трикутників. Довæини сторін циõ трикутників визна
чаються за часом проõодæення сигналів міæ їõніми 
вершинами. За цими даними за допомогою автома
тизованиõ обраõунків точно визначається місцезна
õодæення користувача.

Окрім практичниõ застосувань, тріангуляція є од
ним з основниõ засобів і в саміé геометрії. Вивчаючи 
геометрію далі, ви не раз помічатимете, ùо при до
слідæенні складнішиõ ôігур їõ або розбивають на 
трикутники, або æ до ниõ добудовують трикутники.

Нарешті, трикутник сам по собі є надзвичаéно 
цікавою ôігурою: він має цілу низку приõованиõ 
унікальниõ властивостеé. З деякими з ниõ ви вæе 
невдовзі ознаéомитеся, інші чекатимуть на вас у на
ступниõ класаõ. 

 §11. Трикутник і його елементи

Означення. 
Тðиêóòíиêîì називається фігура, що склада
ється із трьох точок, які не лежать на одній 
прямій, і трьох відрізків, які попарно сполу
чають ці точки. Точки називаються âåðøиíàìи 
трикутника, а відрізки — його ñòîðîíàìи.

×асто трикутником називають і частину плоùи
ни, обмеæену éого сторонами. У цьому разі інколи 
додають уточнення: плоский трикутник; тоді для 
трикутника без обмеæеної ним внутрішньої частини 
застосовується назва каркасний трикутник. 

Ïри зобраæенні каркасниõ трикутників, як прави
ло, чітко виокремлюються круæечками їõні вершини 
(рис. 3.2, а). Ïри зобраæенні плоскиõ трикутників 
таке виокремлення зазвичаé не проводиться, зате 

Ðèñ. 3.2

Ñ

A B

à)

á)

Ñ

A B



117§11. Трикутник і його елементи

часто внутрішня частина заштриõовується або заôар
бовується (рис. 3.2, б).

У записаõ трикутник позначається éого вершина
ми. Ïри цьому слово «трикутник» часто замінюється 
значком ∆ (читається «трикутник»), біля якого запи
суються вершини. Це позначення застосовував ùе 
Ïапп Àлександріéськиé — грецькиé математик, ùо 
æив у ІІІ ст. н. е.

На рис. 3.2, а) зобраæено каркасниé, а на 
рис. 3.2, б) — плоскиé трикутник АВС з вершинами 
А, В, С і сторонами АВ, ВС та АС. Їõ моæна позна
чити так: ∆АВС, ∆АСВ, ∆САВ тоùо.

Означення. 
Кóòîì трикутника АВС при вершині А нази
вається кут ВАС, утворений променями АВ 
і АС, що виходять із цієї вершини і містять 
сторони АВ і АС трикутника (рис. 3.3).

Àналогічно означаються кути трикутника АВС 
при іншиõ вершинаõ.

×асто кути трикутника позначають однією 
літерою, якою позначена відповідна вершина, запи
суючи, наприклад: ∠А, ∠В, ∠С. На рис. 3.3 дуæкою 
відзначениé ∠А трикутника АВС.

Якùо кути трикутника розглядати разом з 
обмеæеними ними частинами плоùини, тобто як 
плоскі кути, то плоскиé трикутник АВС моæна 
оõарактеризувати як перетин (спільну частину) трьоõ 
плоскиõ кутів ∠А, ∠В і ∠С (рис. 3.4).

Ïро кути А і В трикутника АВС, сторони якиõ міс
тять сторону АВ, часто каæуть, ùо вони прилягають 
до цієї сторони (або є прилеглими до неї). Так само 
і сторону АВ вваæають прилеглою до кутів А і В. 
Натомість сторона АВ вваæається протилежною до 
кута С (а кут С — протилежним до сторони АВ). 
Зауваæте, ùо вершина кута С, якиé є протилеæним 
до сторони АВ, не налеæить пряміé АВ.
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Як і для кутів, для сторін трикутника теæ засто
совують скорочені позначення. Сторони поз на
чають малими латинськими літерами. Ïри цьому 
дотримуються такого правила: літери беруть 
одноéменні з тими, якими позначені протилеæні 
вершини. Наприклад, сторони ВС, АС і АВ три кут
ника АВС, які є протилеæними відповідно до кутів 
А, В і С, позначають через а, b і с (рис. 3.5).

Відповідно до приéнятиõ означень, коæниé 
трикутник має три вершини, три сторони і три кути. 
Вершини, сторони é кути трикутника називаються 
éого елементами (в перекладі з латини це означає — 
«наéпростішими складниками»).

Залеæно від величини кутів, розрізняють три 
види трикутників — гострокутні, прямокутні 
і тупокутні.

Означення.
ßкщо всі кути трикутника гострі, то три
кутник називається ãîñòðîêóòíиì. ßкщо 
у трикутнику є прямий кут, то трикутник 
називається ïðÿìîêóòíиì, а якщо є тупий 
кут — то òóïîêóòíиì.

На рис. 3.6 зобраæені різні види плоскиõ трикут
ників, залеæно від величин їõніõ кутів.

Означення. 
Сума довжин усіх сторін трикутника нази
вається його ïåðиìåòðîì.

Слово «периметр» утворено від грецькиõ слів 
«пері» — «навколо» і «метрео» — «вимірюю», отæе, 
буквально означає «міра обводу».

Ïериметр позначають літерою P, записуючи, на
приклад, для периметра трикутника АВС: P∆ÀВС

 = 
= АВ + ВС + АС.
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Вправи і задачі

 189°. На прямій позначено три точки E, F, G (рис. 3.7). Чи 
можуть вони бути вершинами трикутника? Точка 
М розміщена поза прямою. Скільки трикутників з 
вершинами у трьох із чотирьох точок М, E, F, G 
можна накреслити? Виконайте ці рисунки.

 190°. Дано трикутник PQS (рис. 3.8). Запишіть його 
вершини, сторони і кути. Які кути є прилеглими до 
сторони PQ і який кут є протилеж ним 
до неї? Яка сторона є про ти леж ною 
до кута P і які сторони є прилеглими 
до неї? Чому дорівнює периметр 
трикутника PQS?

 191°. Накресліть який-небудь трикутник 
і позначте його вершини буквами L, 
M, N. Запишіть та виміряйте з допо-
могою лінійки і транспортира сторони 
та кути цього трикутника. Чому дорів-
нює його периметр? Чому дорівнює 
сума кутів?

 192°. За допомогою косинця накресліть 
прямокутний трикутник, сторони яко-
го, що прилягають до прямого кута, дорівнюють 3 см і 4 см. За допомогою 
лінійки і транспортира визначте третю сторону і гострі кути цього трикутника.

 193°. За допомогою лінійки і транспортира накресліть трикутник із кутом 120°, 
сторони якого, що прилягають до цього кута, дорівнюють 4 см і 6 см. За до-
помогою вимірювання визначте третю сторону і гострі кути цього трикутника.

 194°. За допомогою лінійки і косинця з гострими кутами по 45° накресліть трикутник 
зі стороною 5 см і прилеглими до неї кутами по 45°. Визначте за допомогою 
вимірювання інші дві сторони і третій кут трикутника.

 195. За допомогою лінійки і транспортира побудуйте три трикутники зі стороною 
5,5 см і рівними прилеглими кутами, які дорівнюють: у першому трикутни-
ку — по 30°, у другому — по 60°, у третьому — по 70°. Виміряйте у кожному 
трикутнику сторони, протилежні до побудованих кутів, потім кути, що лежать 
проти заданої сторони 5,5 см, а також визначте суму усіх кутів. Можливо, 
одержані результати наштовхнуть вас на певні загальні висновки?
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 196. Визначте сторони трикутника, якщо вони пропорційні числам 1, 3 і 6, а пе-
риметр трикутника дорівнює 40 см.

 197. Сторони трикутника відносяться, як 2 : 3 : 5. Визначте:
  а) периметр трикутника, якщо його найменша сторона дорівнює 3 см;
  б) найменшу сторону, якщо периметр дорівнює 50 см:
  в) найбільшу сторону і периметр, якщо сума двох інших сторін дорівнює 20 см.
 198. Перша сторона трикутника у чотири рази менша від другої і на 10 см менша 

від третьої. Периметр трикутника дорівнює 34 см. Визначте сторони трикут-
ника.

 199. У трикутнику АВС сторона АВ = 8 см, сторона ВС утричі більша за АС, а пе-
риметр трикутника дорівнює 32 см. Який із кутів трикутника лежить проти 
найменшої сторони?

 200•. Визначте периметр трикутника, якщо він більший за першу сторону на 8 см, 
за другу — на 9 см, а за третю — на 11 см.

 §12. Сума кутів трикутника

Виконуючи вправи 192–196 з попереднього пара
граôа, в якиõ потрібно було виміряти кути різниõ 
трикутників, ви, моæливо, зауваæили, ùо у коæному 
з побудованиõ трикутників сума усіõ кутів дорівнює 
180°. ×и випадковість це? — Виявляється, ні, а є 
наслідком однієї з ôундаментальниõ властивостеé 
трикутника. Ця властивість зовсім неочевидна, 
але ми вæе моæемо абсолютно строго довести її 
логічними міркуваннями, тобто як теорему.

Теорема 
(про суму кутів трикутника).

Сóìà êóò³â бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà äîð³â
íюº 180°.
Доведення. Неõаé маємо довільниé трикутник 

АВС (рис. 3.9). Ïроведемо через вершину С пряму 
MN, паралельну пряміé АВ. Утворені при цьому 
кути MCA і NCB позначимо циôрами 1 і 2, а кут С 
трикутника — циôрою 3.

∠А = ∠1 — як внутрішні різносторонні кути при 
паралельниõ прямиõ MN і січніé СА. З аналогічниõ 
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причин ∠В = ∠2. Отæе, ∠А + ∠В + ∠С = ∠1 + 
+ ∠2 + ∠3. Кути 1, 3 і 2 разом утворюють розгорну
тиé кут, якиé дорівнює 180°. Тому ∠А + ∠В + ∠С = 
= 180°, ùо é треба було довести. 

Наслідки 
(про величини кутів трикутника).

Тðиêóòíиê íå ìîæå ìàòи äâîõ íåãîñòðиõ 
êóò³â — ïðÿìиõ àбî òóïиõ, òîбòî ó êîæíîìó 
òðиêóòíиêó ïðиíàéìí³ äâà êóòи — ãîñòð³. 
Сóìà ãîñòðиõ êó ò³â ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíюº 90°.

Доведення. Якби трикутник мав два негострі 
кути (прямі або тупі), то їõня сума дорівнюва
ла б 180° або була би більшою за 180°. Тоді яким би 
не був третіé кут, сума всіõ кутів трикутника була би 
більшою за 180°, ùо суперечить доведеніé теоремі.

Оскільки у прямокутному трикутнику один із кутів 
прямиé, то сума двоõ іншиõ кутів, які є гострими, 
дорівнює 180° - 90°, тобто 90°. Наслідки доведені.

Ïри доведенні теореми про суму кутів трикутника 
ми спиралися на властивості паралельниõ прямиõ, 
а саме — на рівність внутрішніõ різносторонніõ кутів, 
ùо утворюються при перетині двоõ паралельниõ 
пря миõ січною. У свою чергу, ця властивість була 
доведена на підставі аксіоми про паралельні прямі. 
Отæе, виõодить, ùо теорема про суму кутів три
кут ника є наслідком аксіоми про паралельні прямі. 
У геометріяõ на поверõняõ, де не виконується та
ка аксіома, неістинна é доведена на підставі неї 
теорема. Наприклад, на сôері сума кутів будь
якого трикутника більша за 180° (див. приклад на 
рис. 3.10), а на псевдосôері, про яку згадувалося 
у §9, вона менша від 180° (рис. 3.11). На сôері на
віть моæна накреслити трикутники з двома é трьома 
прямими чи тупими кутами.

Ðèñ. 3.11
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Розв’язуємо разом

Задача 1. 
Довести, ùо бісектриси двоõ внутрішніõ одно
сторонніõ кутів, утворениõ при перетині пара
лельниõ прямиõ січною, перпендикулярні.

Ðозв’язання. Неõаé прямі а і b — паралельні, 
АС і ВС — бісектриси внутрішніõ односторонніõ 
кутів MAB і NBA, утворениõ з прямими а і b січною 
с (рис. 3.12). За властивістю паралельниõ прямиõ:
	 ∠MAB + ∠NBA = 180°.

З іншого боку, з означення бісектриси кута 
випливає, ùо

	 ∠ВАС = 1
2
∠MAB, а ∠АВС = 1

2
∠NBA.

Нарешті, оскільки сума кутів трикутника дорівнює 
180°, то ∠С = 180° – (∠ВАС + ∠АВС) = 180° – 

– 1
2

(∠MAB + ∠NBA) = 180° – 1
2

 · 180° = 90°. Отæе, 

АС ^ ВС. Твердæення задачі доведено.

Задача 2.
У трикутнику АВС проведено відрізок ÊМ так, ùо 
∠2 = ∠1 (рис. 3.13). Довести, ùо тоді ∠4 = ∠3.

Ðозв’язання. З ∆СKM: ∠4 = 180° -  ∠2 - ∠C.
З ∆АВС: ∠3 = 180° - ∠1 - ∠C. 
Оскільки ∠1 = ∠2, то ∠4 = 180° - ∠1 - ∠С. Отæе, 

∠4 = ∠3. Твердæення задачі доведено.
Зауваæення. Твердæення цієї задачі часто зас

тосо вується для прямокутного трикутника, коли 
відрізок KM проведениé з вершини прямого кута під 
прямим кутом до протилеæної сторони (рис. 3.14). 
Відповідно до доведеного, кут 4 міæ цим відрізком 
і однією зі сторін трикутника, яка прилягає до прямо
го кута, дорівнює гострому куту 3 трикутника, якиé 
прилягає до іншої сторони.
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Вправи і задачі

 201°. Накресліть який-небудь трикутник, виміряйте за допомогою транспортира 
його кути і знайдіть їхню суму. Чи підтверджують ваші вимірювання теорему 
про суму кутів трикутника?

 202°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира трикутник із кутами 30° і 110°. 
Визначте вимірюванням, а потім за допомогою обчислення, третій кут. Чи 
збігаються результати?

 203°. Чи існує трикутник із кутами: а) 20°, 70° і 80°; б) 90°, 45° і 90°; в) 10°, 100° 
і 110°; г) 65°, 55° і 75°?

 204°. Чи існує трикутник із кутами 30°, 50° і 100°? Чи можете ви довести правиль-
ність своєї відповіді?

 205°. Чи може трикутник не мати жодного: а) гострого кута; б) прямого кута; в) ту-
пого кута? Як ви обґрунтовуєте свої відповіді?

 206°. Визначте третій кут трикутника, якщо два його кути мають величини: а) 60° 
і 90°; б) 30° і 100°; в) 45° і 80°.

 207°. Визначте третій кут трикутника, якщо сума двох інших його кутів дорівнює: 
а) 65°; б) 130°; в) 90°.

 208°. Чи може прямокутний трикутник бути і тупокутнім, тобто мати ще й тупий кут?
 209°. Один із кутів прямокутного трикутника дорівнює 30°. Чому дорівнюють інші 

його кути?
 210. Визначте невідомі кути трикутників, зображених на рис. 3.15, а)–в).

 211. Чи можуть усі кути трикутника бути більшими за 60°? А — меншими від 60°? 
Відповіді обґрунтуйте.

 212. Чи може найбільший кут трикутника дорівнювати 55°? А — найменший до-
рівнювати 65°?
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 213. Чи може сума будь-яких двох кутів трикутника бути меншою від 120°?
 214. Доведіть, що коли два кути одного трикутника дорівнюють відповідно двом 

кутам іншого трикутника, то й треті їхні кути рівні.
 215. Визначте кути трикутника, якщо вони пропорційні числам: а) 1, 2 і 3; б) 2, 3 

і 4; в) 3, 5 і 7; г) 2, 3 і 10.
 216. Гострі кути прямокутного трикутника відносяться, як 4 : 5. Визначте ці кути.
 217. Один із гострих кутів прямокутного трикутника на 42° більший за інший. Ви-

значте ці кути.
 218. У трикутнику один із кутів удвічі більший за інший, а третій кут дорівнює 60°. 

Визначте невідомі кути.
 219. У трикутнику один із кутів дорівнює 50°, а два інших відносяться, як 5 : 8. 

Визначте невідомі кути.
 220. Визначте кути трикутника АВС, якщо ∠А + ∠В = 110°, а ∠В + ∠С = 130°.
 221. Доведіть, що коли один із кутів трикутника дорівнює сумі двох інших, то три-

кутник — прямокутний.
 222. Доведіть, що коли сума двох кутів трикутника 

менша від 90°, то трикутник — тупокутний.
 223•. Доведіть, що коли сума будь-яких двох кутів трикут-

ника більша за 90°, то трикутник — гострокутний.
 224•. На рис. 3.16 відображені побудови Евкліда для 

доведення теореми про суму кутів трикутника. 
Чи можете ви за цими побудовами відтворити 
доведення Евкліда?

 225•. Чому дорівнюють кути, які утворюються при перетині бісектрис двох кутів 
трикутника, якщо третій кут цього трикутника дорівнює: а) 50°; б) 120°?

 226•. У трикутнику АВС проведені бісектриси кутів В і С, які перетинаються в точ-
ці D. Доведіть, що ∠ВDС дорівнює половині кута А.

 §13. Зовнішній кут трикутника

Якùо розглядати трикутник і éого кути як час
тини плоùини, ùо обмеæуються сторонами циõ 
ôігур, то певна частина коæного кута трикутника 
розміùується всередині трикутника (рис. 3.17). 
У зв’язку із цим кути трикутника називаються ùе 
внут рішніми кутами. 

Ðозрізняють такоæ зовнішні кути трикутника.
Ðèñ. 3.17
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Означення.
Зîâí³øí³ì êóòîì трикутника називаються 
кут, суміжний із внутрішнім кутом цього три
кутника.

На рис. 3.18 дуæками відзначено зовнішніé кут 
ACN трикутника АВС при вершині C.

Очевидно, ùо при коæніé вершині трикутника 
моæна розглядати два зовнішні кути, які один до 
одного є вертикальними (рис. 3.19).

Дуæе ваæливе значення у геометрії, як ми в 
цьому ùе не раз переконаємося, має така властивість 
зовнішнього кута трикутника.

Теорема 
(про зовнішній кут трикутника).

Зîâí³øí³é êóò òðиêóòíиêà äîð³âíюº ñóì³ äâîõ 
âíóòð³øí³õ êóò³â, íå ñóì³æíиõ ³ç íиì.

Довед ення . Неõаé АВМ — зовнішніé кут 
трикутник ABC при вершині B (рис. 3.20). Оскільки 
він є суміæним із внутрішнім кутом B трикутника, 
то, за властивістю суміæниõ кутів, 
	 ∠ABM =	 180° - ∠B.

З іншого боку, з теореми про суму кутів трикутника 
випливає, ùо 
	 ∠A + ∠C = 180° - ∠B.

Тому ∠АВМ = ∠А + ∠С, ùо é треба було довести.

Наслідок. 
Зîâí³øí³é êóò òðиêóòíиêà б³ëьøиé çà бóäь
ÿêиé âíóòð³øí³é êóò, íå ñóì³æíиé ³ç íиì. 

Справді, оскільки зовнішніé кут трикутника 
дорівнює сумі двоõ внутрішніõ, не суміæниõ з ним, то 
зрозуміло, ùо ця сума більша за коæниé із доданків.

Наприклад, зовнішніé кут АВМ трикутника АВС 
при вершині В на рис. 3.20 більшиé за коæниé 
із внутрішніõ кутів А і В, які не суміæні з ним.

A

B

Ðèñ. 3.19

C

Ðèñ. 3.20

M B
C

A
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Розв’язуємо разом

Задача.
Відома градусна міра кута А трикутника АВС. 
Ïроведено бісектриси ВВ

1
 та СС

1
 внутрішніõ кутів 

В і С трикутника (рис. 3.21). Визначити кути, які 
утворюють ці бісектриси при перетині. 

Ðозв’язання. Неõаé Р — точка перетину про
веде ниõ бісектрис. Øуканиé кут ВРС

1
 є зовнішнім 

для ∆РВС. Тому, за наслідком із теореми про 

зовнішніé кут, ∠ВРС
1
 = ∠1 + ∠2 � � � �1

2
1
2

B C  =

� � � �1
2
( ).B C  З іншого боку, з теореми про суму 

кутів трикутника, ∠В + ∠С = 180° - ∠А.

Отæе, ∠ВРС
1
 � � � � � � � �1
2
180 90

2
( ) .A A

Іншиé шуканиé кут ВРС є суміæним із кутом ВРС
1
. 

Тому ∠ВРС = 180° - ∠ВРС
1
 � � � � � �� � � � � �180 90

2
90

2
A A . 

� � � � � �� � � � � �180 90
2

90
2

A A .  

Відповідь. 90
2

� � �A ;  90
2

� � �A .

Вправи і задачі

 227°. Які з дев’яти кутів, позначених на рис. 3.22 цифрами, є зовнішніми для 
зображеного там трикутника?

 228°. Сума кутів А і С трикутника АВС, зображеного на рис. 3.23, дорівнює 130°. 
Чому дорівнює зовнішній кут при вершині В?

 229°.  Зовнішній кут трикутника дорівнює 115°. Чому дорівнює сума внутрішніх кутів, 
не суміжних із ним?

 230°.  Визначте величини зовнішніх кутів трикутника АВС, зображеного на рис. 3.24.

A

B
1 2

C

Ðèñ. 3.21

C1

B1

P
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 231°.  Чому дорівнює сума внутрішнього і зовнішнього кутів трикутника, взятих при 
одній вершині?

 232°.  Чи може зовнішній кут трикутника бути меншим від внутрішнього кута цього 
трикутника?

 233°.  Чи може у трикутнику бути: два гострих зовнішніх кути; два прямих зовнішніх 
кути; два тупих зовнішніх кути?

 234°.  Скільки всього гострих, прямих і тупих зовнішніх кутів може мати трикутник, 
якщо при кожній вершині лічити лише один зовнішній кут?

 235°.  До якого виду належить трикутник, якщо: а) всі його зовнішні кути тупі; б) один 
із його зовнішніх кутів прямий; в) один із його зовнішніх кутів гострий?

 236.  Визначте кути трикутника, в якому зовнішні кути при двох вершинах дорів-
нюють 120° і 150°.

 237.  Два зовнішніх кути трикутника дорівнюють 100° і 150°. Визначте третій зов-
нішній кут.

 238.  У трикутнику один із внутрішніх кутів дорівнює 30°, а один із зовнішніх кутів — 
40°. Визначте решту внутрішніх і зовнішніх кутів трикутника.

 239.  Зовнішній кут трикутника дорівнює 160°. Визначте внутрішні кути трикутника, 
не суміжні з ним, якщо: а) вони відносяться, як 3 : 5; б) один із них становить 
3/5 іншого; в) один із них більший за іншого на 20°; г) їхня різниця дорівнює 40°. 

 240.  Один із зовнішніх кутів трикутника дорівнює 128°. Визначте внутрішні кути, 
не суміжні з ним, якщо один із них: а) дорівнює 50°; б) на 38° менший від 
іншого; в) у 7 разів більший за іншого; г) їхні величини відносяться, як 3 : 5.

 241.  Один із зовнішніх кутів трикутника дорівнює 130°, а один із внутрішніх — 55°. 
Визначте інші внутрішні й зовнішні кути трикутника.

 242.  Визначте кут A трикутника ABC, якщо сума зовнішніх кутів, суміжних із кутами 
B і C, утричі більша за кут A.

 243.  Визначте внутрішні кути трикутника, якщо сума двох із них дорівнює 140°, 
а один із зовнішніх кутів дорівнює 85°.

 244.  Доведіть, що коли у трикутнику зовнішні кути при двох вершинах рівні, то 
вони — тупі.
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 245•.  Визначте суму зовнішніх кутів трикутника, взятих по одному при кожній 
із вершин.

 246•.  Внутрішні кути трикутника відносяться, як 5 : 6 : 9. Не знаходячи величин цих 
кутів, визначте відношення зовнішніх кутів цього трикутника.

 247•.  Визначте внутрішні кути трикутника, якщо його зовнішні кути відносяться, 
як 2 : 3 : 4.

 248•.  Доведіть, що бісектриси внутрішнього і зовнішнього кутів трикутника при 
одній вершині перпендикулярні.

 249•.  Внутрішній кут трикутника дорівнює різниці зовнішніх кутів, не суміжних із ним. 
Доведіть, що цей трикутник — прямокутний.

 §14. Рівність трикутників.  
Перша ознака рівності трикутників

Як і будьякі інші ôігури, трикутники називаються 
рів ними, якùо їõ моæна сумістити шляõом пере міùення. 

Ïри цьому під переміùенням розуміють не так 
реальну, як мисленнєву дію. Наприклад, немоæливо 
реально сумістити два однакові трикутники на веæаõ
близнюкаõ у канадському місті Ðедæаéна (рис. 3.25), 
однак арõітектори, моæливо, сотні разів подумки 
суміùали їõ під час проектування.

Зрозуміло, ùо в рівниõ трикутників попарно рівні 
всі сторони і всі кути, причому проти рівниõ кутів 
леæать рівні сторони, а проти рівниõ сторін — рівні 
кути. На рис. 3.26 зобраæені рівні трикутники АВС 
і LMN, у якиõ рівні сторони позначені однаковою 
кількістю рисок, а рівні кути — однаковою кількі
стю дуæок.

Для позначення рівності трикутників застосовуєть
ся звичаéниé значок рівності = . Наприклад, запис 
∆ABC = ∆LMN значає, ùо трикутник АВС рівниé 
трикутнику LMN. Ïри цьому вершини рівниõ кутів 
записуються на однаковиõ місцяõ. Зокрема, запис 
∆ABC = ∆LMN (див. рис. 3.26) означає, ùо ∠А = 
= ∠L, ∠B = ∠M, а  ∠C = N. Якùо æ буде написано, 

Ðèñ. 3.25

20-поверхові (80 м заввиøки) 
хмарочоси-близнюки у столиці 
канадської провінції Саскаче-
ван — місті Реджайна (зведені 
у 1992 р.). Унікальною осо-
бливістю цих споруд є похилі 
стіни у вигляді двох рівних три-
кутників, кут відхилення яких 
від вертикального розміщення 
становить 11°. 
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A

B

C

Ðèñ. 3.26

N

M

Lùо ∆ABC = ∆NML, то це означатиме вæе зовсім інше, 
а саме, ùо ∠А = ∠N, ∠B = ∠M, а ∠C = ∠L.

×и моæна ствердæувати, навпаки, ùо коли в три
кутникаõ попарно рівні всі сторони і всі кути, то такі 
трикутники рівні, тобто їõ моæна сумістити?

Ïростиé експеримент продемонструє нам, ùо 
відповідь на це питання не така очевидна, як моæе 
здатися на першиé погляд.

Виріæте із цупкого паперу шаблон трикутника 
АВС з різними довæинами сторін. Ïотім на чистому 
аркуші за допомогою цього шаблона обведіть рівниé 
éому трикутник LMN і переверніть шаблон іншим 
боком (рис. 3.27). Тепер спробуéте сумістити шаблон 
АВС з трикутником LMN, не відриваючи éого від 
плоùини рисунка. Незваæаючи на попарну рівність 
усіõ сторін і всіõ кутів обоõ трикутників, вам це не 
вдасться. Однак якùо ви знову перевернете шаблон, 
то суміùення легко здіéснюється.

Два різні способи ôізичної реалізації переміùення — 
з виõодом за меæі плоùини (і з перевертанням) та 
без виõоду (без перевертання), дають різні відповіді 
на питання про моæливість суміùення трикутників 
з попарно рівними елементами.

У геометрії вваæається, ùо моæливі обидва ці 
переміùення. Це закріплюється у такіé аксіомі.

Аксіома рухомості трикутника.
Яêиé би íå бóâ òðиêóòíиê, éîãî ìîæíà ïåðå
ì³ñòиòи ó çàäàíå ïîëîæåííÿ â³äíîñíî çàäàíî¿ 
ï³âïðÿìî¿.

На рис. 3.28 зобраæено трикутник АВС і два рівниõ 
éому трикутники А′В ′С ′ та А′′В ′′С ′′, сторони В ′С ′, 
В ′′С ′′ якиõ відкладені на півпрямиõ m, n від їõніõ 
початків, а протилеæні вершини А′, А′′ розміùені 
у заданіé півплоùині відносно циõ півпрямиõ. Ïри 
цьому ми моæемо говорити, ùо трикутник А′В ′С ′ 

L

M

N

Ðèñ. 3.27

C

B

A

Вежа Õерñт-Тауер   
у Нью-Йорку, зведена 
у 2006 р. за проектом 

британського архітектора 
Нормана Фостера (нар. 
1935 р.). Висота 182 м 

(46 поверхів)
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одерæується з трикутника АВС «без перевертання», 
а трикутник А′′В ′′С ′′ — «з перевертанням».

На підставі аксіоми руõомості трикутника вæе 
моæна довести, ùо будьякі два трикутники з попарно 
рівними елементами є рівними, тобто, ùо їõ моæна 
сумістити. Ïри цьому навіть не обов’язково вимагати 
рівності усіõ шести пар відповідниõ елементів — 
трьоõ пар сторін і трьоõ пар кутів. Достатньо лише 
рівності трьоõ пар. Ïорізному комбінуючи пари 
рівниõ сторін і пари рівниõ кутів, моæна сôормувати 
і довести три ознаки рівності трикутників. У цьому 
параграôі ми доведемо першу ознаку.

Теорема 
(перша ознака рівності трикутників — за двома 
сторонами і кутом між ними). 

Яêщî äâ³ ñòîðîíи ³ êóò ì³æ íиìи îäíîãî òðи
êóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî äâîì ñòîðîíàì 
³ êóòó ì³æ íиìи ³íøîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ 
òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1
 

АВ = А
1
В

1
, АС = А

1
С

1
, ÐА = ÐА

1
 (рис. 3.29). Ïотрібно 

довести, ùо тоді ∆АВС = ∆А
1
В

1
С

1
.

Ïеремістимо трикутник АВС так, ùоб вершина А 
сумістилася з вершиною А

1
, сторона АВ розмістилася 

на півпряміé А
1
В

1
, а вершина С — з того боку від 

прямої А
1
В

1
, з якого розміùена точка С

1
. Згідно з ак

сіомою руõомості трикутника, цього моæна досягти. 
Оскільки АВ = А

1
В

1
, то, за аксіомою про відкла

дання відрізків, точка В суміститься з точкою В
1
. 

Оскільки ÐА = ÐА
1
, то, за аксіомою про відкла

дання кутів, кут А суміститься з кутом А
1
, а півпряма 

АС — з півпрямою А
1
С

1
. Тоді, за аксіомою про 

відкладання відрізків, точка С
 
суміститься з точкою С

1
 

(адæе АС = А
1
С

1
).

Оскільки сумістилися кінці відрізків ВС
 
і В

1
С

1
, то 

сумістилися é самі ці відрізки. 

Вежа Сент-Мері Екñ 30. 
Це — най вища споруда Лон-
донсь кого Сіті (висота 180 м; 
40 поверхів). Складається із 
величезної кількості рівних 
трикутників.
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Виõодить, ùо сумістилися всі три пари сторін 
трикутників АВС і А

1
В

1
С

1
. Отæе, сумістилися é самі 

трикутники. Тому вони рівні. Теорему доведено.

Зауваæення для скептиків. Декому з учнів, 
які тількино приступають до вивчення геометрії 
і вперше стикаються зі строгими математичними 
обґрун туваннями, доведення деякиõ теорем вида
ються абсолютно заéвими. «Хіба é без доведення не 
очевидно, — інколи запитують вони, — ùо будьякі 
два трикутники, які мають дві пари рівниõ сторін і рівні 
кути міæ ними, є рівними?».

Виùе ми попередæали такі сумніви тим, ùо 
демонстрували поверõні, на якиõ відповідні «очевидні» 
властивості всетаки не виконуються. À це вæе крас
номовно свідчило про те, ùо для цілковитої надіéності 
в застосуванні для плоùини вони потребують дове дення.

Втім, «очевидні» властивості моæуть не завæди 
виконуватися é на плоùині. Ðозглянемо приклад.

Дуæе сõоæим на першу ознаку рівності трикутників 
є таке твердæення: якùо дві сторони é кут, що приля
гає до однієї з них, одного трикутника, відповідно 
рівні двом сторонам і куту, що прилягає до однієї 
з них, іншого трикутника, то такі трикутники рівні. 
(Від мін ності цього твердæення від першої ознаки 
виділені курсивом).

На рис. 3.30 зобраæені два трикутники ABC 
і A

1
B

1
C

1
, які повністю задовольняють умови цього 

твердæення: у ниõ AB = A
1
B

1
, AC = A

1
C

1
, ∠C = ∠C

1
. 

І тут справді доволі очевидно, ùо зобраæені трикутники 
ABC і A

1
B

1
C

1 
рівні міæ собою. Однак чи моæемо ми 

лише на підставі цього рисунка зробити висновок 
про те, ùо сôормульоване твердæення є ùе однією 
ознакою рівності трикутників?

Ïогляньте на трикутники ABC і A
1
B

1
C

1
, ùо зоб раæені 

на рис. 3.31. Вони теæ задовольняють зазначені умови: 
AB = A

1
B

1
, AC = A

1
C

1
, ∠C = ∠C

1
, однак тепер уæе 

абсолютно очевидно, ùо ці трикутники не рівні. Тому 
сôормульоване твердæення неправильне. Виявляється, 
ùо рис. 3.30, з якого моæна було зробити загальниé 
висновок, не відобраæає усіõ моæливиõ ситуаціé. Ðèñ. 3.30

A

B

C

A1

B1

C1

A
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Отæе, лише на підставі «очевидності», яка випливає 
з рисунка, без логічного обгрунтування, æодне математич
не твердæення не моæе вваæатися істинним. Скільки 
б не нарисувати рисунків, їõ усе одно буде скінченна 
кількість. Тому завæди залишатиметься небезпека, ùо 
якоїсь ваæливої деталі не було враõовано.

Розв’язуємо разом

Ознаки рівності трикутників застосовуються 
у геометрії дуæе часто. Одне з наéпоширенішиõ 
застосувань — для відшукання відстанеé і кутів. Для 
цього невідомі відрізки або кути включають у певні 
трикутники і визначають з того, ùо ці трикутники 
рівні іншим трикутникам, у якиõ відповідні елементи 
є відомими.

Ðозглянемо один приклад втілення цієї ідеї.
Ïрипустимо, ùо для реалізації певного проекту 

необõідно визначити протяæність озера у напрямку 
AB (рис. 3.32). Візьмемо на березі точку С так, ùоб 
відстань СВ моæна було визначити безпосереднім 
вимірюванням, і побудуємо кут АСE, рівниé куту 
АСВ. Ïотім уздовæ променя CE відкладемо відрізок 
CD, якиé рівниé відстані CB. Тоді відстань AD дорів
нюватиме шуканіé ширині озера AB.

Справді, у трикутникаõ ACВ і ACD сторона АС — 
спільна. Сторони CB і CD та кути ACB і ACD рівні за 
побудовою. Тому, за першою ознакою, ці трикутники 
рівні. À з рівності трикутників випливає рівність 
сторін, ùо леæать проти рівниõ кутів. Сторони AB та 
AD якраз і леæать проти рівниõ кутів, тому вони é 
рівні міæ собою. Отæе, якùо безпосередньо виміряємо 
одну з ниõ, сторону AD, в одному трикутнику, то 
знатимемо é довæину іншої, сторони AB, в іншому.
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Вправи і задачі 

 250°. Накресліть у різних положеннях два трикутники 
зі сторонами 3 см і 6 см та кутом між ними 70°. 
Виміряйте за допомогою лінійки треті сторони 
накреслених трикутників, а за допомогою тран-
спортира — інші їхні кути. Чи рівні ці елементи в 
обох трикутниках?

 251°. На рис. 3.33 зображені два рівні трикутники АВС 
і LMN. Доповніть записи: ∆САВ = …; ВС = …; 
NL = …; ∠С = …; ∠L = …; ∠ВСА = …; ∠MLN = … .

 252°. Дано два рівних трикутники ABC і DEM. Які кути трикутника ABC дорівнюють 
кутам D, E, M? Які сторони трикутника DEM дорівнюють сторонам АС і ВС?

 253°. Дано два рівних трикутники ABC і LMN.
  1) AB = 5 см, ∠A = 90°. Чому дорівнюють сторона ML і кут MLN?
  2) ∠L = 75°, LM = 10 см, NL  = 5 см. Чому дорівнюють кут BAC і сторони AB 

та AC?
 254°.  Відомо, що ∆АВС = ∆EFG = ∆LMN і при цьому ∠F = 30°, ∠N = 80°. Визначте 

невідомі кути усіх трьох трикутників.
 255°.  Відомо, що ∆АВС = ∆EFG = ∆LMN і при цьому EG = 6 см, LM = 8 см, P∆ABC = 

= 25 см. Визначте невідомі сторони усіх трьох трикутників.
 256°.  У трикутнику ABC усі сторони мають різні довжини. Чи рівні трикутники ABC 

і BAC?
 257°.  Чи можна стверджувати, що коли трикутник ABC рівний трикутнику A1B1C1, 

а трикутник A1B1C1 — рівний трикутнику A2B2C2, то трикутники ABC і A2B2C2 

рівні між собою? Обґрунтуйте свою відповідь.
 258°.  Відомо, що трикутники ABC і CAB рівні. Обґрунтуйте, що в трикутнику ABC 

всі сторони рівні.
 259.  Периметр одного трикутника більший за периметр іншого. Чи можуть бути 

рівними ці трикутники? Відповідь обґрунтуйте.
 260.  Виконайте за допомогою креслярських інструментів такі побудови. Спочатку 

накресліть дві прямі, що перетинаються в точці О. Потім на одній з них від-
кладіть рівні відрізки ОА і ОВ, а на іншій — рівні відрізки ОС і ОD. Сполучіть, 
нарешті, відрізками послідовно точки А, С, В і D. Чи утворилися в результаті 
цих побудов рівні трикутники? Відповідь обґрунтуйте.

 261.  Дано: AD = BC, ∠ADB = ∠DBC (рис. 3.34, а). Доведіть, що AB = DC, ∠A = ∠C.
 262.  Дано: AB = AC, ∠BAO = ∠CAO (рис. 3.34, б). Доведіть, що BO = CO.
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 263.  Дано: ∠MAD = ∠NBE, AD = BE, AC = CB (рис. 3.34, в). Доведіть, що CD = CE, 
∠ACD = ∠BCE.

 264.  Дано: AC = BD, ∠CAB = ∠DBA (рис. 3.34, г). Доведіть, що ∠DAB = ∠CBA, AD = CB.
 265.  Дано: AC = BC; CD = CE (рис. 3.34, ґ ). Доведіть, що ∆ACE = ∆BCD.
 266.  Дано: MA = MB, AC = BD, ∠MAC = ∠MBD (рис. 3.34, д). Доведіть, що ∠MCD =	∠MDC.
 267.  У рівних трикутниках ABC і A1B1C1 точки M і M1 — відповідно середини сторін 

BC і B1C1. Доведіть, що відрізок AM рівний відрізку A1M1.
 268.  На сторонах кута A відкладено рівні відрізки AC і AD, а потім на цих відрізках 

узято такі точки E і F, що AE = AF. Доведіть, що ∠CED = ∠DFC.
 269.  На рис. 3.35 ВО = ОС, АО ^ ВС. Доведіть, що AB = AC, DB = DC.
 270.  На рис. 3.36 зображено спосіб визначення відстані між точками А і В, розді-

лених водоймою. Опишіть деталі цих побудов та обґрунтуйте їх.
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 271•.  На рис. 3.37 зображено спосіб визначення протяжності озера у напрямку AB 
з використанням екера для побудови прямих кутів ACB та ACD. Опишіть 
деталі цих побудов та обґрунтуйте їх.

 272•.  Відрізки АВ і СD перетинаються в точці О, яка є серединою кожного з них. 
Доведіть, що AD || BC, AC || BD.

 273•.  На рис. 3.38 ∆АВM = ∆ACN. Доведіть, що ∆ABN = ∆ACM.
 274•.  На рис. 3.39 ∆АВС = ∆DCB, BM = CN. Доведіть, що AM || DN.
 275•.  У трикутнику АВС  АВ = АС. Бісектриса кута ВАС перетинає сторону BС 

у точці D. Доведіть, що AD ^ BC.

 §15. Друга ознака рівності трикутників

Àналогічно до першої ознаки рівності трикутників 
доводиться друга ознака.

Теорема 
(друга ознака рівності трикутників — за сто ро
ною і двома прилеглими кутами). 

Яêщî ñòîðîíà ³ äâà ïðиëåãë³ äî íå¿ êóòи îäíîãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî ñòîðîí³ 
³ äâîì ïðиëåãëиì äî íå¿ êóòàì ³íøîãî òðиêóò
íиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1
 

АВ = А
1
В

1
, ∠А = ∠А

1
, ∠В = ∠В

1
 (рис. 3.40). Ïотрібно 

довести, ùо тоді ∆АВС = ∆А
1
В

1
С

1
.

Ïеремістимо трикутник АВС так, ùоб вершина А 
сумістилася з вершиною А

1
, сторона АВ розмістилася 
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на півпряміé А
1
В

1
, а вершина С — з того боку від 

прямої А
1
В

1
, з якого розміùена точка С

1
. Згідно з ак

сіомою руõомості трикутника, цього моæна досягти. 
Оскільки АВ = А

1
В

1
, то, за аксіомою про від

кладання відрізків, точка В суміститься з точкою В
1
. 

Оскільки ∠А = ∠А
1
, то, за аксіомою про відкладан

ня кутів, кут А суміститься з кутом А
1
, а півпряма 

АС, отæе, — з півпрямою А
1
С

1
. 

Ìіркуючи так само стосовно кутів В і В
1
, діéдемо 

висновку, ùо півпряма ВС суміститься з півпрямою 
В

1
С

1
. Ïри цьому спільна точка С півпрямиõ АС і ВС 

суміститься зі спільною точкою С
1
 півпрямиõ А

1
С

1
 

і В
1
С

1
, оскільки дві півпрямі моæуть мати не більше 

однієї спільної точки.
Виõодить, ùо сумістилися всі три пари вершин 

трикутників АВС і А
1
В

1
С

1
. Отæе, сумістилися і їõ ні 

сторони, а тому é самі трикутники. Отæе, ці трикут
ники рівні. Теорему доведено.

Розв’язуємо разом

Задача.
На сторонаõ кута А відкладені рівні відрізки АВ 
і АС, а потім інші рівні відрізки ВÊ і СМ, як 
показано на рис. 3.41. Неõаé О — точка перетину 
відрізків ВМ і СÊ. Довести, ùо промінь АО ділить 
кут А навпіл, тобто є бісектрисою цього кута.

Ðозв’язання. Оскільки відрізки АÊ і АМ дорів
нюють сумам АВ + ВÊ та АС + СМ відповідно рівниõ 
відрізків, то вони рівні міæ собою.

Ðозглянемо трикутники АÊС та АМВ. Вони мають 
спільниé кут МАK і рівні відповідні сторони, ùо 
утворюють цеé кут: АÊ = АМ, АС = АВ. Тому, за 
першою ознакою, ці трикутники рівні. Звідси ∠Ê = ∠М. Ðèñ. 3.41

A K

O
C

M

B

Рівні трикутники на даху
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Ðозглянемо тоді трикутники ВОÊ і СОМ. У ниõ 
рівні сторони ВÊ і СМ, рівні прилеглі до ниõ 
кути Ê і М, а такоæ рівні кути ВОÊ та СОМ (як 
вертикальні). Тому рівними є é прилеглі кути ОВÊ 
та ОСМ, оскільки сума всіõ кутів трикутника дорів
нює 180°. Тому, за другою ознакою, ці трикутники 
рівні. Звідси ВО = СО.

Ðозглянемо, нарешті, трикутники АОВ та АОС. 
У ниõ рівні відповідні сторони АВ і АС (за побудовою) 
та ВО і СО (як ùоéно з’ясовано), а такоæ кути АВО 
та АСО міæ ними (вони є суміæними з рівними 
кутами ОВÊ і ОСМ). Тому, за першою ознакою, ці 
трикутники рівні. Звідси ∠ОАВ = ∠ОАС, ùо é треба 
було довести.

Зауваæення. Ðезультатом розв’язаної задачі моæ
на скористатися для ділення кута навпіл, тобто для 
побудови éого бісектриси. Відкладемо на сторонаõ кута 
А рівні відрізки АВ і АС, а потім інші рівні відрізки ВÊ 
і СМ. Наéпростіше це зробити за допомогою циркуля, 
як показано на рис. 3.42 (ніæка циркуля ставиться у 
точку А). Далі визначимо точку О перетину відрізків 
ВМ та СÊ. Тоді АО — шукана бісектриса.

Вправи і задачі 

 276°.  Накресліть у різних положеннях два трикутники зі стороною 6 см і прилегли-
ми до неї кутами 45° і 70°. Виміряйте за допомогою лінійки інші сторони 
накреслених трикутників, а за допомогою транспортира — їхні кути. Чи рівні 
ці елементи в обох трикутниках?

 277°.  На рис. 3.43 пряма АС містить бісектриси кутів А і С. Доведіть, що ∠B = ∠D.
 278°.  Накресліть який-небудь нерозгорнутий кут А і проведіть його бісектрису. 

На бісектрисі візьміть довільну точку М і за допомогою косинця проведіть 
через неї пряму, перпендикулярну до бісектриси. Позначте літерами В і С 
точки перетину цієї прямої зі сторонами кута. Переконайтесь за допомогою 
вимірювання, а потім обґрунтуйте логічно, що відрізки АВ і АС рівні.

Ðèñ. 3.42

K

O

M

A

C

B



138 Розділ ІІІ. Трикутники. Ознаки рівності трикутників

 279°.  На рис. 3.44 ВС = СF, AC = СD, AD ^ BF. Доведіть рівність трикутників АВС 
і DFC, а також рівність відрізків АВ і DF.

 280°. На рис. 3.45 АО = СО, ∠А = ∠С. Доведіть рівність трикутників АОВ і СОD, 
а також рівність відрізків АВ і СD.

 281.  На рис. 3.46 ∠DBC = ∠ACB, ∠ABC = ∠DCB. Доведіть рівність відрізків АВ 
і DC.

 282.  На рис. 3.47 ∠В = ∠F, ∠АСF = ∠ВЕD, ВЕ = СF. Доведіть рівність трикутників 
АВС і DFE.

 283.  На рис. 3.48 АВ || DC, AD || BC. Доведіть рівність трикутників АВD і СDB.

 284.  У трикутнику АВС АВ = АС. На сторонах АВ і АС позначені відповідно точки 
M і N так, що ∠АСM = ∠ABN. Доведіть, що відрізки BN і CN рівні.

 285.  Накресліть відрізок АВ завдовжки 6 см і проведіть через його середину О 
яку-небудь пряму m, яка не є перпендикулярною до відрізка АВ. Далі з допо-
могою косинця  проведіть з точок А і В перпендикуляри АD та BF до прямої m. 
Переконайтесь за допомогою вимірювання, а потім обґрунтуйте логічно, що ці 
перпендикуляри рівні.

 286.  На рис. 3.49 ∆АВС = ∆DBC, а точки B, С, Е розміщені на одній прямій. Доведіть, 
що тоді ∆АСE = ∆DCE.

 287.  На рис. 3.50 прямі АС і DB паралельні, а точка О є серединою відрізка АВ. 
Доведіть, що ця точка є також серединою відрізка CD.
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 288.  Точки М і N розміщені по різні боки від прямої АВ,  і при цьому МА = NB, 
∠МАВ = ∠NBA (рис. 3.51). Доведіть, що відрізки MN і АВ діляться точкою О 
перетину навпіл.

 289.  На рис. 3.52 АВ || DC, AD || BC. Доведіть, що АВ = DC, AD = BC.
 290.  На рис. 3.53 ∆AОМ = ∆COL. Доведіть, що тоді ∆ABL = ∆CMB.
 291•.  На рис. 3.54 ∆ABC = ∆DСB. Доведіть, що тоді ∆AОB = ∆DОC.

 292•.  Доведіть, навівши відповідний приклад, що коли сторона і два кути одного 
трикутника дорівнюють стороні і двом кутам іншого трикутника, то трикутники 
можуть бути й не рівними.

 293•.  Сторона і три кути одного трикутника дорівнюють стороні і трьом кутам іншого 
трикутника. Чи обов’язково рівні ці трикутники?

 294•.  Доведіть, що існують нерівні трикутники з відповідно рівними кутами.
 295•.  На бісектрисі кута А взято деяку точку K, а на сторонах кута — такі точки M 

і N, щоб кут AKM дорівнював куту AKN. Доведіть, що тоді пряма MN буде 
перпендикулярною до АK.

 296•.  Дано: OA = OB, OC = OD (рис. 3.55). Доведіть, що тоді OE = OF.
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 297•. На рис. 3.56 відображений спосіб побудов на місцевості для визначення 
відстані між точками А і В, розділених перешкодою для безпосереднього 
вимірювання. Спочатку на прямій ВА на доступній її частині ставиться віха 
С. Потім ставиться віха у деякій точці О, і з допомогою візування та вимірю-
вання знаходяться такі положення віх M, N на прямих ОВ та ОС, для яких 
ОМ = ОВ, ON = ОС. Нарешті, йдучи по прямій MN, за допомогою візування 
знаходять на ній таку точка L, яка розміщена і на прямій АО. Тоді відстань 
МL, яку вже можна знайти безпосереднім вимірюванням, дорівнюватиме 
шуканій відстані ВА. Обґрунтуйте правильність такого способу.

 §16. Рівнобедрений трикутник і його властивості

Трикутниõ є однією з наéпоширенішиõ арõі тек
турниõ ôорм, ùо застосовується як у проектуванні 
кар касів споруд, так і в декоруванні. Ïри цьому 
як правило застосовуються трикутники, ùо мають 
рівні сторони. Такі трикутники називаються рів
нобедреними і рівносторонніми.

Означення. 
Трикутник називається ð³âíîбåäðåíиì, якщо 
він має дві рівні сторони. Рівні сторони 
рівнобедреного трикутника називаються 
б³чíиìи ñòîðîíàìи, а третя сторона — 
îñíîâîю. Трикутник, у якого всі сторони рівні, 
називається ð³âíîñòîðîíí³ì або ïðàâиëьíиì. 

Зазначимо такоæ, ùо трикутник, у якого всі сто
рони різні, інколи називають різностороннім.
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На рис. 3.57, а) зобраæено рівнобедрениé трикут
ник АВС з бічними сторонами АВ і АС та основою ВС, 
а на рис. 3.57, б) — рівносторонніé трикутник LMN.

Коли говорять про вершину рівнобедреного три
кут  ника, то зазвичаé мають на увазі ту із трьоõ éого 
вершин, яка є протилеæною до основи. Інші дві 
вер шини називають вершинами при основі. На 
рис. 3.57, а) А — вершина рівнобедреного трикутника 
АВС, В і С — вершини при éого основі.

Ðèñ. 3.58
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На рис. 3.58 вміùена добірка ілюстраціé арõі тек
турниõ споруд різниõ часів, стилів і призначення, 
які мають деталі у ôормі рівнобедрениõ трикутників. 
Та наéвидатнішим пам’ятником рівнобедреному 
трикутнику, мабуть, стане паризька «Трикутна веæа» 
(La tour Triangle), якùо цеé грандіозниé «криштале
виé» проект буде реалізованиé (на рис. 3.59 зобра
æениé éого макет). Ïланується, ùо веæа матиме 42 
поверõи і 180 м у висоту. Це буде третя за висотою 
споруда Ïариæа після знаменитої Еéôелевої веæі 
(1887 р., 324 м) та веæі Ìонпарнас (1972 р., 210 м). 
Будівництво веæі планувалося на 2015–17 рр., однак 
після спеціального голосування депутатів паризької 
міської ради, ùо відбулося у листопаді 2014 р., було 
відкладене на невизначениé термін: серед громад
ськості побутує думка про надмірну дороæнечу про
екту і шкідливість для природного та історикокуль
турного довкілля.

Наéпростіше побудувати рівнобедрениé трикутник 
за кутом при вершині і бічною стороною. Спочатку 
будують кут А, ùо має потрібну величину, а потім на 
éого сторонаõ від вершини відкладають рівні відрізки 
АВ і АС потрібної довæини (рис. 3.60). Сполучивши 
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точки В і С відрізком, дістають рівнобедрениé три
кутник АВС із заданим кутом при вершині і заданою 
бічною стороною.

Ïобудови ускладнюються, якùо трикутник повинен 
мати задані бічну сторону та основу. Для реалізації 
такиõ побудов потрібен циркуль. Заôіксуємо розõил 
циркуля на величину бічної сторони. Ïоставимо 
éого ніæку в кінець В відрізка ВС, ùо рівниé основі 
трикутника, і проведемо дугу (рис. 3.61). Всі точки 
цієї дуги віддалені від точки В на одну é ту саму 
відстань, ùо дорівнює величині розõилу циркуля. 
Якùо потім поставимо ніæку циркуля у точку С і тим 
самим розõилом проведемо ùе одну дугу, то перетин 
обоõ дуг дасть точку А, яка віддалена від обоõ точок 
В і С на величину розõилу циркуля, тобто на довæину 
заданої бічної сторони трикутника. Залишається 
тільки з допомогою лініéки провести відрізки АВ 
і АС. Трикутник АВС — шуканиé, ВС — éого основа, 
АВ і ВС — рівні бічні сторони. 

Якùо виміряти за допомогою транспортира кути 
при основі побудованиõ рівнобедрениõ трикутників, 
то вони виявляться рівними. Це — властивість 
будьякого рівнобедреного трикутника.

Ïровести доведення цієї властивості, а такоæ 
сôормулювати é довести інші властивості рівно бед
рениõ трикутників зручно з використанням відрізків, 
які називаються бісектрисою, медіаною і висотою 
трикутника.

Означення.
Á³ñåêòðиñîю трикутника називається відрізок 
бісектриси його внутрішнього кута, який спо
лу чає вершину трикутника із точкою на його 
протилежній стороні. 

На рис. 3.62 АL — бісектриса трикутника АВС, 
проведена з вершини А до протилеæної сторони ВС.

B C

A

Ðèñ. 3.62

H L M

B

Ðèñ. 3.61

C

A



144 Розділ ІІІ. Трикутники. Ознаки рівності трикутників

Термін «бісектриса» запозичениé з ôранцузької 
мови. У свою чергу, ôранцузьке слово bissectrice 
ут во рилося від латинськиõ слів bis — «двічі» та 
secare — «розтинати» і дослівно означає «розтинати 
навпіл».

Означення.
Мåä³àíîю трикутника називається відрізок, 
що сполучає вершину трикутника із сере
диною протилежної сторони. 

На рис. 3.62 АМ — медіана трикутника АВС, 
проведена з вершини А до середини М протилеæної 
сторони ВС. 

Термін «медіана» утворениé від латинського слова 
medius — «середніé».

Означення.
Виñîòîю трикутника називається перпенди
куляр, проведений з вершини трикутника до 
прямої, що містить його протилежну сторону.

На рис. 3.62 АH — висота трикутника АВС, прове
дена з вершини А до прямої, ùо містить протилеæну 
сторону ВС.

Теорема
(про властивості рівнобедреного трикутника).

Á³ñåêòðиñà ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà, 
ïðîâåäåíà äî îñíîâи, ä³ëиòь òðиêóòíиê íà 
äâà ð³âíиõ òðиêóòíиêи, à òàêîæ º ìåä³àíîю é 
âиñîòîю òðиêóòíиêà. Кóòи ïðи îñíîâ³ ð³âíî
бåäðåíîãî òðиêóòíиêà ð³âí³.

Доведення. Неõаé АL — бісектриса рівнобедре
ного трикутника АВС, проведена з вершини А до 
основи ВС (рис. 3.63). Оскільки, за означенням рів
нобедреного трикутника, AB = AС, а за означенням 
бісектриси, ∠BAL = ∠CAL, то, за першою ознакою 
рівності трикутників, ∆ALB = ∆ALC. Отæе, справді, Ðèñ. 3.63
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бісектриса рівнобедреного трикутника, проведена до 
основи, ділить трикутник на два рівниõ трикутники.

З рівності трикутників ALB і ALC випливає, ùо 
BL = CL. Отæе, AL — медіана трикутника ÀВС. Крім 
цього, ∠ALB = ∠ALC, а оскільки ці кути утворюють 
розгорнутиé кут, то вони — прямі. Отæе, AL — ви
сота трикутника АВС. Нарешті, ∠В = ∠С, а тому 
кути при основі рівнобедреного трикутника рівні. 
Теорему доведено.

Оскільки доведеною теоремою встановлено, ùо 
бісектриса, медіана é висота рівнобедреного трикут
ника, проведені до основи, збігаються, то істинними 
є é такі твердæення:

1) ìåä³àíà ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà, ïðîâåäåíà 
äî îñíîâи, º âîäíîчàñ б³ñåêòðиñîю ³ âиñîòîю;

2) âиñîòà ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà, ïðîâåäå
íà äî îñíîâи, º âîäíîчàñ б³ñåêòðиñîю ³ ìåä³àíîю.

Безпосереднім наслідком з доведеної теореми є 
наступна теорема.

Теорема
(про властивість кутів рівностороннього три
кут ника).

Вñ³ êóòи ð³âíîñòîðîííьîãî òðиêóòíиêà ð³âí³ 
³ äîð³âíююòь ïî 60°.

Доведення. Неõаé маємо рівносторонніé трикут
ник АВС (рис. 3.64). З рівності éого сторін АВ і АС, 
за доведеною теоремою, випливає рівність кутів 1 
і 2, а з рівності сторін ВА і ВС — рівність кутів 2 
і 3. Отæе, всі три кути рівностороннього трикутника 
рівні. À оскільки сума кутів трикутника дорівнює 
180°, то коæен із кутів 1, 2, 3 дорівнює третині від 
цієї суми, тобто 60°. Теорему доведено.
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Застосування у конструкції старовинних ватерпасів

Ватерпас — прилад для перевірки горизонталь
ного розміùення прямолініéниõ предметів, на
приклад, реéок і брусів. Наéпростішиé ватерпас, 
ùо застосовувався колись у будівництві, складався 
із дерев’яного рівнобедреного трикутника АВС, 
до основи АВ якого прилягала вивірена рівна 
дошка FG, а до вершини С на нитці підвішу
вався тягарець Е (рис. 3.65). Якùо тягарець 
розміùувався строго над зубцем D, якиé уособлю
вав середину основи АВ, то це означало, ùо нит
ка СЕ спрямована по медіані CD рівнобедреного 
трикутника АВС, а отæе, é по éого висоті. Тоді 
дошка FG була перпендикулярною до лінії СЕ 
дії сили тяæіння, тобто заéмала горизонтальне 
полоæення. У противному разі її полоæення не 
було горизонтальним.

Ëише знаючи ці обставини, моæна розгадати 
значення ватерпаса, з яким ôранцузькі õудоæ
ники ХІХ ст. зобраæали Ìаріанну — символіч
ниé  образ ôранцузької республіки. На рис. 3.66 
відтворениé один із наéвідомішиõ такиõ творів 
— картина Жуля Клода Зіглера «Ðеспубліка» 
(1848 р.).  У правіé руці Ìаріанна тримає ватерпас, 
яким урівноваæує три наéголовніші чесноти респу
бліки, записані за нею золотистими літерами (теæ 
у вершинаõ рівнобедреного трикутника): Свобода, 
Ðівність Братерство (Liberté, Égalité, Fraternité).

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

Яким може бути розміщення висот у трикутнику
З означення бісектриси і медіани трикутника оче

видно, ùо ці відрізки проõодять усередині трикутника 

Ðèñ. 3.66
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(див. рис. 3.62, на якому АL — бісектриса, АM — 
медіана трикутника АВС). Щодо висоти АH, то ситу
ація не така очевидна. На рис. 3.67, а) відобраæениé 
випадок, коли обидва кути В і С — гострі. Доведемо, 
ùо в усіõ такиõ випадкаõ висота АH проõодить 
усередині трикутника.

Ïрипустимо супротивне. Ìоæливі дві ситуації: або 
точка H леæить блиæче до точки B, ніæ до точки C 
(рис. 3.67, б), або точка H леæить блиæче до точки 
C, ніæ до точки B (рис. 3.67, в). Ïри першіé ситуації 
зовнішніé кут ABC прямокутного трикутника ADB, 
якиé є гострим кутом трикутника АВС, був би більшим 
за прямиé внутрішніé кут H, ùо немоæливо. Ïри 
другіé ситуації з аналогічниõ причин гостриé кут С 
трикутника АВС був би більшим за прямиé кут H 
трикутника AHC. Оскільки æодна із циõ ситуаціé 
немоæлива, то зроблене припуùення неправильне. 
Отæе, висота AH трикутника у цьому разі справді 
проõодить усередині трикутника.

Якùо у трикутнику всі кути гострі, тобто трикутник 
є гострокутним, то з доведеного випливає, ùо тоді 
всі три éого висоти проõодять усередині трикутника 
(рис. 3.68). На урокаõ геометрії у 8 класі буде 
доведено, ùо всі вони перетинаються в одніé точці.

Якùо æ у трикутнику АВС один із кутів (∠В 
або ∠С) є прямим, то очевидно, ùо тоді висота АH 
збігається з однією зі сторін, яка прилягає до прямого 
кута (рис. 3.69). Інша сторона прямого кута міститиме 
другу висоту трикутника, а третя висота, як доведено 
виùе (оскільки кути А і С — гострі), проõодитиме 
всередині трикутника. Тоді é без доведення очевидно, 
ùо всі три висоти перетинаються в одніé точці — 
у вершині прямого кута.

Неõаé тепер один із кутів (∠В або ∠С) трикутника 
АВС, наприклад, B — тупиé. Тоді висота AH проõо
дитиме ззовні трикутника (рис. 3.70, а). Справді, якùо 
при пус тимо супротивне (рис. 3.70, б), то матимемо, 
ùо зовнішніé кут AHC прямокутного трикутника 
AHB, якиé є прямим, більшиé за тупиé внутрішніé 
кут B. Оскільки таке немоæливе, то припуùення 
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Ðèñ. 3.71

Ðèñ. 3.72

неправомірне. Отæе, висота AH трикутника у цьому 
разі справді проõодить ззовні трикутника.

У трикутнику моæе бути лише один тупиé кут, 
і тоді два інші éого кути обов’язково гострі. Тому одна 
з висот тупокутного трикутника проõодить усередині 
трикутника, а дві інші — ззовні нього (рис. 3.71). 
У 8 класі буде доведено, ùо всі три прямі, які містять 
ці висоти, перетинаються в одніé точці.

Ïринагідно зазначимо, ùо всі три медіани і всі три 
бісектриси трикутника такоæ перетинаються в одніé 
точці. Для медіан цю властивість (рис. 3.72) теæ буде 
доведено у 8 класі, а для бісектрис — уæе невдовзі, 
в останньому розділі цього підручника.

Вправи і задачі 

 298°. Накресліть кут А, що дорівнює 70°, і проведіть його бісектрису. Потім через 
точку L бісектриси, яка знаходиться на відстані 5 см від точки А, проведіть пря-
му, перпендикулярну до бісектриси, і позначте буквами В і С точки перетину 
цієї прямої зі сторонами кута А. Виміряйте сторони і кути трикутника АВС. 
Які висновки про вид цього трикутника ви зробите?

 299°. Накресліть відрізок ВС завдовжки 5 см, а потім за допомогою циркуля з 
розхилом 5 см проведіть два кола із центрами В, С. Нехай А і D — точки 
перетину цих кіл. Сполучіть відрізками кожну з точок А і D з точками В і С. 
До якого виду належать одержані трикутники АВС і DВС? Чому дорівнюють 
їхні кути?
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Ðèñ. 3.73

 300°. На рис. 3.73 зображена арка головного порталу 
готичного кафедрального собору в Севільї (Іспа-
нія) (собор зведений у 1506 р.). Арка вписується 
у трикутний фронтон. Визначте з допомогою вимі-
рювання кути цього трикутника. До якого виду (за 
сторонами і за кутами) він належить? 

 301°. На рис. 3.74 відтворена одна із композицій 
художника-абстракціоніста В. Кандинського, на 
якій, як уважається, за допомогою послідовності 
рівнобедрених три  кутників відображено перехід 
земної і людської енергії (тепліші кольори) у кос-
мічну (холодні кольори). Чи є тут геометрично рівні 
фігури? 

 302°. У трикутнику LMN MN = LN. Чи є в цьому трикут-
нику рівні кути? Чому вони дорівнюють, якщо кут 
N дорівнює 100°?

 303°. У трикутнику АВС сторони, які прилягають до 
кута С, рівні. Рівні також кути, що прилягають до 
сторони АС. Яким є цей трикутник?

 304°. Периметр рівностороннього трикутника дорівнює 
18 см. Визначте довжину його сторони.

 305°. Визначте периметр рівнобедреного трикутника, 
якщо його бічна сторона дорівнює 7 см, а основа 
на 3 см менша від бічної сторони.

 306°. Доведіть, що зовнішні кути при вершинах основи 
рівнобедреного трикутника рівні.

 307°. Кут між бічними сторонами рівнобедреного 
трикутника дорівнює 120°. Визначте кути при основі 
трикутника.

 308°. Кут при основі рівнобедреного трикутника дорівнює 
45°. Визначте кут між його бічними сторонами.

 309°. Зовнішній кут при вершині рівнобедреного три-
кутника дорівнює 50°. Визначте зовнішні кути при 
вершинах основи.

 310°. Зовнішній кут при основі рівнобедреного трикут ника дорівнює 130°. Ви-
значте зовнішній кут при вершині.

 311°. Доведіть, що коли основа й кут при основі одного рівнобедреного трикутни-
ка відповідно дорівнюють основі й куту при основі іншого рівнобедреного 
трикутника, то такі трикутники рівні.
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 312°. Доведіть, що рівнобедрені трикутники рівні, якщо бічна сторона й кут при 
вершині одного трикутника дорівнюють відповідно бічній стороні й куту при 
вершині іншого трикутника.

 313. На рис. 3.75 подано дві світлини, на яких у різних 
ракурсах зображено споруду Музею сучасного мис-
тецтва у Клівленді (США, штат Огайо ; архітек торка 
Фаршид Муссаві). Як ви гадаєте, які трикутники 
взяті за основу цього проекту, і скільки їх? Точніше 
відповісти на ці запитання вам допоможе каркасна 
модель споруди, зображена на рис. 3.76.

 314. Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 
15 см, а його бічна сторона вдвічі більша за основу. 
Визначте довжини сторін цього трикутника.

 315. Основа й бічна сторона рівнобедреного трикутника відносяться, як 2 : 3. 
Визначте сторону цього трикутника, якщо його периметр дорівнює 16 см.

 316. Визначте основу рівнобедреного трикутника, якщо вона на 5 дм менша від 
його бічної сторони, а периметр трикутника дорівнює 46 дм.

 317. У рівнобедреному трикутнику основа більша за бічну сторону на 2 см, але 
менша від суми бічних сторін на 3 см. Визначте сторони трикутника.

 318. Одна зі сторін рівнобедреного трикутника дорівнює 7 см, а його периметр — 
19 см. Визначте сторони цього трикутника.

 319.  Медіана рівнобедреного трикутника ділить його периметр на частини, що 
дорівнюють 9 см і 12 см. Визначте сторони трикутника.

 320.  Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 20 дм, а одна з його сторін 
удвічі більша за іншу. Визначте сторони трикутника. Розгляньте два випадки.
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 321.  Дано: CA = CB, AM = BN, ∠А = ∠В (рис. 3.77). Доведіть, що трикутник CMN — 
рівнобедрений.

 322.  Дано: DA = DB, ∠CDA = ∠CDB (рис. 3.78). Доведіть, що трикутник САВ — 
рівнобедрений.

 323.  Дано: AB = AC, ∠BAD = ∠CAD (рис. 3.79). Доведіть, що трикутник DBC — 
рівнобедрений.

 324.  Доведіть, що у рівносторонньому трикутнику: а) усі медіани рівні; б) усі висоти 
рівні; в) усі бісектриси рівні.

 325. Доведіть, що у рівних трикутниках медіани, проведені до рівних сторін, рівні 
між собою.

 326. Доведіть, що коли у трикутнику ABC сторони AB і АC не рівні, то медіана AM 
цього трикутника не є його висотою.

 327. На бічних сторонах CA і CB рівнобедреного трикутника ABC від його верши-
ни C відкладено рівні відрізки CM і CN (рис. 3.80). Доведіть, що відрізки AN 
і BM рівні.

 328. У рівнобедреному трикутнику ABC з основою AC проведено медіану BM. 
На сторонах AB і CB позначено відповідно точки E та F так, що AE = CF. 
Доведіть, що ∆BME = ∆BMF, а ∆AME = ∆CMF.

 329. На рис. 3.81 периметр рівнобедреного трикутника ABC з основою AC дорів-
нює 40 см, а периметр рівностороннього трикутника ABD дорівнює 45 см. 
Визначте сторони трикутника ABC.
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 330•. Доведіть, що середини сторін рівнобедреного трикутника є вершинами іншого 
рівнобедреного трикутника.

 331•. Доведіть, що у рівнобедреному трикутнику медіани, проведені до бічних 
сторін, рівні. Чи істинні аналогічні твердження стосовно бісектрис і висот?

 332•. Доведіть, що коли у трикутнику дві висоти є бісектрисами, то цей трикутник — 
рівносторонній.

 333•. На сторонах рівностороннього трикутника ABC відкладено рівні відрізки AP, 
BQ і CR (рис. 3.82). Доведіть, що трикутник PQR — рівносторонній.

 334•. Рівнобедрені трикутники ABC і DBC мають спільну основу BC (рис. 3.83, а, б). 
Доведіть, що в кожному можливому випадку взаємного розміщення цих 
трикутників ∆BAD = ∆CAD. Доведіть також, що пряма AD проходить через 
середину відрізка BC.

 335•. У рівнобедреному трикутнику ABC бічні сторони ВА і BC дорівнюють по 
18 см. Через середину M сторони AB проведено пряму, перпендикулярну 
до цієї сторони (рис. 3.84). Проведена пряма перетинає сторону BC у точці 
N. Визначте основу AC, якщо периметр трикутника ANC дорівнює 27 см.

 §17. Ознаки рівнобедреного трикутника

У попередньому параграôі було розглянуто два 
способи побудови рівнобедрениõ трикутників — за 
кутом при вершині і бічною стороною та за основою 
і бічною стороною. Існує ùе один доволі простиé 
спосіб побудови — за основою і кутом при основі.

Неõаé ВС — задана основа (рис. 3.85). Відкладемо 
від променів ВС і СВ в одну é ту саму півплоùину 
кут заданої величини. Неõаé А — точка перетину 
сторін циõ кутів, які не налеæать пряміé ВС. Тоді 
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АВС — шуканиé рівнобедрениé трикутник: ВС — éого 
основа, ∠В і ∠С — кути при основі заданої величини.

Ствердæувати це моæна на підставі ознаки рівнобед
реного трикутника, яку ми зараз æе é до ведемо.

Теорема 
(ознака рівнобедреного трикутника за кутами).

Яêщî ó òðиêóòíиêó äâà êóòи ð³âí³, òî â³í — 
ð³âíîбåäðåíиé.

Доведення. Неõаé у трикутнику АВС ∠В = ∠С 
(рис. 3.86). Ïроведемо бісектрису AL. Дістанемо 
два трикутники ALB та ALC зі спільною стороною 
AL. Оскільки в ниõ рівні дві пари кутів: ∠В = ∠С 
і ∠ВАL =	∠CAL, то рівні é треті кути: ∠ALB = ∠ALC 
(адæе сума кутів трикутника дорівнює 180°). Тому, 
за спільною стороною AL і прилеглими до неї кутами 
(тобто за другою ознакою), ∆ALB = ∆ALC. Звідси 
AB = AC. Отæе, трикутник АВС — рівнобедрениé. 
Теорему доведено.

Довести останню теорему моæна інакше, без додат
ковиõ побудов і без посилання на теорему про суму 
кутів трикутника. Застосуємо другу ознаку рівності 
трикутників до трикутника АВС і трикутника АСВ — 
того самого трикутника АВС, але «перевернутого» 
(рис. 3.87). Оскільки сторона ВС дорівнює стороні 
СВ, ∠С = ∠В, а ∠В = ∠С, то ∆ABC = ∆ACB. Звідси 
АВ = АС. Отæе, трикутник АВС — рівнобедрениé.

Наслідок.
Тðиêóòíиê, ó ÿêîìó âñ³ êóòи ð³âí³ (ïî 60°), 
º ð³âíîñòîðîíí³ì.

Доведення цього наслідку проведіть самостіéно.

Доведена ознака є оберненою теоремою до одного 
із твердæень теореми про властивості рівнобедреного 
трикутника, доведеної у попередньому параграôі. 
Іншим висновком тієї теореми було твердæення про 
те, ùо у рівнобедреному трикутнику висота, медіана 
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і бісектриса, проведені до основи, збігаються. Ця 
властивість теæ õарактерна лише для рівнобедрениõ 
трикутників, тобто є їõньою ознакою. Точніше, циõ 
ознак аæ три: по тому, які два із згаданиõ відрізків 
збігаються.

Теорема 
(ознаки рівнобедреного трикутника за відрізками).

Яêщî ó òðиêóòíиêó çб³ãàюòьñÿ ÿê³íåбóäь äâà 
³ç òðьîõ â³äð³çê³â, щî º ìåä³àíîю, âиñîòîю ³ б³
ñåêòðиñîю, ïðîâåäåíиìи ç îäí³º¿ âåðøиíи, òî 
òðиêóòíиê — ð³âíîбåäðåíиé.

Доведення. 1. Неõаé AL — одночасно медіана é 
висота трикутника АВС (див. рис. 3.86), тобто LВ = 
= LС і AL ^ BC. Тоді прямокутні трикутники ALB 
і ALC рівні за першою ознакою. Звідси АВ = АС. 
Отæе, трикутник АВС — рівнобедрениé.

2. Неõаé AL — висота і бісектриса трикутника 
АВС (див. рис. 3.86). Тоді прямокутні трикутники 
ALB і ALC рівні за другою ознакою, оскільки сторо
на AL у ниõ спільна, а прилеглі до неї гострі кути 
ВАL і САL рівні. Звідси АВ = АС, тобто трикутник 
АВС — рівнобедрениé.

3. Неõаé AL — медіана і бісектриса трикутника 
АВС (рис. 3.88). Ïродовæимо медіану AL на таку 
саму довæину LA

1 
= AL і сполучимо точку А

1 

з точками В і С. ∆A
1
LB = ∆ALC (кути при вершині 

L рівні як вер тикальні, а сторони, ùо утворюють 
ці кути, рівні за умовою é за побудовою). Звідси 
∠BA

1
L = ∠CAL. За умовою ∠CAL =	∠BAL. Отæе, 

∠BA
1
L = ∠BAL. Тоді, за вæе доведеною ознакою, 

трикутник ВАА
1
 — рівнобедрениé і, отæе, медіана 

ВK у ньому є é висотою, тобто BL ^ AL. Виõодить, 
ùо відрізок АL є висотою у трикутнику АВС. Отæе, 
за доведеним у першому або другому пункті цієї 
теореми, трикутник АВС — рівнобедрениé. Теорему 
доведено.
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Розв’язуємо разом

Задача.
У трикутнику АВС бісектриси кутів В і С перети
наються в точці Q (рис. 3.89). ×ерез точку Q 
проведено відрізок MN, паралельниé основі ВС, 
кінці якого налеæать бічним сторонам трикутника. 
Довести, ùо відрізок MN дорівнює сумі відрізків 
BM і CN.

Ðозв’язання. За означенням бісектриси, ∠MBQ = 
= ∠QBC, а за властивістю паралельниõ прямиõ, 
∠QBC = ∠BQM (MN || ВС, BQ — січна). Отæе, 
у три кутнику MBQ ∠MBQ = ∠BQM. Тому цеé три
кут ник — рівнобедрениé і, отæе, в ньому MQ = BM.

Так само з’ясовуємо, ùо рівнобедреним є трикут
ник NCQ і в ньому QN = CN. 

Додавши одерæані рівності, матимемо: MQ + QN = 
= ВМ + CN, а звідси MN = BM + CN. Твердæення 
задачі доведено.

Вправи і задачі 

 336°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира рівнобедрений трикутник, 
основа якого дорівнює 6 см, а кут при основі — 35°. Визначте кут при вершині 
побудованого трикутника.

 337°.  У трикутнику є два рівні кути. Що можна стверджувати про його сторони? Чи 
можна стверджувати, що цей трикутник рівносторонній?

 338°.  Один учень якось сказав: «Рівносторонній трикутник є рівнокутнім». Що він 
мав на увазі? Чи правильно він висловився?

 339°.  У трикутнику АВС кути, що прилягають до сторони ВС, рівні. Рівні також 
сторони, що прилягають до кута В. Що це за трикутник?

 340°.  Чому дорівнюють зовнішні кути рівностороннього трикутника?

Ðèñ. 3.89

A

CB

Q
M N



156 Розділ ІІІ. Трикутники. Ознаки рівності трикутників

 341°.  Зовнішні кути при двох вершинах трикутника дорівнюють по 120°. Доведіть, 
що цей трикутник рівносторонній.

 342°.  У рівнобедреному трикутнику ABC з основою AC зовнішній кут при вершині 
A дорівнює 150°. Визначте кути при основі трикутника.

 343°.  У трикутнику АВС ∠В = ∠С, ВL — бісектриса кута А. Доведіть, що ВL = LB.
 344°.  У трикутнику АВС ∠В = ∠С, ВМ = МС. Доведіть, що АМ ^ ВС.
 345°.  У рівнобедреному трикутнику один із кутів при основі дорівнює 45°. До якого 

виду (за кутами) належить цей трикутник?
 346°.  Дано: АВ = АС (рис. 3.90). Доведіть, що ∠1 = ∠2.
 347°.  Дано: АВ = ВС, ∠В = 65° (рис. 3.91). Визначте ∠АСD.
 348°.  Основа й прилеглий до неї кут одного рівнобедреного трикутника дорівнюють 

відповідно основі й прилеглому до неї куту іншого рівнобедреного трикутника. 
Чи рівні ці трикутники?

 349.  На рис. 3.92 ВH = HC, AH ^ BC. Доведіть, що трикутник АВС — рівно-
бедрений. Запропонуйте на цій підставі спосіб побудови рівнобедреного 
трикутника за основою і висотою, використовуючи лінійку і косинець.

 350.  Один із зовнішніх кутів рівнобедреного трикутника дорівнює 140°. Чому до-
рівнюють внутрішні кути цього трикутника?

 351.  Визначте кути рівнобедреного трикутника, якщо кут при його основі удвічі 
більший за кут при вершині, яка протилежна основі.

 352.  Визначте кути рівнобедреного трикутника, якщо один із них дорівнює: а) 50°; 
б) 110°.

 353.  Чому дорівнюють кути, що утворюються при перетині двох бісектрис рівно-
стороннього трикутника?

 354.  Визначте кути рівнобедреного трикутника, якщо один із них учетверо більший 
за інший. Розгляньте два випадки.

 355.  Один із кутів рівнобедреного трикутника на 48° більший за інший. Визначте 
кути цього трикутника. Розгляньте два випадки.
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 356.  Доведіть, що кут при основі рівнобедреного трикутника дорівнює половині 
зовнішнього кута при його вершині.

 357.  Дано: ∆САВ — рівнобедрений, АВ — його основа, MN || AB (рис. 3.93). До-
ведіть, що ∆СМN — теж рівнобедрений.

 358.  Доведіть, що пряма, яка перетинає бічну сторону рівнобедреного трикутника 
і паралельна іншій його бічній стороні, відтинає від цього трикутника рівно-
бедрений трикутник.

 359.  Дано: ∠1 = ∠2; ∠3 = ∠4 (рис. 3.94). Доведіть, що AC = BC. 

 360.  Доведіть, що у рівнобедреному трикутнику бісектриси кутів при основі рівні.
 361.  Доведіть, що у рівнобедреному трикутнику висоти, проведені до бічних сторін, рівні.
 362.  На основі AB рівнобедреного трикутника ABC взято точки M і N так, що AM = BN. 

Із точок M, N до AB поставлено перпендикуляри MP і NQ, які перетинають бічні 
сторони трикутника відповідно у точках P і Q. Доведіть, що PM = QN.

 363.  Доведіть, що у рівних трикутниках рівними є бісектриси і висоти, проведені 
з вершин рівних кутів.

 364.  Доведіть рівність рівнобедрених трикутників за рівними висотою, проведеною 
до основи, і кутом при вершині, протилежній цій основі.

 365.  Дано: ∆ABC — рівносторонній, точки B1, С1, А1 роз-
міщені на продовженнях його сторін  BB1 = CC1 = 
= AA1 (рис. 3.95). Доведіть, що ∆A1B1C1 — теж 
рівносторонній.

 366•.  Один із кутів між бісектрисами кутів при основі рів-
нобедреного трикутника дорівнює 124°. Визначте 
кути трикутника.

 367•.  Два зовнішні кути рівнобедреного трикутника відно-
сяться, як 2 : 5. Визначте внутрішні кути трикутника.

 368•.  Дано: ∆ABC — рівносторонній, ∠RAC = ∠PBA = 
= ∠QCB (рис. 3.96). Доведіть, що ∆PQR — теж 
рівносторонній.
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 369•.  У трикутнику ABC ∠A = 50°, а ∠B = 60°. На продовженнях сторони AB відкладено 
відрізки AD = AC і BF = BC (рис. 3.97) . Визначте кути трикутника CDF. 

 370•.  У рівнобедреному трикутнику ABC з основою AC із вершин A та C проведені 
медіани, що перетинаються в точці G. Доведіть, що трикутник AGC — рівно-
бедрений.

 371•.  Дано: ∠1 = ∠2; ∠3 = ∠4 (рис. 3.98). Доведіть, що AB ^ СD. 
 372•.  Дано: OА = OB; AM ̂  OA, BN ̂  OB (рис. 3.99). Доведіть, що ∠AMN = ∠BNM. 

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿ 

Фалес і зародження великої грецької науки

На початку VI ст. до н. е. виник новиé потуæниé 
центр культурного æиття стародавнього світу — 
Греція. Завдячуючи новіé демократичніé ôормі 
правління, в грецькиõ містаõдерæаваõ з небаченою 
до того інтенсивністю розвивалися мистецтва. 
З’явилися é ôілосоôські школи, в якиõ проводилися 
інтелектуальні пошуки єдиниõ принципів світобудови 
і справедливиõ законів облаштування суспільного 
æиття. Ëегендарним уособленням цього руõу до знань, 
«наéпершим з грецькиõ мудреців», вваæають Фалеса.

Фалес народився в азіéськіé грецькіé колонії Ìілет. 
У молоді роки, éмовірно, був купцем і здіéснив декілька 
подороæеé до ªгипту і Вавилонії. Там він прилучився 
до скарбниці сõідної мудрості, а повернувшись на 
батьківùину, заснував першу наукову школу. 
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Серед «наéмудрішиõ» Фалес був єдиним представ
ником від природознавчої науки. Усі інші — правителі 
та законодавці. Їõні список непостіéниé. Крім Фалеса, 
маéæе завæди називаються тільки аôінянин Солон та 
спартанець Хілон.  

Зокрема, Фалес — першиé з учениõ, з чиїм ім’ям 
пов’язують доведення конкретниõ геометричниõ істин. 
Учениé V ст. н. е. Ïрокл Діодоõ у своїõ коментаряõ 
до «Начал» Евкліда, посилаючись на втрачену «Істо
рію геометрії» ªвдема Ðодоського (IV ст. до н.е.), 
ствердæує, ùо Фалес першим відкрив, ùо при перетині 
двоõ паралельниõ прямиõ січною утворюються рівні 
відповідні кути. Відкрив Фалес і теорему про рівність 
двоõ трикутників, у якиõ рівні сторони і два прилеглиõ 
до неї кути. ªвдем приписує це відкриття саме Фалесу 
на тіé підставі, ùо без нього немоæливо вирішити 
задачу про знаõодæення відстані до корабля на морі, 
яку, за легендою, розв’язав Фалес. Досі достеменно 

Фалеñ (третій зліва, що вказує на небесну сферу) серед легендарних 
сімох мудреців давнини. Помпейська мозаїка І ст. до н. е.

Статуя Фалеñа у читаль-
ній залі бібліотеки Джона 

Райландса Манчестерського 
університету (Англія)
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невідомо, яким саме було це розв’язання. Наé імовірніші 
два варіанти — «горизонтальниé» і «верти кальниé».

«Горизонтальниé спосіб». Для визначення відстані 
від доступної точки А до недосяæної точки В (корабля 
на морі) на рівніé місцевості беруть якиéнебудь 
відрізок AD (рис. 3.100) і ôіксують éого середину С. 
Ïотім через точку D проводять промінь DE під тим 
самим кутом до відрізка AD, під яким éого перетинає 
промінь АВ, але у протилеæному до АВ напрямку. 
Нарешті, на промені DE знаõодять таку точку Е, 
ùоб точки Е, С і В розміùувалися на одніé пряміé. 
Тоді довæина відрізка DE дорівнюватиме шуканіé 
від    стані АВ.

Справді, оскільки у трикутникаõ САВ і CDE за 
побудовою AC = CD, ∠A = ∠D, а ∠АСВ = ∠DCE (як 
вертикальні), то, за другою ознакою, ці трикутники 
рівні. Тому рівними є і їõні сторони, які леæать проти 
рівниõ кутів, зокрема, AB = DE.

«Вертикальниé» спосіб вимірювання міг полягати 
у визначенні кута зору АDВ на недосяæниé предмет 
В з позиції D, розташованої на скелі чи на веæі 
(рис. 3.101) з наступною пеленгацією під цим кутом 
певного об’єкта С на суші, відстань до якого відома. 
Тоді шукана відстань АВ дорівнюватиме відоміé від
стані АС. Це випливає з рівності (за другою ознакою) 
прямокутниõ трикутників DАВ i DАС.

Серед іншиõ геометричниõ ôактів, доведення якиõ 
ªвдем приписує Фалесу, — теорема про рівність кутів 
при основі рівнобедреного трикутника. Незваæаючи на 
всю свою очевидність і, здавалося б, тривіальність, цеé 
ôакт використовується у геометрії надзвичаéно часто, 
зокрема, при доведенні іншиõ дуæе ваæливиõ теорем. 
І серед ниõ — третя ознака рівності трикутників, яку 
ми вивчатимемо у наступному параграôі.
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 §18. Третя ознака рівності трикутників

Ïрактичниé досвід переконує, ùо трикутні ôорми 
не піддаються деôормації. У зв’язку із цим для 
посилення великиõ несучиõ конструкціé, наприк лад, 
ôерм підéомниõ кранів, перекидниõ мостів, великиõ 
перекриттів тоùо їõ часто укріплюють численними 
трикутними перемичками (рис. 3.102, 3.103). Юниé 
експериментатор, якого ви бачите на рис. 3.104, 
в еôективності цього приéому переконався дослідним 
шляõом, а от сконструювати з трикутників бамбукові 
ноші, зобраæені на рис. 3.105, мабуть, допомогла 
інтуїція. Для створення æ конструкціé, сõоæиõ на 
головну спортивну арену для Всесвітньої літньої 
універсіади в Øеньчæені 2011 р. (рис. 3.106), потріб
на була і інтуїція, і глибока науковоінæенерна думка. 

Ïричиною æорсткості трикутниõ ôорм є те, ùо 
трикутник повністю визначається своїми сторонами. 
Це означає, ùо справдæується така третя ознака 
рівності трикутників.

Теорема 
(третя ознака рівності трикутників — за трьо
ма сторонами).

Яêщî òðи ñòîðîíи îäíîãî òðиêóòíиêà â³äïî
â³äíî ð³âí³ òðьîì ñòîðîíàì ³íøîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.
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Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1 

АВ = А
1
В

1
, ВС = В

1
С

1
, АС = А

1
С

1 
(рис. 3.107). Ïо

трібно довести, ùо ці трикутники рівні.
Ïеремістимо трикутник А

1
В

1
С

1 
так, ùоб сторона 

А
1
В

1
 сумістилася зі стороною АВ, а вершина С

1 
роз

міститься з протилеæного боку до точки С відносно 
прямої АВ (рис. 3.108). За аксіомою руõомості три
кутника, таке переміùення моæливе. Ïроведемо, 
далі, відрізок СС

1
. Оскільки АС = АС

1
, ВС = ВС

1
, то 

трикутники АСС
1  
і ВСС

1 
рівнобедрені. Тому ∠АСС

1
 = 

= ∠АС
1
С, ∠ВСС

1
 = ∠ВС

1
С. 

Ìоæливі три випадки взаємного розміùення 
відрізків АВ і СС

1
:

1) перетин у внутрішніé точці відрізка АВ 
(рис. 3.108, а);
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2) перетин в одному з кінців відрізка АВ 
(рис. 3.108, б);

3) відсутність точки перетину (рис. 3.108, в).
В усіõ трьоõ випадкаõ рівними є кути АСВ та 

АС
1
В. У першому випадку вони дорівнюють сумі 

рівниõ кутів, у третьому — різниці, а в другому — 
є кутами при основі рівнобедреного трикутника ВСС

1
. 

Отæе, у коæному випадку трикутники АВС і АВС
1 

рівні за двома сторонами та кутом міæ ними. Тому 
∆ABC

 
= ∆A

1
B

1
C

1
. Теорему доведено.

Цю ознаку моæна довести інакше. Сумістимо, як 
і в пер шому способі, сторони АВ і А

1
В

1
 трикутників 

АВС і А
1
В

1
С

1
, а вершину С

1  
розмістимо з того боку 

від прямої АВ, де розміùена точка С (рис. 3.109). Тоді 
достатньо буде довести, ùо точки С і С

1 
збігаються. 

Ïрипустимо, ùо це не так і позначимо через М 
середину відрізка СС

1
. Ìатимемо два рівнобедрениõ 

трикутники АСС
1 
і ВСС

1 
зі спільною основою СС

1
, а 

їõні медіани АМ і ВМ будуть одночасно é висотами. 
Точки А, В і М не моæуть леæати на одніé пряміé, 
оскільки відрізок СС

1
, ùо містить точку М, весь леæить 

з одного боку від прямої АВ. Виõодить, ùо через точку 
М проõодить дві прямі АМ і ВМ, перпендикулярні 
до однієї é тієї самої прямої СС

1
. Оскільки таке 

немоæливе, то зроблене припуùення неправомірне. 
Отæе, точки С і С

1  
збігаються. Тому ∆ABC = ∆A

1
B

1
C

1
.

Розв’язуємо разом

Задача.
Довести, ùо коли відрізки АВ і DC, АD і ВС по  пар
но рівні (рис. 3.110), то вони é попарно па ралельні.

Ðозв’язання. Ïроведемо відрізок АС і розглянемо 
трикутники АВС і СDА. Вони рівні, за третьою озна
кою. З рівності циõ трикутників випливає, ùо ∠САВ = 

A B

C M C1
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= ∠ACD, а ∠ВСА = ∠DAС. Ці кути є внутрішніми 
різносторонніми для пар прямиõ АВ і DC, АD і ВС та 
січної АС. Тому, за ознакою паралельності, АВ || CD, 
BC || DA. Твердæення задачі доведено.

Вправи і задачі 

 373°.  Чи рівні трикутники, зображені на рис. 3.111 (розміри сторін подані у санти-
метрах)? Як їх можна сумістити?

 374°.  Чи рівні віконця, зображені на рис. 3.112? Чи можна їх поміняти місцями? 
Відповідь поясніть.

 375°.  Чи будуть рівними рівносторонні трикутники, якщо вони мають рівні периме-
три?

 376°.  Периметри двох трикутників рівні. Чи випливає звідси рівність трикутників?
 377°.  Доведіть рівність трикутників АВС і DCB, зображених на рис. 3.113. 
 378°.  Доведіть рівність трикутників АВС і DВС, зображених на рис. 3.114. 
 379°.  Дано: AB = BC, AD = DC (рис. 3.115). Доведіть, що ∠A = ∠С.
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 380°.  Доведіть, що коли основа й бічна сторона одного рівнобедреного трикутника 
дорівнюють відповідно основі й бічній стороні іншого рівнобедреного трикут-
ника, то такі трикутники рівні.

 381.  На рис. 3.116 АВ = DC, АС = DВ. Доведіть рівність трикутників АВС і DСВ. 
 382.  На рис. 3.116 АВ = DC, АС = DВ. Доведіть рівність трикутників АОВ і DОС. 
 383.  На рис. 3.117 ∆АВD = ∆СDB. Доведіть, що ∆DAC = ∆BCA. 
 384.  Дано: AB = BC, AD = DC (див. рис. 3.115). Доведіть, що ВD — бісектриса 

кута В.
 385.  На рис. 3.118 АВ = LM, АС = LN, ВN = CM. Доведіть, що трикутник ОNC — 

рівнобедрений.

 386.  Дано: AC = BD, AD = BC (рис. 3.119). Доведіть, що OC = OD.
 387.  Дано: AC = BD, AD = BC (рис. 3.119). Доведіть, що OA = OB.
 388.  Дано: AB = AD, BC = CD (рис. 3.120). Доведіть, що ∠BAO = ∠DAO, ∠BCO = 

= ∠DCO, BO = OD, AC ^ BD.
 389.  Відрізки АВ і СD перетинаються, і точка їхнього перетину є серединою кож-

ного з них. Доведіть, що ∆ACD = ∆BDC.
 390.  Всередині рівнобедреного трикутника АВС з основою ВС взято точку М, рів-

новіддалену від вершин В і С. Доведіть, що промінь АМ перпендикулярний 
до ВС і є бісектрисою кута А.
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 391•.  Точки В, D і С лежать на одній прямій, а ∆АВС = ∆А1ВС (рис. 3. 121). Доведіть, 
що тоді ∆АDC = ∆A1DC.

 392•.  Кожна з точок M і N рівновіддалена від кінців відрізка AB. Доведіть, що пряма 
MN перпендикулярна до відрізка АВ і ділить його навпіл.

 393•. Доведіть рівність трикутників за двома сторонами і медіаною, проведеною 
до третьої сторони.

 394•. Доведіть рівність рівнобедрених трикутників за бічною стороною і медіаною, 
проведеною до неї.

 §19. Прямокутні трикутники

Нагадаємо, ùо трикутник називається прямокутним, 
якùо у ньому є прямиé кут. 

Означення.
Дві сторони прямокутного трикутника, які 
прилягають до прямого кута, називаються 
êàòåòàìи, а третя сторона, яка лежить проти 
прямого кута, називається ã³ïîòåíóçîю.

На рис. 3.122 зобраæено прямокутниé трикутник 
ABC. У ньому кут С — прямиé, CA і CB — катети, 
AB — гіпотенуза.

Терміни «катет» і «гіпотенуза» грецького поõод
æення. Слово «катетос» у перекладі з грецької мови 
означає «прямовисниé». Ïрямокутні трикутники 
часто зобраæають так, ùо одна зі сторін, яка утворює 
прямиé кут, уявляється розміùеною вертикально, а 
інша — горизонтально. Вертикальну сторону колись 
називали катетом, а горизонтальну — основою. 
Ïізніше за обома цими сторонами закріпилася спільна 
назва «катети».

На рис. 3.123 і 3.124 зобраæені об’єкти, які мають 
ôорми прямокутниõ трикутників, розміùениõ так, 
ùо один із катетів заéмає вертикальне полоæення, 
тобто відповідає своїé первинніé назві. Øпаківня — 
цілком реальна, а арõітектурні споруди (æитлова та 
оôісна веæі, розділені штучною лагуною) — поки 
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ùо лише змодельовані: відповідниé проект для 
столиці Камбодæі Ïномпеня у 2010 р. запропонували 
чиліéські арõітектори Хорõе ¥арсес і Ëала Ìаркес. 
×имось сõоæиé на цеé, але значно грандіознішиé 
і вæе реалізованиé арõітектурниé проект зобраæениé 
далі на рис. 3.129.

Слово «гіпотенуза» в дослівному перекладі з грець
кої мови означає «та, ùо стягує» (мається на увазі 
«стягує прямиé кут»). Евклід гіпотенузу так і називав: 
«сторона, ùо стягує прямиé кут».

Із того, ùо прямокутниé трикутник має прямиé 
кут, випливає, ùо два інші éого кути — гострі 
і ùо сума гостриõ кутів прямокутного трикутника 
дорівнює 90°. 

Істинним є такоæ обернене твердæення, яке є  
оз накою прямокутниõ трикутників: 

ÿêщî ñóìà äâîõ êóò³â òðиêóòíиêà äîð³âíюº 
90°, òî òðиêóòíиê — ïðÿìîêóòíиé.

Справді, сума всіõ трьоõ кутів трикутника дорів
нює 180°, і якùо на два з ниõ припадає 90°, то третіé 
дорівнює 180° – 90° = 90°, тобто є прямим.

Ïри з’ясуванні рівності прямокутниõ трикутників 
береться до уваги те, ùо в ниõ завæди є рівні еле
менти — прямі кути, а такоæ те, ùо одним із гостриõ 

Ðèñ. 3.124
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кутів визначається é іншиé, оскільки він доповнює 
éого до 90°. 

Взявши до уваги першиé ôактор, з першої ознаки 
рівності довільниõ трикутників безпосередньо виво
диться ознака рівності прямокутних три кутників 
за двома катетами:

ÿêщî êàòåòи îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðи
êóòíиêà â³äïîâ³äíî äîð³âíююòь êàòåòàì ³íøîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи 
ð³âí³ (рис. 3.125).

Якùо æ узяти до уваги обидва згадані ôактори, 
то з другої ознаки рівності довільниõ трикутників 
легко виводяться ознаки рівності прямокутних 
три кутників за катетом і прилеглим або про ти
лежним гострим кутом та за гіпотенузою і при
леглим гострим кутом:

ÿêщî êàòåò ³ ïðиëåãëиé (àбî ïðîòиëåæíиé) 
ãîñòðиé êóò îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó òà ïðиëåãëîìó 
(àбî ïðîòиëåæíîìó) ãîñòðîìó êóòó ³íøîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи 
ð³âí³ (рис. 3.126, а, б);

ÿêщî ã³ïîòåíóçà ³ ãîñòðиé êóò îäíîãî ïðÿ 
ìî êóò íîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïî â³ä íî 
ã³ïîòåíóç³ òà ãîñòðîìó êóòó ³íøîãî ïðÿìî
êóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³ 
(рис. 3.127).

Справді, неõаé у двоõ прямокутниõ трикутників 
рівні катети і по одному з прилеглиõ до ниõ гостриõ 
кутів (див. рис. 3.126, а). Оскільки рівними є ùе é 
прямі кути, які теæ прилягають до циõ катетів, то, 
за другою ознакою, трикутники рівні.

Якùо æ у прямокутниõ трикутникаõ рівні гі по
те нузи і по одному з гостриõ кутів (рис. 3.127), то 
рівними є é інші гострі кути, — оскільки в сумі гострі 
кути дають 90°. Отæе, трикутники рівні за тою самою 
другою ознакою.
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Ще одна ознака рівності прямокутниõ трикутників 
потребує окремого доведення.

Теорема 
(ознака рівності прямокутних трикутників за 
катетом і гіпотенузою).

Яêщî êàòåò ³ ã³ïîòåíóçà îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó 
é ã³ïîòåíóç³ ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Неõаé маємо прямокутні трикутники 
АВС і А

1
В

1
С

1
, у якиõ ∠С = ∠С

1
 = 90°, АС = А

1
С

1
, 

АВ = А
1
В

1
 (рис. 3.128, а). Ïеремістимо трикутник 

А
1
В

1
С

1
 так, ùоб сумістилися катети АС і А

1
С

1
, а вер

шини В і В
1
 розмістилися по різні боки від прямої АС 

(рис. 3. 128, б). Дістанемо рівнобедрениé трикутник 
АВВ

1
, у якому АС — висота, проведена до основи 

ВВ
1
. Оскільки ця висота є é медіаною, то ВС = В

1
С

1
. 

Отæе, трикутники АВС і А
1
С

1
В

1
 рівні за трьома сто

ронами. Теорему доведено. 

×удовою наочною ілюстрацією усіõ ознак рівності 
прямокутниõ трикутників є веæі Всесвітнього торго
вельного центру в Баõреéні (рис. 3.129), зведені 
у 2008 р. (загальна висота коæної веæі 240 м).

Застосуємо одну з ознак для доведення цікавої вла
стивості прямокутниõ трикутників, ùо мають кут 30°.

Теорема 
(про співвідношення між сторонами прямокутного 
трикутника з гострим кутом 30°).

Кàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, щî ëåæиòь 
ïðîòи êóòà 30°, äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи.
Нàâïàêи, ÿêщî êàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðи êóò
íиêà äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи, òî ãîñòðиé 
êóò, щî ëåæиòь ïðîòи цьîãî êàòåòà, äîð³â
íюº 30°.
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Доведення. Неõаé у трикутнику АСВ ∠С = 90°, 
∠А = 30° (рис. 3.130). Тоді ∠В = 90°	-	30° = 60°. 
Ïродовæимо катет ВС за вершину С на таку саму 
довæину СВ

1
 = ВС і сполучимо відрізком точки А 

і В
1
. Дістанемо прямокутниé трикутник АСВ

1
, якиé, 

за першою ознакою, рівниé трикутнику АСВ. Тому 
∠В = ∠В

1
 = 60°. Звідси випливає, ùо  ∆ABB

1
 — 

рівносторонніé. Отæе, АВ = BB
1
. Àле ВВ

1 
= 2ВС. 

Отæе, АВ = 2ВС. Тому катет ВС дорівнює половині 
гіпотенузи АВ.

Обернене твердæення доведіть самостіéно!

Вправи і задачі 

 395°.  Накресліть рівнобедрений трикутник АВС з основою ВС і проведіть його 
висоту АН. Доведіть рівність прямокутних трикутників АВН і АСН на підставі 
різних ознак рівності прямокутних трикутників.

 396°.  Накресліть рівнобедрений прямокутний трикутник з катетами по 6 см і ви-
значте його гострі кути — спочатку вимірюванням, а потім обчисленням. Чи 
збігаються результати?

 397°.  У рівнобедреному трикутнику кут при основі дорівнює 45°. Доведіть, що цей 
трикутник — прямокутний.

 398°.  Накресліть рівносторонній трикутник АВС зі стороною 7 см, а потім проведіть 
його медіану АМ. Визначте кути трикутника АМВ — спочатку вимірюванням, 
а потім обчисленням. Чи збігаються результати?

 399°.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо їхня різниця дорівнює 20°.
 400°.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо один із них учетверо 

менший від іншого.
 401°.  У трикутнику АВС ∠С = 90°, ∠А = 45°, АС = 5 см. Визначте ВС.
 402°.  У прямокутному трикутнику ABC кут A дорівнює 30°, а катет BC — 40 см. 

Визначте гіпотенузу AB.
 403°.  У прямокутному трикутнику ABC кут B дорівнює 60°, а гіпотенуза AB — 10 см. 

Визначте катет BC.
 404°.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо їхні градусні міри відно-

сяться, як 3 : 7.
 405.  Визначте гострі кути прямокутного трикутника, якщо один із його зовнішніх 

кутів дорівнює 135°.

Ðèñ. 3.130

B1 B

A

30�

C



171§19. Прямокутні трикутники

 406.  На рис. 3.131 ∠В = ∠С, ∠АМВ = ∠АМС, точки В, М, С лежать на одній пря-
мій. Доведіть, що АВ = АС.

 407.  На рис. 3.132 ∠АСD = ∠САВ = 90°, АD || ВС.  Доведіть, що АВ = DC.
 408.  На рис. 3.133 СН — висота прямокутного трикутника АСВ, проведена до 

гіпотенузи. Визначте гострі кути трикутника АВС, якщо ∠НСВ = 40°.

 409.  На рис. 3.134 АМ ^ МN, BN ^ MN, AM = BN. До-
ведіть, що точка О є серединою кожного з відрізків 
АВ і MN.

 410.  На рис. 3.134 АМ ^ МN, BN ^ MN, MO = ON. 
Доведіть, що точка О є серединою відрізка АВ.

 411.  На рис. 3.134 АМ ̂  МN, BN ̂  MN, АO = OВ. Дове-
діть, що точки А і В рівновіддалені від прямої MN.

 412.  На рис. 3.135 ∠В = ∠D = 90°, АС — бісектриса кута 
А. Доведіть, що АВ = АD, СВ = CD.

 413.  Доведіть, що висота прямокутного трикутника, 
проведена до гіпотенузи, ділить прямий кут на кути, 
що дорівнюють гострим кутам трикутника.

 414.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за кате-
том і медіаною, проведеною до нього.

 415.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за кате-
том і медіаною, проведеною до іншого катета.

 416.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за кате-
том і висотою, проведеною до гіпотенузи.

 417.  Доведіть рівність прямокутних трикутників за катетом і бісектрисою, прове-
деною до гіпотенузи.

 418.  Доведіть, що в рівнобедреного трикутника дві висоти рівні.
 419.  Доведіть, що коли трикутник має дві рівні висоти, то він — рівнобедрений.
 420.  Висота рівнобедреного трикутника, проведена до основи, утворює з бічною 

стороною кут 60°. Визначте довжину цієї висоти, якщо бічна сторона трикут-
ника дорівнює 12 см.

A

B CM

Ðèñ. 3.131 Ðèñ. 3.132

D

A

C

B

Ðèñ. 3.133

C

A

B

H

40�

A

M

B

O

Ðèñ. 3.134

N

Ðèñ. 3.135

A

D B

C



172 Розділ ІІІ. Трикутники. Ознаки рівності трикутників

 421.  Прямі AB і CD паралельні. Визначте довжину їхнього спільного перпендику-
ляра, якщо AD = 8 см, а ∠ADC = 30°.

 422.  Пряма перетинає дві паралельні прямі. Один із кутів, які вона утворює з одні-
єю із цих прямих, дорівнює 150°. Визначте довжину відрізка січної з кінцями 
на паралельних прямих, якщо довжина спільного перпендикуляра між цими 
прямими дорівнює 7 см.

 423.  У прямокутному трикутнику один із кутів дорівнює 60°, а сума прилеглого 
катета і гіпотенузи — 60 см. Визначте довжину гіпотенузи.

 424•.  Доведіть методом «від супротивного», що висота прямокутного трикутника, 
проведена до гіпотенузи, лежить усередині трикутника.

 425•.  Визначте кут між прямими, які містять бісектриси гострих кутів прямокутного 
трикутника.

 426•.  Доведіть, що медіана прямокутного трикутника, проведена до гіпотенузи, 
дорівнює половині гіпотенузи.

 427•.  Доведіть рівність гострокутних трикутників за стороною та проведеними до 
неї медіаною і висотою.

 428•.  Доведіть, що коли медіана прямокутного трикутника, проведена до гіпотенузи, 
утворює з гіпотенузою кут 30°, то гіпотенуза трикутника учетверо більша за 
висоту, проведену до неї.

 429•.  Доведіть, що коли гострий кут прямокутного трикутника дорівнює 15°, то 
висота, проведена до гіпотенузи, дорівнює чверті гіпотенузи. Чи істинне 
обернене твердження?

 §20. Співвідношення між сторонами  
і кутами трикутника

У §16 розглядався спосіб побудови рівнобедреного 
трикутника за допомогою циркуля і лініéки, коли за
дано основу ВС і бічну сторону АВ (див. рис. 3.61). 
Тоді нас цікавили властивості рівнобедреного три
кутника і ми не зауваæували, ùо описані побудови 
моæуть не дати потрібного результату.

Справді, якùо задана бічна сторона АВ буде мен
шою від половини основи ВС, то дуги, які ми про
водили із центрів В і С для визначення вершини А 
трикутника, не перетнуться (рис. 3.136). Тому рів
нобедреного трикутника з такими довæинами сторін 
не існуватиме.

B
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Описана побудова має ваæливе узагальнення, 
яке ми детально розглянемо в наступному розділі. 
Воно полягає у тому, ùоб побудувати різносторонніé 
трикутник, коли задані усі éого сторони. У зв’язку 
із цим виникає питання про те, які співвідношення 
міæ сторонами трикутника моæливі.

Відповідь на це питання ми дістанемо у кінці цьо
го параграôа. À для цього нам потрібно попередньо 
з’ясувати, які залеæності існують у трикутнику міæ 
довæинами сторін і величинами протилеæниõ їм 
кутів. 

Із властивостеé та ознак рівнобедреного трикут
ника випливає, ùо проти рівниõ сторін у такому три
кутнику леæать і рівні кути, а проти рівниõ кутів — 
рівні сторони. À якùо сторони не рівні, то яке 
співвідношення існує міæ кутами, ùо леæать проти 
ниõ? Àбо: якùо кути не рівні, то яке співвідношення 
існує міæ протилеæними сторонами?

У тому разі, коли довæини сторін або величини 
кутів трикутника відчутно відрізняються, доволі 
очевидно із рисунків, ùо проти більшого кута леæить 
і більша сторона, а проти більшої сторони — більшиé 
кут (рис. 3.137). Виявляється, ùо ця закономірність 
справдæується завæди, навіть тоді, коли з рисунка 
вона не очевидна.

Теорема 
(про співвідношення між сторонами і кутами 
трикутника).

Ó бóäьÿêîìó òðиêóòíиêó ïðîòи б³ëьøî¿ 
ñòîðîíи ëåæиòь б³ëьøиé êóò, à ïðîòи б³ëьøîãî 
êóòà — б³ëьøà ñòîðîíà.

Доведення. Неõаé у трикутнику АВС сторона 
АВ більша за сторону АС (рис. 3.138). Доведемо, ùо 
тоді кут С більшиé за кут В. Для цього відкладемо 
на стороні АВ відрізок АС

1
, рівниé меншіé стороні 

АС трикутника, і сполучимо точки С і С
1
. Дістанемо 

B

Ðèñ. 3.136

C

Ðèñ. 3.137

A

C

C1 B

Ðèñ. 3.138
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рівнобедрениé трикутник АСС
1  
з основою СС

1
. Отæе, 

∠АСС
1
 = ∠АС

1
С. Àле кут АСС

1
 є частиною кута АСВ, 

тому весь кут АСВ більшиé за кут АСС
1
. З іншого 

боку, кут АС
1
С є зовнішнім для трикутника СС

1
В, 

а тому він більшиé за несуміæниé із ним кут В.
Виõодить, ùо кут С трикутника більшиé, а кут В — 

меншиé від рівниõ кутів АСС
1
 і АС

1
С. Тому ∠С > ∠B, 

ùо é треба було довести.
Неõаé тепер, навпаки, кут С більшиé за кут В 

(рис. 3.139). Доведемо, ùо тоді é сторона АВ більша 
за сторону АС. Справді, ці сторони не моæуть бути 
рівними, бо тоді проти рівниõ сторін леæали б рівні 
кути С і В, але, за умовою, вони не рівні. Крім цього, 
сторона АВ не моæе бути é меншою від сторони АС, 
бо тоді, як ùоéно доведено, кут С був би меншим від 
кута В. Тому залишається єдина моæливість: сторона 
АВ більша за сторону АС. Теорему доведено.

Наслідок 1.
Ó ïðÿìîêóòíîìó òðиêóòíиêó ã³ïîòåíóçà б³ëь
øà çà бóäьÿêиé ç êàòåò³â.

Наслідок 2.
Ó òóïîêóòíîìó òðиêóòíиêó ñòîðîíà, щî ëå
æиòь ïðîòи òóïîãî êóòà, º íàéб³ëьøîю.

Твердæення обоõ наслідків випливають із того, ùо 
у трикутнику моæе бути лише один прямиé і один 
тупиé кут, і тоді він є наéбільшим зпоміæ усіõ кутів. 
Тому проти нього леæить і наéбільша сторона.

Тепер доведемо ваæливу теорему про співвідно
шення міæ сторонами будьякого три кут ника.

Теорема 
(про нерівність трикутника).

У будьякому трикутнику кожна сторона менша 
від суми двох інших сторін.

Ðèñ. 3.139

A

C

B

Середньовічний містичний 
рисунок, в основі якого 
øестикутна зірка із двох 

перехрещених рівносторонніх 
трикутників — так звана 
зірка Давида або печать 
Соломона. Це символізує  

єдність вогню і води, небес-
ного і земного.
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Доведення. Неõаé маємо довільниé трикутник 
АВС (рис. 3.140). Доведемо, для прикладу, ùо 
АС < АВ + ВС. Для цього продовæимо сторону 
АВ за точку В і відкладемо на цьому продовæенні 
відрізок ВВ

1
 = ВС. Сполучивши точки В

1 
і С, діс

танемо рівнобедрениé трикутник ВСВ
1  

з основою 
СВ

1
. У цьому трикутнику ∠ВСВ

1
 = ∠ВВ

1
С. З іншого 

боку, кут ВСВ
1
 є тільки частиною кута АСВ

1
. Тому 

∠АСВ
1 
більшиé за кут ВСВ

1 
і, отæе, більшиé за кут 

ВВ
1
С. Тому в трикутнику АСВ

1 
проти меншого кута 

В
1 
леæить менша сторона АС, ніæ проти більшого 

кута АСВ
1
: AC < AB

1
. À якùо візьмемо до уваги, 

ùо АВ
1 
= АВ + ВС, то звідси é дістанемо потрібну 

нерівність: АС < AB + BC. 
Нерівність AC < AB + BC для сторін трикутника 

АВС називаються нерівністю трикутника.

Наслідок 1. 
Ó òðиêóòíиêó êîæíà ñòîðîíà б³ëьøà çà ð³ç
íицю äâîõ ³íøиõ ñòîð³í.

Доведення. Віднімаючи АВ від обоõ частин до ве
деної нерівності АС < AB + BC, маємо: ВС > AC – AB. 

Àналогічно моæна одерæати, ùо AB > AC – BC. 
À якùо взяти до уваги іншу нерівність для суми сторін: 
АВ < AC + BC, то так само дістанемо: АC > AB – ВC. 
Наслідок доведено.

Наслідок 2.
ßкщо справджується рівність АС + СВ = АВ, 
то точка С належить відрізку АВ (рис. 3.141). 

Доведення. Ïрипустимо, ùо точка С леæить 
поза прямою АВ. Тоді, за нерівністю трикутника, 
AC + CB > AB. À це суперечить умові АС + СВ = АВ. 
Отæе, це припуùення неправомірне. Якби точка С 
леæала на пряміé АВ за меæами відрізка АВ, то 
або відрізок АС, або відрізок ВС був би більшим за 
АВ. Тому рівність АС + СВ = AВ теæ не могла б 

Ðèñ. 3.140

A

C

B1B

A C B

Ðèñ. 3.141
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виконуватися. Отæе, залишається єдина моæливість: 
точка С налеæить відрізку АВ. À для цього випадку 
рівність АС + СВ = АВ випливає з аксіоми про ви
мірювання відрізків. Наслідок доведено.

Зауваæення. Теоремою про нерівність трикутника 
визначаються необõідні умови для того, аби із трьоõ 
відрізків моæна було утворити трикутник. Виявляєть
ся, ùо ці умови є é достатніми. Тобто, якùо для трьоõ 
відрізків завдовæки a, b, c виконуються нерівності:
 a < b + c;  b < a + c;  c < a + b, (*)
то існує трикутник зі сторонами a, b, c. Ïобудову цього 
трикутника буде розглянуто далі у §29.

Умови (*) часто записують інакше. З другої і тре
тьої з ниõ маємо:
 a > b – c,   a > c – b.

Враõовуючи, ùо a > 0, обидві ці нерівності моæна 
замінити на одну:
 a > |b – c|.

І тоді умови (*) стають рівносильними таким:
 |b – c| < a < b + c.

Отæе, ùо для існування трикутника зі сторонами, 
ùо дорівнюють заданим відрізкам a, b, c, необõідно 
і достатньо, аби якиéнебудь із циõ відрізків був мен
шим від суми і більшим за модуль різниці двоõ іншиõ.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Точки А і В леæать по один бік від прямої m 
(рис. 3.142). Знаéти на пряміé таку точку М, для 
якої сума відстанеé АМ і МВ набуває наéменшого 
значення.

Ðозв’язання. Ïроведемо через точку А пряму, 
перпендикулярну до прямої m, і відкладемо на ніé від 
точки Н перетину з прямою m відрізок НА

1
 = АН. 

Неõаé О — точка перетину прямиõ m і А
1
В.

Ðèñ. 3.142

H

B

M

A

O m

A1

Фронтиспис так званої 
Моралізаторñüкої Біблії 

(Bible moralise′e) 1250 р. — 
французької рукописної Біблії 

у картинках з короткими 
моральними настановами. 

Зображено Бога-творця, який 
з допомогою циркуля окрес-
лив межі Всесвіту і вже ство-
рив круглі Сонце (праворуч) 
і Місяць (ліворуч). Безфор-
мна маса, в яку встромлена 
ніжка циркуля, — це ще не 

сформована Земля.
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Відрізок ОН є медіаною і висотою у трикутнику 
ОАА

1
. За відповідною ознакою, цеé трикутник — 

рівнобедрениé. Тому АО = А
1
О. 

Àналогічно з’ясовуємо, ùо для будьякої іншої 
точки М прямої т АМ = А

1
М. Звідси випливає, ùо 

сума АМ + МВ = А
1
М + МВ. За нерівністю трикут

ника, це більше за А
1
В. Отæе, яка б не була точка М 

на пряміé m, завæди А
1
М + МВ > А

1
О + ОВ. Тому 

точка О є шуканою.

Зауваæення. Оскільки ∠АОН = ∠А
1
ОН (у рів

но  бедреному трикутнику ОАА
1
 медіана ОН є бісек

трисою), а ∠А
1
ОН = ∠ВОМ (як вертикальні), то 

∠АОН = ∠ВОМ. Це означає, ùо прямі АО і ОВ утво
рюють з прямою m рівні кути. Зваæаючи на відомиé 
ôізичниé закон відбивання світла, звідси випливає 
такиé цікавиé ôакт: шляõ світлового променя від 
точки А до точки В з відбиванням від прямої m є наé
коротшим з усіõ моæливиõ. 

Ньютон уважав, що Бог створив світ за зако
нами геометрії. ßк тут не повіриш у це!

Вправи і задачі 

 430°.  Накресліть який-небудь різносторонній гострокутний трикутник. Виміряйте 
з допомогою лінійки усі його сторони, а з допомогою транспортира усі кути, 
та переконайтесь, що твердження теореми про співвідношення між сторонами 
і кутами трикутника виконується.

 431°.  У трикутнику АВС АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см. Який кут трикутника 
найбільший, а який — найменший?

 432°.  У трикутнику АВС ∠А = 55°, ∠С = 30°. Яка сторона трикутника найбільша, 
а яка — найменша?

 433°.  Порівняйте кути трикутника АВС, якщо AB < BC < AC. Які кути цього трикут-
ника не можуть бути ні прямими, ні тупими?

 434°.  Порівняйте сторони трикутника LMN, якщо ∠L > ∠M > ∠N.
 435°.  Чи може існувати трикутник з такими довжинами сторін: а) 5 см, 6 см, 7 см;  

б) 5 см, 6 см, 12 см?

Вільям Блейк (1757–1827). 
Нüþтон (1795 р.)
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 436°.  Чи можуть довжини сторін трикутника відноситися, як: а) 1 : 2 : 3; б) 4 : 7 : 9; 
в) 5 : 7 : 12?

 437°.  Дві сторони рівнобедреного трикутника дорівнюють 3 см і 7 см. Визначте 
периметр трикутника.

 438.  У рівнобедреному трикутнику бічна сторона дорівнює 6 см. Якою може бути 
його основа, якщо вона має виражатися цілим числом?

 439.  У рівнобедреному трикутнику одна сторона дорівнює 4 см, а інша — 9 см. 
Котра із них основа, а котра — бічна сторона?

 440.  Який кут у рівнобедреному трикутнику більший — при основі чи при вершині, 
якщо основа дорівнює 6 см, а сума бічних сторін — 13 см?

 441.  Що більше — основа чи бічна сторона рівнобедреного трикутника, якщо 
зовнішній кут при основі дорівнює 135°?

 442.  Чи може існувати трикутник, у якого периметр і одна зі сторін відповідно 
дорівнюють: а) 17 см і 9 см ; б) 17 см і 5 см?

 443.  У трикутнику АВС АС < AB, ∠B > ∠A. Котрий із кутів трикутника є найбіль-
шим?

 444.  У рівнобедреному трикутнику АВС ∠А > ∠B, BC > AB. Яка сторона є основою 
трикутника?

 445.  Одна зі сторін рівнобедреного трикутника дорівнює 3 см, а периметр — 19 см. 
Визначте сторони трикутника.

 446.  Одна зі сторін рівнобедреного трикутника на 2 см менша від іншої, а периметр 
трикутника дорівнює 22 см. Визначте сторони трикутника.

 447.  Доведіть, що відрізок, який сполучає вершину рівнобедреного трикутника 
з будь-якою точкою на його основі, яка не є вершиною, менший від бічної 
сторони трикутника.

 448.  Доведіть, що кожна сторона трикутника менша від половини його периметра.
 449•.  Доведіть, що сума двох сторін трикутника більша за його півпериметр.
 450•.  Доведіть, що медіана CM трикутника ABC менша від півсуми сторін СA і CB.
 451•.  Доведіть, що сума медіан трикутника менша від його периметра.
 452•.  Точка М лежить усередині трикутника АВС. Доведіть, що АВ + АС > МВ + МС.
 453•.  Точка лежить усередині трикутника. Доведіть, що сума відстаней від цієї 

точки до вершин трикутника більша за його півпериметр.
 454•.  Доведіть, що сума висот трикутника менша від його периметра.
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Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі IІІ

Трикутник і його елементи

Ñ

A B

Ñ

A B

Êàðêàñíèé òðèêóòíèê

Ïëîñêèé òðèêóòíèê

Ñ

A B

Трикутник —  це ôігура, ùо складається із трьоõ точок, 
ùо не леæать на одніé пряміé, і трьоõ відрізків, які попар
но сполучають ці точки. Точки називаються вершинами 
трикутника, а відрізки — сторонами.

Трикутником такоæ часто називають і частину плоùини, 
обмеæену éого сторонами. У цьому разі додається уточнення 
плоский трикутник; тоді для трикутника без обмеæеної 
ним внутрішньої частини застосовується назва каркасний, 
або лінійний трикутник.

Ïри зобраæенні каркасниõ трикутників як правило 
виокремлюють круæечками їõні вершини, а при зобраæенні 
плоскиõ трикутників часто заштриõовують або заôарбову
ють їõню внутрішню частину.

У записаõ трикутник позначається éого вершинами. Ïри 
цьому саме слово «трикутник» часто замінюється знаком ∆. 
Наприклад: ∆АВС, ∆АСВ, ∆САВ тоùо. 

Кутом (внутрішнім кутом) трикутника АВС при вер
шині А називається кут ВАС, утворениé променями АВ і АС. 
Ïозначення: ∠А, ∠В, ∠С. Кут А уваæається протилежним 
до сторони ВС, а сторони АВ і АС — прилеглими до кута А.

Елементи трикутника — це éого вершини, сторони 
і кути.

Периметр трикутника — сума довæин усіõ éого сторін. Ïе
ри метр позначається літерою P. Отæе, P∆АВС = АВ + ВС + АС.

Слово «периметр» поõодить від грецькиõ слів «пері» — 
«навколо» і «метрео» — «вимірюю». Буквально означає 
«міра обводу».

Види трикутників за величинами кутів

Ãîñòðîêóòíèé
òðèêóòíèê

Ïðÿìîêóòíèé
òðèêóòíèê

Òóïîêóòíèé
òðèêóòíèê
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Якùо всі кути трикутника гострі, то трикутник називається ãîñòðîêóòíиì. 
Якùо у трикутнику є прямиé кут, то трикутник називається ïðÿìîêóòíиì, а якùо 
є тупиé кут — то òóïîêóòíиì.

Сума кутів трикутника

Ñ

A B

M N

1
3

2

Теорема (про суму кутів трикутника). Сóìà êóò³â 
бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà äîð³âíюº 180°.

Доведення. Ïроведемо MN || АВ. ∠А = ∠1 — як 
внутрішні різносторонні при паралельниõ прямиõ MN і АВ 
та січніé СА. Так само ∠В = ∠2. Отæе, ∠А + ∠В + ∠С = ∠1 + 
+ ∠2 + ∠3 = 180°.

Наслідки (про величини кутів трикутника). Тðиêóò
íиê íå ìîæå ìàòи äâîõ íåãîñòðиõ êóò³â — ïðÿìиõ 
àбî òóïиõ. Ó êîæíîìó òðиêóòíиêó ïðиíàéìí³ äâà 
êóòи — ãîñòð³. Сóìà ãîñòðиõ êóò³â ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíюº 90°.

Зовнішній кут трикутника

M B
C

A

Çовнішній кут трикутника — це кут, суміæниé із вну
трішнім кутом. 

На рисунку ∠АВМ — зовнішніé для ∆АВС.
Теорема (про зовнішній кут трикутника). Зîâí³øí³é 

êóò òðиêóòíиêà äîð³âíюº ñóì³ äâîõ âíóòð³øí³õ 
êóò³â, íå ñóì³æíиõ ç íиì.

Доведення. ABM = 180° - ∠B. ∠A + ∠C = 180° - ∠B. 
Тому ∠АВМ = ∠А + ∠С,

Наслідок. Зîâí³øí³é êóò òðиêóòíиêà б³ëьøиé çà 
бóäьÿêиé âíóòð³øí³é êóò, íå ñóì³æíиé ç íиì. 

Рівність трикутників
A

B

C
N

M

L

A

B

C

A�

Â� Ñ�
m

Трикутники називаються ð³âíиìи, якùо їõ моæна сумі
стити шляõом переміùення.

У рівниõ трикутникаõ рівні всі відповідні елементи — 
сторони і кути.

Ðівність трикутників АВС і LMN записується так: 
∆ABC = ∆LMN. Цеé запис означає, ùо ∠А = ∠L, ∠B = ∠M, 
∠C = ∠N, AB = LM, BC = MN, AC = LN.

Аксіома рухомості трикутника. Яêиé би íå бóâ òðи
êóòíиê, éîãî ìîæíà ïåðåì³ñòиòи ó çàäàíå ïîëîæåííÿ 
â³äíîñíî çàäàíî¿ ï³âïðÿìî¿.

На рисунку трикутник А′В ′С ′ — переміùене полоæення 
трикутника АВС в одну з півплоùин, визначениõ півпря
мою m з початком В′.
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Ознаки рівності трикутників

A

B

C

A1

C1

B1

Перша ознака рівності трикутників — за двома 
сто ронами і кутом між ними. Яêщî äâ³ ñòîðîíи ³ êóò 
ì³æ íиìи îäíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî 
äâîì ñòîðîíàì ³ êóòó ì³æ íиìи ³íøîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення.  Ïеремістимо ∆АВС так, ùоб вершина 
А сумістилася з А

1
, сторона АВ розмістилася на півпря

міé А
1
В

1
, а вершина С — з того боку від прямої А

1
В

1
, з 

якого розміùена точка С
1
. Оскільки АВ = А

1
В

1
, то точка 

В суміститься з точкою В
1
. Оскільки ÐА = ÐА

1
, то кут А 

суміститься з кутом А
1
, а півпряма АС — з півпрямою А

1
С

1
. 

Оскільки АС = А
1
С

1
, то точка С

 
суміститься з точкою С

1
. 

Отæе, ∆АВС суміститься з ∆А
1
В

1
С

1
. Тому вони рівні.

A

B

C

A1

C1

B1

Друга ознака рівності трикутників — за стороною і 
двома прилеглими кутами). Яêщî ñòîðîíà ³ äâà ïðиëåãë³ 
äî íå¿ êóòи îäíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî 
ñòîðîí³ ³ äâîì ïðиëåãëиì äî íå¿ êóòàì ³íøîãî òðиêóò
íиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Ïеремістимо ∆АВС так, ùоб вершина А 
сумістилася з вершиною А

1
, сторона АВ розмістилася на 

півпряміé А
1
В

1
, а вершина С — з того боку від прямої А

1
В

1
, 

з якого розміùена точка С
1
. Оскільки АВ = А

1
В

1
, то точка 

В суміститься з точкою В
1
. Оскільки ÐА = ÐА

1
, то кут А 

суміститься з кутом А
1
, а півпряма АС — з півпрямою А

1
С

1
. 

Так само півпряма ВС суміститься з півпрямою В
1
С

1
. 

Тоді точка С суміститься з точкою С
1
, оскільки дві півпрямі 

моæуть мати не більше однієї спільної точки. Отæе, ∆АВС  
суміститься з ∆А

1
В

1
С

1
. Тому ці трикутники рівні.

A B

C M C1

Третя ознака рівності трикутників — за трьома 
сторонами. Яêщî òðи ñòîðîíи îäíîãî òðиêóòíиêà 
â³äïîâ³äíî ð³âí³ òðьîì ñòîðîíàì ³íøîãî òðиêóòíиêà, 
òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

Доведення. Сумістимо сторони АВ і А
1
В

1
 трикутників 

АВС і А
1
В

1
С

1
, а вершину С

1  
розмістимо з того самого боку 

від прямої АВ, де розміùена точка С. Ïрипустимо, ùо 
при цьому точки С і С

1
 не сумістилися. Неõаé тоді М — 

середина відрізка СС
1
. У рівнобедрениõ трикутникаõ АСС

1 
і ВСС

1 
медіани АМ і ВМ є висотами. Отæе, через точку М 

проõодять дві прямі АМ і ВМ, перпендикулярні до однієї é 
тієї самої прямої СС

1
. Оскільки таке немоæливе, то точки 

С і С
1  

збігаються. Тому ∆ABC = ∆A
1
B

1
C

1
.
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Бісектриса, медіана і висота трикутника

B C

A

H L M

Бісектрисою трикутника називається відрізок бісек
триси éого внутрішнього кута, якиé сполучає вершину 
трикутника з точкою на éого протилеæніé стороні.

Ìедіаною трикутника називається відрізок, ùо сполучає 
вершину трикутника із серединою протилеæної сторони. 

Висотою трикутника називається перпендикуляр, про
ведениé з вершини трикутника до прямої, ùо містить éого 
протилеæну сторону.

На рисунку АL — бісектриса, АМ — медіана, АH — 
висота трикутника АВС, проведені з вершини А до проти
леæної сторони ВС.

Рівнобедрений і рівносторонній трикутники

M N

L

B

A

C

Трикутник називається рівнобедреним, якùо він має 
дві рівні сторони. Ðівні сторони рівнобедреного трикутника 
називаються бічними сторонами, а третя сторона — 
основою.  

Коли говорять про вершину рівнобедреного трикутника, 
то зазвичаé мають на увазі ту, яка протилеæна основі. Інші 
дві вершини називають вершинами при основі. 

На рисунку ∆АВС — рівнобедрениé, АВ і АС — éого 
бічні сторони, ВС — основа, А — вершина, В і С — вер
шини при основі. 

Трикутник, у якого всі сторони рівні, називається рівно
стороннім або правильним. 

На рисунку ∆LMN — рівносторонніé.

B

A

C
L

Теорема (про властивості рівнобедреного три
кутника). Á³ñåêòðиñà ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà, 
ïðîâåäåíà äî îñíîâи, ä³ëиòь òðиêóòíиê íà äâà ð³âíиõ 
òðиêóòíиêи ³ º ìåä³àíîю òà âиñîòîю. Кóòи ïðи îñ
íîâ³ ð³âíîбåäðåíîãî òðиêóòíиêà ð³âí³.

Доведення. Неõаé АL — бісектриса рівнобедреного 
трикутника АВС. Оскільки AB = AС, ∠BAL = ∠CAL, то, 
за першою ознакою рівності трикутників, ∆ALB = ∆ALC. 
Звідси BL = CL. Отæе, AL — медіана трикутника ∆АВС. 
∠ALB = ∠ALC. Ці кути суміæні, а тому вони — прямі. 
Отæе, AL — висота трикутника ∆АВС. ∠В = ∠С, а тому 
кути при основі рівнобедреного трикутника рівні.
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60�

60�60�
B C

A

1 2

3 Наслідок. Вñ³ êóòи ð³âíîñòîðîííьîãî òðиêóòíиêà 
ð³âí³ ³ äîð³âíююòь ïî 60°.

Доведення .  Оскільки АВ = АС, то ∠1 = ∠2, 
а оскільки ВА = ВС, то ∠2 = ∠3. Отæе, всі три кути 
рівностороннього трикутника рівні. Тому коæен з ниõ 
дорівнює третині від 180°, тобто 60°.

A

B CL

Теорема (ознака рівнобедреного трикутника за 
кутами). Яêщî ó òðиêóòíиêó äâà êóòи ð³âí³, òî 
â³í — ð³âíîбåäðåíиé.

Доведення. Неõаé ∠В = ∠С. Ïроведемо бісектрису 
AL. ∠В =∠С, ∠ВАL = ∠CAL, тому ∠ALB = ∠ALC (сума 
кутів трикутника дорівнює 180°). Тому, за другою озна
кою, ∆ALB = ∆ALC. Звідси AB = AC. Отæе, трикутник 
АВС — рівнобедрениé. 

Наслідок. Тðиêóòíиê, ó ÿêîìó âñ³ êóòи ð³âí³ (ïî 
60°), º ð³âíîñòîðîíí³ì.

A

B CL

Теорема (ознаки рівнобедреного трикутника за 
відрізками). Яêщî ó òðиêóòíиêó âиñîòà çб³ãàºòьñÿ 
ç ìåä³àíîю àбî ç б³ñåêòðиñîю, òî òðиêóòíиê — ð³â
íîбåäðåíиé.

Доведення .  1. Неõаé AL — медіана é висота 
трикутника АВС. Тоді прямокутні трикутники ALB 
і ALC рівні за першою ознакою. Звідси АВ = АС. Отæе, 
трикутник АВС — рівнобедрениé.

2. Неõаé AL — висота і бісектриса трикутника АВС. 
Тоді прямокутні трикутники ALB і ALC рівні за другою 
ознакою, оскільки сторона AL у ниõ спільна, а прилеглі 
гострі кути рівні. Звідси АВ = АС. Отæе, трикутник 
АВС — рівнобедрениé.

Види трикутників за співвідношеннями між сторонами

Ð³âíîñòîðîíí³é
òðèêóòíèê

(óñ³ ñòîðîíè ð³âí³)

Ð³âíîáåäðåíèé
òðèêóòíèê

(äâ³ ñòîðîíè ð³âí³)

Ð³çíîñòîðîíí³é
òðèêóòíèê

(óñ³ ñòîðîíè ð³çí³)
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Прямокутні трикутники

C

A

B

Трикутник називається прямокутним, якùо він 
має прямиé кут. Сторони прямокутного трикутника, які 
прилягають до прямого кута, називаються катетами, а 
сторона, яка леæить проти прямого кута, називається 
гіпотенузою.

На рисунку АС і ВС — катети, АВ — гіпотенуза.
Терміни «катет» поõодить від грецького «катетос», ùо 

означає «прямовисниé». Слово «гіпотенуза» в дослівному 
перекладі з грецької мови означає «та, ùо стягує» (мається 
на увазі — «стягує прямиé кут»).

Властивість прямокутного трикутника. Ó ïðÿìî
êóò íîìó òðиêóòíиêó äâà êóòи ãîñòð³. Сóìà ãîñòðиõ 
êóò³â ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà äîð³âíюº 90°. 

Ознака прямокутного трикутника. Яêщî ñóìà 
äâîõ êóò³â òðиêóòíиêà äîð³âíюº 90°, òî òðиêóò
íиê — ïðÿìîêóòíиé.

Доведення. Сума усіõ кутів трикутника дорівнює 
180°, тому якùо два з ниõ у сумі дають 90°, то третіé 
дорівнює 180° – 90° = 90°, тобто є прямим.

Ознаки рівності прямокутних трикутників
1. Çа двома катетами. Яêщî êàòåòи îäíîãî 

ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà â³äïîâ³äíî äîð³âíююòь 
êàòåòàì ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî 
òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.

2. Çа катетом і прилеглим або протилежним 
гос трим кутом. Яêщî êàòåò ³ ïðиëåãëиé (àбî 
ïðîòиëåæíиé) ãîñòðиé êóò îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó 
³ ïðи ëåãëîìó (àбî ïðîòиëåæíîìó) ãîñòðîìó 
êóòó ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ 
òðиêóòíиêи ð³âí³.

3. Çа гіпотенузою і гострим кутом. Яêщî ã³
ïî òåíóçà ³ ãîñòðиé êóò îäíîãî ïðÿìî êóò íî ãî 
òðиêóòíиêà äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî ã³ïî òå
íó ç³ é ãîñòðîìó êóòó ³íøîãî ïðÿìîêóòíîãî 
òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи ð³âí³.



185Зведений перелік основних теоретичних відомостей, вивчених у розділі IІІ

A A, 1

C C, 1
B1B

4. Çа катетом і гіпотенузою. Яêщî êàòåò ³ ã³
ïî òåíóçà îäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà 
äîð³âíююòь â³äïîâ³äíî êàòåòó é ã³ïîòåíóç³ ³íøîãî 
ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, òî òàê³ òðиêóòíиêи 
ð³âí³.

Доведення. Неõаé у трикутникаõ АВС і А
1
В

1
С

1
 

∠С = ∠С
1
 = 90°, ВС = В

1
С

1
, АВ = А

1
В

1
. Ïеремістимо 

трикутник А
1
В

1
С

1
 так, ùоб сумістилися катети АС і А

1
С

1
, 

а вершини В і В
1
 розмістилися по різні боки від прямої 

АС. Дістанемо рівнобедрениé трикутник АВВ
1
, у якому 

АС — висота, проведена до основи ВВ
1
. Оскільки вона 

є é бісектрисою, то ∠ВАС = ∠В
1
АС. Отæе, трикутники 

АВС і А
1
С

1
В

1
 рівні за першою ознакою.

Властивість і ознака прямокутного трикутника з кутом 30°

B1 B

A

30�

C

Теорема. Кàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, щî 
ëåæиòь ïðîòи êóòà 30°, äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïî òå
íóçи.

Нàâïàêи, ÿêщî êàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíи
êà äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи, òî ïðîòиëåæíиé 
ãîñòðиé êóò äîð³âíюº 30°.

Доведення. Неõаé у ∆АСВ ∠С = 90°, ∠А = 30° 
(рис. 3.130). Тоді ∠В = 60°. Відкладемо на промені ВС 
відрізок СВ

1 
= ВС. ∆АСВ

1
 = ∆АСВ. Тому ∠В = ∠В = 

= 60°. Отæе,  ∆ABB
1
 — рівносторонніé і АВ = BB

1
. Àле 

ВВ
1 
= 2ВС. Тому АВ = = 2ВС.

Навпаки, якùо АВ = 2ВС, то АС є медіаною і висотою 
у ∆ABB

1
. Отæе, цеé трикутник рівнобедрениé, а тому é 

рівносторонніé. Тому ∠В = 60°, а ∠А = 90° – 60° = 30°.
Співвідношення між сторонами і кутами в довільному трикутнику

A

C

C1 B

Теорема (про співвідношення між сторонами 
і кутами трикутника). Ó бóäьÿêîìó òðиêóòíиêó 
ïðîòи б³ëьøî¿ ñòîðîíи ëåæиòь б³ëьøиé êóò, à ïðî
òи б³ëьøîãî êóòà — б³ëьøà ñòîðîíà

Доведення. Неõаé АВ > АС. Відкладемо АС
1
 = АС. 

∆АСС
1 
рівнобедрениé, тому ∠АСС

1
 = ∠АС

1
С. ∠АСС

1
 є 

частиною кута АСВ, тому ∠АСВ > АСС
1
. З іншого боку, 

∠АС
1
С є зовнішнім для ∆СС

1
В. Тому ∠АС

1
С > ∠В.

Отæе, ∠С більшиé, а ∠В — меншиé від рівниõ кутів 
АСС

1
 і АС

1
С. Тому ∠С > ∠B, ùо é треба було довести.
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A

C

B

Неõаé, навпаки, ∠С > ∠В. Cторони AB і AC не 
моæуть бути рівними, бо тоді é кути С і В були б рів
ними. Сторона АВ не моæе бути меншою від АС, бо 
тоді, як ùоéно доведено, ∠С був би меншим від ∠В. 
Тому залишається єдина моæливість: АВ > АС. Теорему 
доведено.

Наслідки.
1. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðиêóòíиêó ã³ïîòåíóçà 

б³ëьøà çà бóäьÿêиé ç êàòåò³â.
2. Ó òóïîêóòíîìó òðиêóòíиêó ñòîðîíà, щî 

ëåæиòь ïðîòи òóïîãî êóòà, º íàéб³ëьøîю.

A

C

B1B

Теорема (про нерівність трикутника). Ó бóäьÿêî
ìó òðиêóòíиêó АВС ñïðàâäæóºòьñÿ íåð³âí³ñòь 
òðиêóòíиêà: АС < AB + BC.

Доведення. Ïродовæимо АВ за точку В і відкладемо 
ВВ

1
 = СВ. У рівнобедреному трикутнику ВСВ

1  
∠ВСВ

1
 = 

= ∠ВВ
1
С. Кут ВСВ

1
 є частиною кута АСВ

1
. Тому 

∠АСВ
1 
> ∠ВСВ

1 
і, отæе, ∠АСВ

1 
> ∠ВВ

1
С. Тому в ∆АСВ

1 

AC < AB
1
. À оскільки АВ

1 
= АВ + ВС, то АС < AB + BC. 

Перевір себе

 1.  Що таке трикутник? Назвіть елементи трикутника і дайте їхні означення. Як 
позначаються і зображаються трикутники?

 2.  Дайте означення кута трикутника. Як класифікуються трикутники за величи-
нами їхніх кутів?

 3.  Що таке периметр трикутника?
 4.  Сформулюйте і доведіть теорему про суму кутів трикутника. Які наслідки 

вона має?
 5.  Що таке зовнішній кут трикутника? Сформулюйте і доведіть теорему про 

зовнішній кут трикутника. Які наслідки вона має? 
 6.  Які трикутники називаються рівними? Як записується рівність трикутників?
 7.  Сформулюйте аксіому рухомості трикутника.
 8. Сформулюйте і доведіть першу ознаку рівності трикутників. 
 9. Сформулюйте і доведіть другу ознаку рівності трикутників.
 10.  Дайте означення рівнобедреного трикутника і його елементів.
 11.  Що таке рівносторонній трикутник?
 12.  Дайте означення бісектриси, медіани і висоти трикутника.
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 13. Сформулюйте і доведіть теорему про властивості рівнобедреного трикутника. 
Які наслідки вона має для рівностороннього трикутника?

 14.  Сформулюйте і доведіть ознаку рівнобедреного трикутника за кутами.
 15.  Сформулюйте і доведіть ознаку рівнобедреного трикутника за відрізками.
 16. Сформулюйте і доведіть третю ознаку рівності трикутників.
 17.  Дайте означення прямокутного трикутника і його елементів.
 18. Сформулюйте і доведіть ознаку прямокутного трикутника за кутами.
 19.  Сформулюйте і доведіть ознаки рівності прямокутних трикутників.
 20. Сформулюйте і доведіть властивість прямокутного трикутника, що має го-

стрий кут 30°.
 21. Сформулюйте і доведіть теорему про співвідношення між сторонами і кутами 

у довільних трикутниках. Які наслідки вона має для прямокутних і тупокутних 
трикутників?

 22. Сформулюйте і доведіть теорему про співвідношення між сторонами трикут-
ника. Що таке нерівність трикутника?

Завдання для повторення та проведення  
контрольних робіт до розділу ІІІ

 1°.  а)  За  рис. 3.143, а) визначте довжину відрізка ВС і градусну міру кута ADC.
  б) За  рис. 3.143, б) визначте довжину відрізка DС і градусну міру кута D.

 2°.  а) На рис. 3.144, а) точка О — середина відрізка MN. Визначте кут В.
  б) На рис. 3.144, б) трикутник АВС — рівнобедрений з основою ВС. Визначте 

кут САN.
 3°.  а) Чи є трикутник АВС на рис. 3.145, а) рівнобедреним? Обґрунтуйте.
  б) Чи є трикутник АВС  на рис. 3.145, б) рівнобедреним? Обґрунтуйте.
 4°.  а) За рис. 3.146, а) визначте кут В. Обґрунтуйте свої дії. 
  б) За рис. 3.146, б) визначте кут M. Обґрунтуйте свої дії. 
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 5.  а) Один із кутів трикутника дорівнює 25°, а різниця двох інших кутів дорів-
нює 75°. Визначте невідомі кути.

  б) Різниця двох кутів трикутника дорівнює 10°, а кут, суміжний із третім кутом, 
дорівнює 140°. Визначте кути трикутника.

 6.  а) Дано: AO = OB, CO = OD (рис. 3.147, а). Доведіть, що ∠А = ∠В, ∠C = ∠D.
  б) Дано: АО = СО, ОВ = ОD (рис. 3.147, б). Доведіть, що ∠А = ∠С, ∠В = ∠D.

 7.  а) Дано: AB = AC, ∠B = ∠C (рис. 3.148, а). Доведіть, що ∠1 = ∠2.
  б) Дано: OA = OB, ∠1 =	∠2 (рис. 3.148, б). Доведіть, що OC = OD.
 8. а) Дано: AD = BC; ∠1 = ∠2 (рис. 3.149, а). Доведіть, що OC = OD.
  б) Дано: АС = BC; AM = BN (рис. 3.149, б). Доведіть, що AN = BM.
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BA

C

21

D

O

C

A B

M N

Ðèñ. 3.149

à) á)

 9.  а) Доведіть, що коли всі кути трикутника дорівнюють по 60°, то цей трикут-
ник — рівносторонній.

  б) Доведіть, що коли у рівнобедреному трикутнику один із кутів дорівнює 60°, 
то цей трикутник — рівносторонній.

 10. а) Доведіть рівність прямокутних трикутників за гострим кутом і висотою, 
проведеною до гіпотенузи.

  б) Доведіть рівність гострокутних трикутників за двома сторонами і висотою, 
проведеною до третьої сторони.

 11.  а) У рівнобедреному трикутнику кут при основі дорівнює 30°, а бічна сторо-
на — 8 см. Визначте довжину медіани трикутника, проведеної до основи.

  б) У рівнобедреному трикутнику кут між бічними сторонами дорівнює 120°, 
а бічна сторона — 8 см. Визначте довжину бісектриси трикутника, проведеної 
до основи.

 12. а) У прямокутному трикутнику один із кутів дорівнює 60°, а різниця гіпотенузи 
й меншого катета дорівнює 5 см. Визначте довжину гіпотенузи.

  б) У прямокутному трикутнику різниця гострих кутів дорівнює 30°, а сума 
гіпотенузи й меншого катета дорівнює 9 см. Визначте довжину гіпотенузи.

 13•. а) Дано: OC = OD, ∠1 = ∠2 (рис. 3.150). Доведіть, що ∠3 = ∠4, а  OQ — бі-
сектриса кута АОВ.

12
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B C

C D

A B

O
1 2
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  б) Дано: OA = OB, ∠3 = ∠4 (рис. 3.150). Доведіть, що ∠1 = ∠2, а  OQ — бі-
сектриса кута АОВ.

 14•. а) Дано: AB = BC, AM = MC (рис. 3.151).  Доведіть, що AD = DC.
  б) Дано: AB = BC, AD = DC (рис. 3.151).  Доведіть, що AM = MC.

 15•. а) У трикутнику ABC AB = AC, K — точка перетину бісектрис кутів B і C. 
Доведіть, що AK ^ BC.

  б) У трикутнику ABC AB = AC, H — точка перетину висот, проведених з вер-
шин B і C. Доведіть, що AH ^ BC.

 16•. а) Точка, що лежить на висоті трикутника, рівновіддалена від кінців сторони, 
до якої проведена ця висота. Доведіть, що трикутник — рівнобедрений. 

  б) Точка лежить усередині рівнобедреного трикутника і рівновіддалена від 
вершин основи. Доведіть, що ця точка лежить на висоті трикутника, прове-
деній до основи.
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У центрі — композиція Марії Ïримаченко (1909–1997) 
«Соняшник життя» (1963 р.)



Êоло і круг 

  Вступ
Уæе не раз у цьому підручнику зазначалося, ùо 

давньогрецького мудреця Фалеса вваæають першим, 
õто запровадив у геометрію доведення. Зокрема, 
Фалес, як уваæається, першим довів такі геометричні 
істини: 1) рівність вертикальниõ кутів; 2) другу ознаку 
рівності трикутників; 3) рівність кутів при основі 
рівнобедреного трикутника. À ùе Фалесу приписують 
доведення двоõ властивостеé кола і круга: 1) діаметр 
ділить круг на дві рівні частини (рис. 4.1); 2) з будь
якої точки C кола éого діаметр AB видно під прямим 
кутом, тобто ∠АСВ = 90° (рис. 4.2). Якою б очевидною 
не видавалася перша із циõ властивостеé, але ùоб 
стати незаперечним геометричним ôактом її потрібно 
довести за всіма правилами геометрії, тобто вивести з 
уæе встановлениõ істин. Ìи змоæемо довести її через 
один урок — як наслідок з теореми про властивість 
діаметра кола, перпендикулярного до õорди. Натомість 
друга з доведениõ Фалесом властивостеé кола аæ ніяк 
не очевидна. Ëегенда ствердæує, ùо за її доведення 
Фалес приніс у æертву бика. Однак після того, як вона 
була відкрита, довести її навіть легше, ніæ першу, і ми 
це зробимо вæе на цьому уроці.

На наступниõ кількоõ урокаõ розглядати муться різні 
випадки взаємного розміùення кола і пря мої, а такоæ 
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двоõ кіл. Особ ливо виокремлюють граничні випадки, 
коли ці ôігури дотикаються одна до одної (рис. 4.3 
і рис. 4.4). Àналогічні граничні випадки для взаємно
го розміùення кола і трикутника õарактеризуються 
поняттями вписаного та описаного кіл. Зокрема, ви 
довідаєтеся, ùо навколо будьякого трикутника моæна 
описати коло (рис. 4.5) і в будьякиé трикутник моæна 
вписати коло (рис. 4.6), причому для коæного трикут
ника коæне із циõ кіл буде лише одне.

У другіé частині розділу розглядатимуться тео
ретичні основи геометричниõ побудов за допомогою 
циркуля і лініéки. Ці побудови мають давню історію, 
і вони значною мірою стимулювали розвиток геометрії. 
Зокрема, ви довідаєтеся про застосування в геометрич
ниõ побудоваõ лініé з певними властивостями — так 
званиõ геометричниõ місць точок. Одним із наéваæливі
шиõ геометричниõ місць точок є коло. Буде розглянуто 
é декілька іншиõ ваæливиõ геометричниõ місць точок.

Ðèñ. .34 Ðèñ. .44

Ðèñ. 4.5 Ðèñ. 4.6

Фалеñ. Гравюра на основі 
античного бюсту з музею 

скульптури Ватикану
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 §21. Коло і круг
Усім добре відома геометрична ôігура, яку 

креслять за допомогою циркуля (рис. 4.7). Це — 
коло. Відомиé такоæ спосіб побудови кола за допомо
гою мотузки і двоõ кілків, якиé інколи застосовують 
для розбиття клумб (рис. 4.8). У коæному разі всі 
точки побудованого кола знаõодяться на однаковіé 
відстані від однієї точки, в якіé застромлена ніæка 
циркуля або неруõомиé кілок. 

Означення. 
Кîëîì називається геометрична фігура, яка 
складається з усіх точок площини, які рівновід
далені від деякої точки. Цю точку називають 
цåíòðîì кола, а відстань від центра кола до 
будьякої його точки — ðàä³óñîì кола. Рàä³óñîì 
кола називається і будьякий з відрізків, що 
сполучають центр кола з його точками. 

На рис. 4.9 зобраæено коло з центром О і два 
éого радіуси ОM і ОN. Кут MON, утворениé двома 
радіусами кола, називається центральним кутом.

Слово «центр» поõодить від латинського слова 
«центрум», а те, у свою чергу, від грецького «кен
трон», ùо означає «вістря», «гостриé кінець палиці». 

Слово «радіус» в перекладі з латини означає 
«промінь». Ðадіуси кола справді виõодять із éого 
центра, неначе промені. Із цим порівнянням пов’язані 
é ôізичні терміни «радіоактивниé» та «радіаціéниé». 
Ðадіус кола наéчастіше позначають першою літерою 
éого латинської назви — R або r.

Відрізок з кінцями на колі називається хордою 
кола. На рис. 4.10 АВ — одна із õорд зобраæеного 
кола з центром О.

Слово «õорда» бере свіé початок від грецького 
слова «куерда», ùо означає «тятива лука», а такоæ 
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«струна». Якùо дугу лука уявляти у ôормі дуги кола, 
то тятива, яка стягує кінці цієї дуги, справді буде 
õордою (рис. 4.11). У зв’язку із цим і про õорду кола 
каæуть, ùо вона стягує éого дугу.

Якùо õорда АВ проõодить через центр кола 
(рис. 4.12), то вона називається діаметром 
кола («діаметрос» в перекладі з грецької означає 
«поперечник»). Очевидно, ùо ä³àìåòð êîëà äîð³â
íюº äâîì éîãî ðàä³óñàì.

Кінці діаметра інколи називають діаметрально 
протилежними точками кола. Такими на рис. 4.12 
є точки А і В. Вони розміùуються на однаковиõ від
станяõ по різні боки від центра. ×асто цеé термін 
використовується і в розмовніé мові — коли гово
рять про цілком протилеæні точки зору (погляди) на 
певну подію чи явиùе.

Ëегко довести, ùо бóäьÿêà õîðäà êîëà, ÿêà íå 
º éîãî ä³àìåòðîì, ìåíøà â³ä ä³àìåòðà. 

Справді, неõаé õорда СD не проõодить через центр 
О кола (рис. 4.13). Тоді точки О, С, D не леæать на 
одніé пряміé, тобто є вершинами деякого трикутника. 
Відповідно до нерівності трикутника, СD < ОС + ОD, 
а звідси СD < 2R, ùо é треба було довести.

Якùо відстань ОР від центра кола О до якоїсь 
точки Р плоùини менша від радіуса кола, то про 
таку точку Р каæуть, ùо вона леæить усередині кола 
(рис. 4.14). Якùо æ відстань ОР від центра кола до 
точки Р більша за радіус, то про таку точку Р каæуть, 
ùо вона леæить зовні кола (рис. 4.15).

Означення.
Сукупність усіх точок площини, які лежать 
на колі й усередині нього, називається êðóãîì 
(рис. 4.16). Центр і радіус кола називаються 
також цåíòðîì і ðàä³óñîì круга.

Коротко каæуть, ùо круг — це сукупність усіх 
точок площини, обмежених колом. Очевидно, 
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та коæ ùо круг — це сукупність усіõ точок плоùини, 
які знаõодяться від центра на відстаняõ, ùо не 
перевиùують éого радіуса.

Хорди і діаметри кола називаються відповідно 
хордами і діаметрами обмеæеного ним круга.

Зауваæте, ùо центр, будьякиé радіус, діаметр 
і будьяка õорда круга налеæать кругу, однак не на
леæать колу, яке éого обмеæує.

Форму кола або круга має один із наéдавнішиõ 
і наéвидатнішиõ винаõодів людства — колесо. 
Зобраæення коліс зі шпицями (ôізичниõ прообразів 
радіусів) знаõодимо навіть у наéдавнішиõ пам’яткаõ 
єгипетської культури (рис. 4.17).

З прадавніõ часів помічено, ùо круговим є добовиé 
руõ сонця, місяця та зірок на небосõилі. У зв’язку 
із цим тривалиé час (аæ до XVII ст.) коло було ос
новним геометричним елементом у побудові моделеé 
всесвіту (рис. 4.18).

Коло і круг мають ùе é довершені (симетричні) 
ôор ми, тому вони здавна використовуються для 
про ек тування арõітектурниõ споруд та орнаментів 
(рис. 4.19).

Усе це спонукало вæе наéдавнішиõ учениõ до 
ґрунтовного дослідæення геометричниõ властивостеé 
кола і круга.
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Теорема Фалеса 
(про кут, під яким діаметр кола видно з точки 
на колі). 

З бóäьÿêî¿ òîчêи êîëà ä³àìåòð, щî íå ïðîõî
äиòь чåðåç цю òîчêó, âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì.

Доведення. Неõаé АВ — діаметр кола, О — 
éого центр, С — довільна точка на колі (рис. 4.20). 
Ïотрібно довести, ùо ∠АСВ = 90°.

Трикутник ОАС — рівнобедрениé, оскільки 
ОА = ОС (як радіуси кола). Тому ∠ОАС = ∠ОСА.  
Àналогічно доводимо, ùо ∠ОВС = ∠ОСВ. 

Якùо додамо праві é ліві частини останніõ двоõ 
рівностеé, то дістанемо: ∠А + ∠В = ∠С. Ïідставимо 
цеé результат замість першиõ двоõ доданків у рів
ність для суми кутів трикутника АВС: ∠А + ∠В + 
+ ∠С = 180°. Ìатимемо: 2∠С = 180°. Звідси ∠С = 90°, 
ùо é треба було довести.

Кут з вершиною на колі, сторони якого перетина
ють це коло (як кут АСВ на рис. 4.20), називається 
вписаним у коло.

З ураõуванням цього означення, теорему Фалеса 
моæна сôормулювати так:

Вïиñàíиé êóò, ÿêиé ñïиðàºòьñÿ íà ä³àìåòð, º 
ïðÿìиì.

Вправи і задачі

 455°. Накресліть коло з радіусом 3 см, позначте його центр літерою О. Проведіть 
який-небудь радіус цього кола, потім діаметр, а після цього яку-небудь хор-
ду, яка не є діаметром. Чи може хорда мати довжину 3 см? Якщо так, то як 
побудувати хорду саме такої довжини? Чи може хорда мати довжину 7 см?

 456°. Накресліть коло з діаметром 7 см. Позначте всередині кола яку-небудь точку 
М, що не збігається з центром, а на колі — яку-небудь точку Р. Проведіть 
через ці точки радіуси, діаметри і по одній хорді. Яку найбільшу довжину 
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можуть мати хорди? Чи можна було б виконати ці побудови для точки М, 
якби вона лежала поза колом?

 457°. Ви виміряли діаметр скла круглого наручного годинника. Чи можна за цими 
даними визначити довжину хвилинної стрілки?

 458°. На колі взято довільну точку. Скільки діаметрів і скільки хорд можна провести 
через цю точку? Чи всі вони будуть різними за довжиною?

 459°. Усередині кола взято точку. Скільки діаметрів і скільки хорд можна через неї 
провести? Чи всі вони будуть різними за довжиною? 

 460°. Дано коло. Яку лінію утворюють всі точки площини, відстані від яких до центра 
кола: а) удвічі менші від його радіуса; б) удвічі менші від діаметра; в) удвічі 
більші за діаметр?

 461°. Чи може хорда кола дорівнювати: а) радіусу; б) двом радіусам; в) трьом 
радіусам; г) половині радіуса?

 462°. На рис. 4.21 зображені різні прямолінійні відрізки у крузі (O — центр круга). 
Які з них є: діаметрами; хордами; радіусами? Чи істинне таке твердження: 
«Діаметри й радіуси круга є його хордами»?

 463°. Діаметр кола на 4 см довший за радіус. Яким є радіус і яким — діаметр?
 464°. Накресліть коло з діаметром АВ завдовжки 6 см і позначте на ньому точки 

М і Р, для яких хорди АМ і ВР відповідно дорівнюють 2,5 см і 1,5 см. Потім 
проведіть хорди АМ, ВМ, АР, ВР і виміряйте за допомогою транспортира 
кути АМВ і АРВ. Чи впевнені ви у тих результатах, які одержали?

 465°. На рис. 4.22 AB і CD — діаметри круга з центром О. Доведіть, що: 1) AC = DB; 
2) AC || DB. Обґрунтуйте, як на підставі  цих властивостей, лише за допомогою 
однієї лінійки, можна провести у крузі дві рівні або дві паралельні хорди.

 466°. На рис. 4.23 AB — діаметр кола з центром О, AC = CB. Визначте кути A, B 
і АСВ. Чому дорівнює кут AOC?

 467°. На рис. 4.24 AB і BC — рівні хорди кола з центром O. Доведіть, що кути 1 і 2 теж 
рівні. Чи обов’язково будуть рівними хорди AB і BC, якщо рівні кути 1 і 2?
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 468. На рис. 4.25 AB — діаметр кола, CB і DB — рівні хорди. Доведіть, що ∠1 =	
= ∠2. Чи обов’язково будуть рівними хорди CB і DB, якщо ∠1 = ∠2?

 469. На рис. 4.26 AB — діаметр кола, O — його центр. Доведіть, що ∠AOC =	
= 2∠OBC.

 470. На рис. 4.27 AB — діаметр кола, O — його центр, BC = BO. Визначте ∠ABC.
 471. На рис. 4.28 AB — діаметр кола, AE || BF. Доведіть, що AE = BF.

 §22. Коло і круг як геометричні місця точок

Ви знаєте, ùо всі геометричні ôігури конструюються 
за допомогою наéпростішиõ із ниõ — точок і прямиõ. 
Якùо æ про точки геометричної ôігури відомо, ùо вони 
õарактеризуються певною властивістю, і немає æодниõ 
іншиõ точок на плоùині, які мають цю властивість, то 
таку геометричну ôігуру називають геометричним 
місцем точок.
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Означення . 
Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê з певною власти
віс тю називають геметричну фігуру, яка 
скла да ється з усіх тих, і лише тих точок 
площини, які мають цю властивість.

Зверніть увагу на слова, виділені у цьому означен
ні æирним шриôтом. Вони дуæе ваæливі. 

Наприклад, відповідно до означення, êîëî º ãåîìå
òðичíиì ì³ñцåì òîчîê ïëîщиíи, ð³âíîâ³ääàëåíиõ 
â³ä äåÿêî¿ òîчêи (цåíòðà êîëà). 

Справді, поперше, усі точки кола рівновіддалені 
від éого центра. À подруге, лише точки кола відда
лені від центра на ту саму відстань, тобто на плоùині 
немає іншиõ точок, які мають цю властивість.

На противагу цьому, наприклад, дуга кола, тобто 
частина кола, обмеæена якиминебудь двома éого 
точками А і В (рис. 4.29), або весь круг (рис. 4.30) 
уæе не є геометричними місцями точок, рівновідда
лениõ від центра О. У першому випадку зазначена 
ôігура (дуга кола) не вміùує всіх точок плоùини, 
рівновіддалениõ від точки О, а в другому випадку 
вказаніé ôігурі (кругу) налеæать не лише ті точки М, 
які рівновіддалені від центра на певну відстань, а é 
точки Q, які знаõодяться від центра блиæче за цю 
відстань. (Однак моæна сказати, ùо круг є геоме
тричним місцем точок площини, відстані від яких 
до центра круга не перевищують певної величини.) 

Отæе, для того, аби моæна було ствердæувати, ùо 
певна ôігура є геометричним місцем точок із певною 
властивістю, потрібно довести два взаємно обернені 
твердæення:

1) коæна точка цієї ôігури має зазначену вла стивість;
2) якùо точка має зазначену властивість, то вона 

налеæить ціé ôігурі.
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У попередньому параграôі було доведено теорему 
Фалеса, за якою з будьякої точки С кола éого діаметр 
АВ видно під прямим кутом (рис. 4.31). ×и моæна на 
підставі цього ствердæувати, ùо коло з діаметром АВ 
є геометричним місцем точок K, L, М, P, і так далі, 
з якиõ цеé діаметр видно під прямим кутом (рис. 4.32)?

Ні, не моæна, адæе точки А і В кола не мають цієї 
властивості. 

То, моæе, коло без циõ двоõ винятковиõ точок А і 
В таки є вказаним геометричним місцем точок?

Àби це довести, потрібно показати, ùо æодна точка 
N, яка леæить усередині кола або ззовні нього, не має 
зазначеної властивості.

Якùо точка N налеæатиме пряміé АВ, то у разі 
розміùення її всередині кола (рис. 4.33, а) кут АNВ 
дорівнюватиме 180°, а в разі розміùення ззовні кола 
(рис. 4.33 б) — 0°, тобто в æодному із циõ випадків 
кут АNВ не буде прямим.

Неõаé тепер точка N леæить усередині кола і не 
налеæить пряміé АВ (рис. 4.34). Ïозначимо через Ê 
точку перетину прямої ВN з колом. За теоремою Фа
леса, кут АÊN — прямиé. Кут АNВ є зовнішнім для 
трикутника АÊN, а тому він більшиé за внутрішніé кут 
АÊN. Отæе, з усіõ внутрішніõ точок N кола діаметр 
АВ видно під тупим кутом.

Неõаé, нарешті, точка N леæить ззовні кола і не 
налеæить пряміé АВ. Ìоæливі декілька õа рак терниõ 
випадків розміùення точки N відносно прямиõ а і b, 
проведениõ через точки А і В перпендикулярно до АВ. 
Якùо точка N налеæатиме пряміé а чи b (рис. 4.35, а), 
то у прямокутному трикутнику NАВ кут N буде го
стрим. В усіõ іншиõ випадкаõ (див. рис. 4.35, б–г) 
принаéмні одна із прямиõ АN чи ВN перетинатиме 
коло у деякіé точці Ê, а тому, за теоремою Фалеса, 
кут АÊВ буде прямим. Цеé кут є зовнішнім для три
кутника ÊВN, а тому внутрішніé кут N буде гострим. 
Виõодить, ùо з усіõ точок N, які розміùені поза колом, 
діаметр АВ видно під гострим кутом.

Цим завершено обґрунтування такого твердæення. 
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Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê ïëîщиíи, ç ÿêиõ 
çàäàíиé â³äð³çîê âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì, º êîëî, 
ïîбóäîâàíå íà цьîìó â³äð³çêó ÿê íà ä³àìåòð³, 
ç ÿêîãî âиëóчåí³ äâ³ òîчêи — ê³íц³ ä³àìåòðà.

Це геометричне місце точок інколи називають ге
ометричним місцем точок Фалеса.

Вправи і задачі

 472°. Хорда круга дорівнює 4 см. Чи може діаметр цього 
круга дорівнювати: а) 4 см; б) 3 см; в) 10 см?

 473°. АВ — хорда круга з центром О (рис. 4.36). Визначте:
  а) кути А і В, якщо кут О дорівнює 70°;
  б) кут О, якщо кут А дорівнює 40°.
 474°. АВ — діаметр кола з центром О, С — точка на колі 

(рис. 4.37). Визначте:
  а) кут ВОС, якщо кут С дорівнює 36°;
  б) кут А, якщо кут ВОС дорівнює 52°.
 475. Які найбільше і найменше значення можуть мати 

кути А і ВОС на рис. 4.37?
 476. Яка фігура є геометричним місцем точок, відстані від яких до певної точки 

більші або дорівнюють якійсь заданій величині?
 477. Користуючись рис. 4.38, запропонуйте спосіб побудови точок кола за допо-

могою косинця, коли задано діаметр кола АВ. 
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 478. У крузі з центром О і діаметром АВ = 7 см проведено хорду АМ (рис. 4.39). 
Виявилося, що кут АОМ дорівнює 60°. Чи можна за цими даними без додат-
кових вимірювань визначити довжину хорди АМ? А якби було відомо довжину 
хорди АМ і те, що кут АОМ дорівнює 60°, — то чи можна було б обчислити 
довжину діаметра?

 479. З однієї точки кола проведено дві хорди, які дорівнюють радіусу кола. Визна-
чте кут між цими хордами.

 480. У крузі проведено два радіуси під кутом 120° один до одного. Визначте від-
стань від центра круга до хорди, що сполучає кінці радіусів, якщо діаметр 
круга дорівнює 8 см.

 481. Відстань від центра О круга до хорди АВ удвічі менша від радіуса круга. 
Визначте кут АОВ.

 482. Відстань від центра круга до хорди удвічі менша від самої хорди. Визначте, 
під яким кутом цю хорду видно із центра круга.

 483•. Доведіть, що із точки, взятої всередині круга, діаметр круга видно під тупим 
кутом (рис. 4.40, а), а із точки, взятої ззовні круга, — під гострим (рис. 4.40, б).

 484. Що є геометричним місцем точок, з яких заданий відрізок видно:
  а) під кутом 0°;  б) під кутом 180°;
  в) під гострими кутами; г) під тупими кутами?
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 485•. Хорда кола перетинає діаметр під кутом 30° і ділиться діаметром на частини 
завдовжки 6 см і 14 см. Визначте відстані від кінців хорди до цього діаметра.

 486•. Дано коло з радіусом R. Яку довжину повинні мати дві рівні хорди, аби при 
будь-якому розміщенні їхніх кінців на колі вони перетиналися?

 487•. АВ — хорда кола з центром О, точка С лежить на колі з того самого боку від 
прямої АВ, що й точка О. Доведіть, що, незалежно від розміщення точок А, В 
відносно прямої СО — по різні боки (рис. 4.41, а) чи з одного боку (рис. 4.41, б), 
кут АОВ завжди удвічі більший за кут АСВ.

 488•. На продовженні хорди АВ кола з центром О відкладено відрізок ВС, який 
дорівнює радіусу кола (рис. 4.42). Пряма ОС перетинає коло у точках D, E. 
Доведіть, що ∠DОА = 3∠АСD. 

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

 §23. Властивість діаметра,  
перпендикулярного до хорди

Теорема
( п р о  в л а с т и в і с т ь  д і а м е т р а , 
перпендикулярного до хорди).
Д³àìåòð êîëà (êðóãà), ÿêиé ïåðïåíäи

êóëÿðíиé äî õîðäи, ä³ëиòь цю õîðäó íàâï³ë.

Доведення .  Неõаé О — центр кола, АВ — 
довільна õорда кола, діаметр СD перпендикулярниé до 
АВ, М — точка їõнього перетину (рис. 4.43). Ïотрібно 
довести, ùо АМ = МВ.
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Твердæення очевидне, якùо õорда АВ теæ є 
діаметром (рис. 4.43, а), — адæе будьякі два діаметри 
перетинаються в центрі кола, а центр кола ділить 
коæен з ниõ на два радіуси, тобто навпіл.

Якùо æ õорда АВ не є діаметром (рис. 4.43, б), то 
маємо два прямокутні трикутники ОМА та ОМВ. Ці 
трикутники рівні, оскільки у ниõ рівні гіпотенузи ОА 
і ОВ — як радіуси кола, і спільниé катет ОМ. Тому 
рівними є é катети АМ та МВ. Теорему доведено.

Теорема обернена 
(про властивість діаметра, який ділить хорду навпіл).

Яêщî ä³àìåòð êîëà ä³ëиòь õîðäó, ÿêà íå º 
ä³àìåòðîì, íàâï³ë, òî â³í ïåðïåíäиêóëÿðíиé äî 
ц³º¿ õîðäи.

Доведення. Неõаé діаметр CD проõодить через 
середину М õорди АВ і при цьому õорда АВ не є 
діа метром, тобто точка М не збігається з центром О 
кола (рис. 4.44). Ïотрібно довести, ùо діаметр СD 
перпендикулярниé до õорди АВ.

Оскільки ОА = ОВ — як радіуси кола, а за умовою 
АМ = МВ, то трикутники ОМА і ОМВ рівні за трьома 
сторонами. Тому рівними є їõні кути ОМА та ОМВ, 
ùо леæать проти рівниõ сторін ОА і ОВ. À оскільки 
ці кути суміæні, то вони — прямі. Отæе, CD ^ AВ. 
Теорему доведено.

Наслідком з теореми про властивість діаметра, 
перпендикулярного до õорди, є ùе одна теорема Фа
леса, про яку згадувалося на початку цього розділу.

Теорема Фалеса 
(про поділ круга діаметром на дві рівні частини).

Кîæåí ä³àìåòð ðîçбиâàº êðóã (³ îбìåæóючå éîãî 
êîëî) íà äâ³ ð³âí³ ô³ãóðи — ï³âêðóãи (³ ï³âêîëà).

Доведення. Неõаé АВ — діаметр круга з цен тром 
О (рис. 45). Уявімо собі, ùо проведено всі õорди цього 
круга, які перпендикулярні до діаметра АВ. ×ерез коæ
ну точку круга проõодитиме своя õорда, тому усі ці 
õорди повністю заповнять круг. Від повідно до теореми 
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про властивість діаметра, перпедикулярного до õорди, 
коæна з õорд точ кою перетину з діаметром АВ ділить
ся навпіл, наприк лад, õорда СD — точкою М. À це 
означає, ùо якби перегнути круг уздовæ діаметра АВ, 
то коæен відрізок СМ сумістився б з відповідним éому 
відрізком DМ. À оскільки всі відрізки СМ заповнюють 
один із півкругів, а всі відрізки DМ — іншиé, то один із 
півкругів при цьому сумістився б з іншим (а півколо — 
з іншим півколом). À це é означає, ùо обидва півкруги 
(і обидва півкола) рівні міæ собою. Теорему доведено.

Якùо у цьому доведенні брати до уваги лише такі 
õорди CD, кінці якиõ налеæать якіéсь дузі PAQ з кін
цями на õорді PQ, ùо перпендикулярна до діаметра 
АВ (рис. 46, а), то з рівності частин СМ і МD циõ 
õорд випливатиме моæливість суміùення дуг РА та 
QA. Отæе, ці дуги рівні міæ собою. Так само доведемо, 
ùо рівні é дуги РВ та QB. 

Отæе, ä³àìåòð êîëà, ÿêиé ïåðïåíäиêóëÿðíиé äî 
õîðäи, ä³ëиòь íàâï³ë êîæíó ç îбîõ äóã, ÿê³ ñòÿãóº 
цÿ õîðäà.

Якùо æ узяти до уваги лише такі відрізки CD, 
які леæать міæ паралельними õордами PQ і KN 
(рис. 46, б), то діéдемо висновку про рівність дуг PK 
і QN міæ цими õордами.

Отæе, äóãи êîëà, ðîçì³щåí³ ì³æ ïàðàëåëьíиìи 
õîðäàìи, ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Довести, ùо рівні õорди круга рівновіддалені від éого 
центра. Навпаки, õорди, які рівновіддалені від центра 
круга, — рівні міæ собою.

Ðозв’язання. Істинність циõ твердæень очевидна, 
якùо рівні õорди АВ і А

1
В

1
 є діаметрами (рис. 4.47). 

Тоді вони проõодять через центр О круга, а тому 
відстані до ниõ від центра круга дорівнюють нулю, 
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207§23. Властивість діаметра, перпендикулярного до хорди

тобто є рівними. Навпаки, якùо рівні відстані від õорд 
до центра круга дорівнюють нулю, то ці õорди проõо
дять через центр круга, тобто є діаметрами, а діаметри 
круга рівні міæ собою.

Неõаé тепер рівні õорди АВ і А
1
В

1
 не є діаметрами, 

а відрізками ОМ ^ АВ та ОМ
1
 ^ А

1
В

1 
вимірюються 

відстані до ниõ від центра О круга (рис. 4.48). За тео
ремою про властивість діаметра, перпендикулярного 
до õорди, точки М і М

1 
є серединами õорд. À оскільки 

õорди рівні, то АМ = А
1
М

1
. 

Ðозглянемо прямокутні трикутники ОМА та ОМ
1
А

1
. 

Вони рівні за катетом (АМ = А
1
М

1
) і гіпоте нузою (ОА 

= ОА
1  

— як радіуси круга). Звідси ОМ = ОМ
1
, ùо é 

треба було довести.
Навпаки, якùо будуть рівними перпендикуляри 

ОМ і ОМ
1
, то з рівності прямокутниõ трикутників 

ОМА і ОМ
1
А

1
 (за двома катетами) випливатиме рів

ність відрізків АМ і А
1
М

1
, а звідси — рівність õорд 

АВ і А
1
В

1
, які удвічі довші за ці відрізки. Твердæення 

задачі доведено.

Вправи і задачі

 489°. Накресліть коло, позначте його центр літерою О і проведіть яку-небудь хорду 
АВ. Користуючись лише косинцем і не задіюючи його сантиметрової шкали, 
поділіть хорду АВ навпіл.

 490°. Накресліть коло, позначте його центр літерою О і проведіть яку-небудь хорду 
CD. Користуючись лише лінійкою зі шкалою, про-
ведіть діаметр, перпендикулярний до хорди CD.

 491°. За допомогою шаблона накреслено коло. Як за 
допомогою косинця і лінійки зі шкалою знайти його 
центр?

 492°. Діаметр кола ділить хорду навпіл, однак не перпен-
дикулярний до неї. Доведіть, що ця хорда — теж 
діаметр.

 493. На рис. 4.49 відображено спосіб застосування 
одного із центрошукачів — креслярського приладу 
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для відшукання центра круга (наприклад, у слюсарній справі). Як, на ваш 
погляд, застосовується цей прилад?

 494. Частину кола, нарисованого на дошці, і його центр витерли. Чи можна за 
допомогою креслярських інструментів відновити це коло?

 495. Із паперу за допомогою шаблона вирізали круг. Чи можна знайти його центр, 
не використовуючи креслярських інструментів?

 496. Як за допомогою креслярських інструментів поділити дугу заданого кола 
навпіл?

 497. На рис. 4.50 радіус OD кола перпендикулярний до 
хорди AB. Доведіть, що AD = DB.

 498. На рис. 4.50 хорди AD і DB рівні, OD — радіус кола. 
Доведіть, що OD ^ АВ.

 499. Доведіть, що всі хорди, які діляться навпіл одним 
із діаметрів кола, паралельні.

 500. Через точку всередині круга проведіть хорду, яка 
цією точкою ділиться навпіл.

 501. Дано коло. Через середину його радіуса проведено 
перпендикулярну до нього хорду. Доведіть, що цю 
хорду видно із центра кола під кутом 120°.

 502•. Дано квадрат. За допомогою циркуля проведіть таке коло, для якого сторони 
даного квадрата були б його хордами.

 503•. Із точки A кола проведено дві взаємно перпендикулярні хорди, віддалені від 
центра кола на відстань 4 см. Визначте довжину кожної хорди.

 504•. Хорда завдовжки 16 см відтинає від кола його чверть. Визначте відстань від 
центра кола до цієї хорди.

 505•. У колі проведено дві паралельні хорди, кожна з яких відтинає від кола його 
чверть. Визначте відстань між хордами, якщо довжина однієї з хорд дорівнює 
10 см.

 506•. У крузі проведено дві взаємно перпендикулярні хорди. Доведіть, що відстань 
від центра круга до точки їхнього перетину дорівнює відстані між серединами 
хорд.
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 §24. Взаємне розміщення прямої і кола.  
Дотична до кола

Для активниõ користувачів геометрії, наприклад, 
для дизаéнерів та арõітекторів, потрібно вміти 
комбінувати коло з наéрізноманітнішими іншими 
ôігурами. Звісно, у першу чергу слід знати, як моæе 
розміùуватися коло відносно прямої.

Накресліть у зошиті коло з радіусом 3,5 см. Ïотім 
покладіть на нього лініéку і почніть поступово від
сувати її від центра кола. Ви помітите, ùо краé лі
ніéки якиéсь час перетинатиме коло у двоõ доволі 
віддалениõ одна від одної точкаõ (рис. 4.51, а). Ïотім 
ці точки почнуть поступово зблиæатися, аæ поки 
не зіллються в одну — тоді краé лініéки немовби 
торкнеться до кола (рис. 4.51, б). Ïри подальшому 
відсуванні лініéки від центра кола точок перетину 
уæе не буде (рис. 4.51, в).

Цеé простиé експеримент наштовõує на думку, 
ùо моæливі три õарактерні випадки взаємного роз
міùення прямої і кола: 1) перетин прямої з колом у 
двоõ точкаõ; 2) перетин в одніé точці, або дотик; 
3) відсутність спільниõ точок. З’ясуємо геометричні 
умови для коæного із циõ випадків.

Неõаé Q — основа перпендикуляра, опуùеного із 
центра О кола на пряму (тобто OQ — відстань від 
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центра кола до прямої), R — радіус кола (рис. 4.52). 
Ìоæливі три суттєво відмінниõ один від одного 
випадки: 1) точка Q леæить усередині кола, тобто 
відстань ОQ < R (рис. 52, а); 2) точка Q леæить на 
колі, тобто ОQ = R (рис. 52, б); 3) точка Q леæить 
ззовні кола, тобто ОQ > R (рис. 52, в).

У першому випадку моæна побудувати два, і тіль
ки два, прямокутні трикутники OQM

1
 і OQM

2
, ùо 

мають спільниé катет OQ, прямі кути при вершині 
Q і рівні гіпотенузи ОМ

1
 та ОМ

2
 завдовæки R > OQ. 

Ці трикутники розміùуватимуться по різні боки від 
прямої OQ. Ïри цьому точки М

1
, М

2
 леæатимуть і на 

пряміé (оскільки ОМ
1
 ^ OQ і ОМ

2
 ^ OQ), і на колі 

(оскільки ОМ
1
 = ОМ

2
 = R), тобто будуть точками пе

ретину прямої з колом. Іншиõ спільниõ точок прямої 
з колом у цьому разі існувати не моæе.

У другому випадку візьмемо на пряміé довільну 
точку М, ùо не збігається з Q, і розглянемо прямокут
ниé трикутник OQM. Оскільки гіпотенуза ОМ заæди 
більша за катет OQ = R, то всі точки М леæатимуть 
ззовні кола, тобто точка Q у цьому разі буде єдиною 
спільною точкою прямої і кола.

У третьому випадку так само візьмемо на пряміé 
довільну точку М, ùо не збігається з Q, і так само 
розглянемо прямокутниé трикутник OQM. Тепер уæе 
é катет OQ буде більшим за радіус кола R, а гіпо
тенуза OM — і поготів. Тому вæе всі точки прямої 
леæатимуть ззовні кола, тобто пряма з колом у цьому 
разі не матимуть æодної спільної точки.

Означення.
Пряма, яка має з колом дві спільні точки, 
називається ñ³чíîю для кола. Пряма, яка має 
з колом єдину спільну точку, називається 
äîòичíîю до кола. 

Ðезультати проведеного дослідæення такі.
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Якùо відстань від центра кола до прямої менша 
від радіуса кола, то пряма і коло мають рівно дві 
спільні точки (тобто пряма є січною для кола). Якùо 
відстань від центра кола до прямої дорівнює радіусу 
кола, то пряма і коло мають єдину спільну точку 
(тобто пряма є дотичною до кола), причому радіус 
кола, проведениé у точку дотику, перпендикуляр
ниé до дотичної. Якùо æ відстань від центра кола 
до прямої більша за радіус кола, то пряма і коло не 
мають æодної спільної точки. 

Враõовуючи, ùо коæен із розглянутиõ випадків 
виключає інші, істинними є é обернені твердæення:

якùо пряма є січною для кола, то відстань до неї 
від центра кола менша від радіуса кола. Якùо пряма є 
дотичною до кола, то відстань до неї від центра кола 
дорівнює радіусу, причому точкою дотику є кінець 
радіуса, перпендикулярного до дотичної. Якùо æ пря
ма не має з колом æодної спільної точки, то відстань 
до неї від центра кола більша за радіус.

З усіõ циõ твердæень наéчастіше застосовуються 
ті, ùо стосуються дотику прямої з колом. Їõ ôорму
люють у вигляді такиõ двоõ теорем.

Теорема 
(про властивість дотичної до кола). 

Дîòичíà äî êîëà ïåðïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà 
êîëà, ïðîâåäåíîãî ó òîчêó äîòиêó. 

Теорема 
(обернена: ознака дотичної до кола). 

Яêщî ïðÿìà ïðîõîäиòь чåðåç òîчêó êîëà ³ ïåð 
ïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà, ïðîâåäåíîãî â цю òîчêó, 
òî âîíà º äîòичíîю äî êîëà.

Дотична до кола називається такоæ дотичною до 
обмеæеного ним круга. Дотична до круга має з кру
гом єдину спільну точку. 

Джон Бірні Філіп  
(1824–1875).  

Статуя Геометрії на ме-
моріалі принца Альберта 

у Лондоні (1876 р.)
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Січна кола перетинає обмеæениé ним круг по 
õорді і називається січною цього круга. 

Ïряма, яка не перетинається з колом, не перети
нається і з обмеæеним ним кругом.

Розв’язуємо разом

Задача 1.
На плоùині задано коло і точку Р. Ïровести через 
точку Р дотичну до даного кола.

Ðозв’язання. Якùо пряма а є дотичною до кола 
з центром О, то радіус ОQ, проведениé у точку до
тику Q, перпендикулярниé до дотичної (рис. 4.53). 
Крім цього, коæна точка М прямої а, відмінна від 
точки дотику Q, леæить ззовні кола, оскільки відрі
зок ОМ, як гіпотенуза у прямокутному трикутнику 
OQM, більшиé за катет ОQ. 

Звідси випливає, ùо коли точка Р леæить усереди
ні кола (рис. 4.54), то через неї немоæливо провести 
æодної дотичної до кола, а якùо точка Р леæить на 
колі (рис. 4.55), то існує єдина дотична, яка проõо
дить через цю точку — це пряма а, перпендикуляр
на до радіуса ОР. Її моæна провести, наприклад, за 
допомогою косинця.

Ïроаналізуємо тепер ситуацію, коли точка Р ле
æить ззовні кола (рис. 4.56). Оскільки радіус ОQ, 
проведениé у точку дотику Q, має бути перпендику
лярним до дотичної, то це означає, ùо відрізок ОР 
має бути видно із точки Q під прямим кутом. За від
повідною тео ремою Фалеса, таку властивість мають 
точки кола з діаметром ОР. 

Звідси випливає такиé спосіб побудови: 1) діли
мо відрізок ОР навпіл; неõаé точка С — точка по
ділу; 2) проводимо коло з центром С і радіусом СО; 
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3) через точки Q і Q
1
 перетину цього кола із заданим 

колом проводимо шукані дотичні РQ і РQ
1
.

Ïрямокутниé трикутник з гіпотенузою OP і ка
тетом, ùо дорівнює радіусу кола і виõодить з точки 
О, моæна побудувати однозначно з коæного боку 
від прямої ОР, оскільки усі трикутники, ùо мають 
рівні гіпотенузи і рівні катети, рівні міæ собою. Тому 
у цьому разі існує рівно дві дотичні PQ і PQ

1
, які про

õодять через точку Р, причому відрізки циõ дотичниõ 
від точки Р до точок дотику Q і Q

1
 рівні міæ собою.

Останніé висновок із наведеного розв’язання ча
сто використовується при розв’язуванні іншиõ задач. 
Тому éого ôормулюють у вигляді теореми.

Теорема 
(про властивість відрізків дотичних, проведених 
з однієї точки до кола).

В³äð³çêи äîòичíиõ, ïðîâåäåíиõ ç îäí³º¿ òîчêи 
äî êîëà, ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Ðозглянемо приклад задачі на використання цієї 
теореми.

Задача 2.
×ерез точку А, ùо леæить ззовні кола, проведено 
до кола дотичні АÊ і АL (Ê, L — точки дотику) 
(рис. 4.57). На меншіé із дуг, обмеæениõ точ
ками Ê і L, взято довільну точку М і через неї 
проведено третю дотичну до кола. Неõаé В і С — 
точки перетину цієї дотичної з дотичними АÊ 
і АL. Довести, ùо периметр трикутника АВС не 
залеæить від розміùення точки М.

Ðозв’язання. Ïериметр Р трикутника АВС до
рівнює сумі АВ + ВС + АС, або АВ + ВМ + МС + 
+ АС. Водночас, за властивістю дотичниõ, проведениõ 
з однієї точки до кола, ВМ = ВÊ, а МС = СL. Тому 
Р = АВ + ВÊ + СL + АС = АÊ + АL, ùо справді 
не залеæить від розміùення точки М. Твердæення 
задачі доведено.
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Вправи і задачі

 507°. Чи істинним є таке твердження: «Будь-яка пряма, яка перпендикулярна до 
радіуса, дотикається до кола»? А — таке: «Будь-яка пряма, яка перпенди-
кулярна до радіуса і проходить через його кінець, дотикається до кола»?

 508°. Чи можна сказати, що дотична до кола — це пряма, яка має з колом менше 
двох спільних точок?

 509°. Накресліть коло з діаметром 8 см, а також три прямі, які віддалені від центра 
кола на відстані 3 см, 4 см і 5 см. Як розміщені ці прямі відносно кола?

 510°. Накресліть коло з радіусом 3 см і позначте на ньому точку Р. Як за допомогою 
косинця або транспортира побудувати дотичну до кола, що проходить через 
точку Р? А — якщо точку Р буде взято ззовні кола?

 511°. На рис. 4.58 АВ — дотична до кола, Р — точка 
дотику, ∠МРВ = 32°. Визначте кути ОРМ і АРМ.

 512°. На рис. 4.59 АВ — дотична до кола, Р — точка 
дотику, ∠МОР = 80°. Визначте кути АРМ і МРВ.

 513. Р — точка дотику дотичної АР до кола з центром О, 
кут ОАР дорівнює 30°. Визначте діаметр кола, якщо 
ОА = 4 см.

 514. Доведіть, що дві дотичні до кола, які проходять че-
рез кінці одного й того самого діаметра, паралельні 
між собою. Чи є істинним обернене твердження?

 515. Діаметр кола ділить хорду, яка не є діаметром, 
навпіл. Доведіть, що дотичні до кола, проведені 
через кінці цього діаметра, паралельні даній хорді.

 516. Пряма дотикається до кола з центром O, A — 
точка дотику. На цій прямій по різні боки від точки 
A відкладено рівні відрізки AB і AC. Доведіть, що 
OB = OC.

 517. Дано кут 30°. Коло з радіусом R дотикається до 
прямої, яка містить одну зі сторін кута, а його 
центр належить іншій стороні. Визначте відстань 
від центра кола до вершини кута.

 518. З точки Р проведені до кола дві дотичні РА і РВ. 
Доведіть, що центр кола лежить на бісектрисі кута 
АРВ.
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 519. З точки, що лежить поза колом, проведені до кола дві дотичні. Відстань від точки 
до центра кола вдвічі більша за радіус кола. Визначте кут між дотичними.

 520. Відстань від точки M до центра кола менша від його радіуса. Доведіть, що 
будь-яка пряма, яка проходить через M, перетинає коло у двох точках.

 521. До кола проведено дві паралельні дотичні. Доведіть, що відрізок, який спо-
лучає точки дотику, є діаметром кола.

 522. Точки A і B лежать на колі з центром O. Через ці точки до кола проведені дві 
дотичні, які перетинаються в точці C. Доведіть, що прямі AB і AC перпенди-
кулярні.

 523. Знайдіть геометричне місце центрів кіл, що дотикаються до заданої прямої 
у заданій на ній точці A.

 524. На рис. 4.60 відображено принцип дії цен-
трошукача (приладу для знаходження центра 
суцільного круга). Прилад складається із трьох 
лінійок. Дві крайні лінійки взаємно перпендику-
лярні, а один бік середньої лінійки ділить кут 
між ними навпіл. Як, на ваш погляд, застосо-
вується цей прилад?

 525•. Побудуйте два кола зі спільним центром О, 
одне — з радіусом 2 см, інше — з радіусом 4 см. 
Потім проведіть таку хорду АВ більшого кола, яка 
дотикається до меншого кола. Доведіть, що точка 
дотику С ділить хорду АВ навпіл, і визначте кут 
АОВ.

 526•. На рис. 4.61 відображено спосіб побудови дотичних 
до кола, проведених через довільну зовнішню точку 
Р: шукані точки дотику Q і Q1 належать основам 
рівнобедрених трикутників РОТ і РОТ1; довжини 
цих основ дорівнюють двом радіусам кола. Дета-
лізуйте та обґрунтуйте цей спосіб.

 527•. Кут між діаметром AB і хордою AC дорівнює 30°. 
Через точку С проведено дотичну, яка перетинає 
пряму AB у точці D. Доведіть, що OC = DВ.

 528•. Доведіть, що два різних кола з однаковими радіусами мають дві спільні до-
тичні, які паралельні прямій, що проходить через їхні центри.

 529•. Дано коло з радіусом R. Із зовнішньої точки P до нього проведено дві вза-
ємно перпендикулярні дотичні PA і PB, C — довільна точка меншої із дуг, 
обмежених точками A і B, MN — дотична до кола, проведена через точку C 
(точка M належить прямій PA, а точка N — прямій PB). Визначте периметр 
трикутника PMN.
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 530•. До двох кіл з радіусами R і r (R > r) проведено дві спільні дотичні так, що 
відносно кожної з них обидва кола лежать з одного боку. Кут між дотичними 
дорівнює 90°. Визначте довжини відрізків дотичних між точками дотику. Як 
зміниться відповідь до задачі, якщо кола лежатимуть з різних боків від кожної 
з дотичних?

 §25. Задання кола точками.  
Коло, описане навколо трикутника

Як відомо, пряма лінія повністю визначається 
двома своїми точками. Виникає природне запитання: 
скількома точками визначається коло?

Для визначення кола потрібно задати éого 
центр і радіус. Зрозуміло, ùо існує лише одне коло 
із заданими центром О і радіусом R (рис. 4.62). 
Ïроте часто доводиться будувати коло не за цими 
даними, а за окремими точками, через які воно має 
проõодити — наприклад, коли éого потрібно описати 
навколо трикутника. Томуто питання про те, скільки 
точок потрібно задати, аби визначити коло, яке через 
ниõ проõодить, і як за цими точками знаéти центр 
і радіус кола, має é практичне значення.

Зрозуміло, ùо через окремо взяту точку А моæна 
провести безліч кіл. Їõніми центрами моæуть бути 
будьякі точки О, О

1
, О

2
, ... плоùини (рис. 4.63). 

Тоді відповідними радіусами будуть відрізки ОА, 
О

1
А, О

2
А, ... .

Неõаé тепер на плоùині маємо дві точки А і В 
(рис. 4.64). Центр кола, яке проõодить через ці 
точки, має бути рівновіддаленим від ниõ. Однією з 
такиõ рівновіддалениõ точок є середина М відрізка 
АВ. Усі інші точки О моæна розглядати як вершини 
рівнобедрениõ трикутників зі спільною основою 
АВ. Тому, враõовуючи властивості рівнобедреного 
трикутника, моæна ствердæувати, ùо всі моæли
ві центри леæать на пряміé МО, проведеніé через 
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середину М відрізка АВ перпендикулярно до нього 
(рис. 4.65). Таку пряму називають серединним 

перпендикуляром до відрізка АВ.

Означення. 
Пряма, яка проходить через середину від
різка і перпендику ляр на до нього, нази вається 
ñåðåäиííиì ïåðïåíäиêóëÿðîì до цього відрізка.

Отæе, усі центри кіл, проведениõ через точки А 
і В, налеæать серединному перпендикуляру до від
різ ка АВ.

Неваæко довести, ùо é, навпаки, коæна точка Q 
серединного перпендикуляра ОМ до відрізка АВ буде 
рівновіддаленою від éого кінців А і В (див. рис. 4.65). 
Для середини M відрізка AB це твердæення очевид
не. Якùо Q не збігається з M, то воно випливає з 
рівності прямокутниõ трикутників QМА і QМВ, ùо 
мають спільниé катет QМ і рівні катети МА та МВ; 
звідси  QA = QB.

Отæе, коæну точку О серединного перпендикуляра 
до відрізка АВ моæна взяти за центр кола, ùо 
проõодить через задані точки А і В. Ðадіусом цього 
кола буде відрізок ОА. Усіõ такиõ кіл — безліч.

Те, ùо коæна точка серединного перпендикуляра 
до відрізка рівновіддалена від éого кінців, і, навпаки, 
точка, яка рівновіддалена від кінців відрізка, нале
æить éого серединному перпендикуляру, означає, ùо 
справдæується така теорема.

Теорема 
(про властивість серединного перпендикуляра). 

Сåðåäиííиé ïåðïåíäиêóëÿð äî â³äð³çêà º ãåîìåò
ðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ê³íц³â 
цьîãî â³äð³çêà. 

Візьмемо тепер на плоùині три точки. Якùо вони 
леæатимуть на одніé пряміé, то æодного кола через 
ниõ провести не вдасться, оскільки, як з’ясовано 
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у §24, коло моæе мати з прямою ùонаéбільше дві 
спільні точки (а тут би їõ було аæ три).

Тому неõаé задані три точки А, В, С не леæать 
на одніé пряміé (рис. 4.66). Øуканиé центр О кола, 
яке проõодить через точки А, В, С, повинен бути 
рівновіддаленим від усіõ циõ точок. Геометричним 
місцем точок, рівновіддалениõ від точок А і В, є 
серединниé перпендикуляр l до відрізка АВ, а гео
метричним місцем точок, рівновіддалениõ від точок 
А, С, — серединниé перпендикуляр m до відрізка АС. 

Неõаé О — точка перетину прямиõ l і m (ці 
прямі обов’язково перетнуться, бо якби вони були 
паралельними, то перпендикулярні до ниõ прямі АВ 
і АС збігалися б, отæе, точки А, В і С леæали б на 
одніé пряміé). Тоді ОА = ОВ і ОА = ОС. Отæе, усі 
три відрізки ОА, ОВ, ОС рівні міæ собою. Звідси 
випливає, ùо точка О є центром шуканого кола, 
а ОА, ОВ і ОС — éого радіуси. Ïричому, з рів
ності ОВ = ОС виõодить, ùо третіé серединниé 
перпендикуляр n до відрізка ВС теæ проõодить через 
ту саму точку О, ùо é перші два l і m (адæе всі точки, 
які рівновіддалені від точок В і С, налеæать пряміé n).

×и моæе існувати інше коло, яке теæ проõодить 
через точки А, В, С? — Ні, не моæе, адæе éого центр 
неодмінно мав би налеæати прямим l і m, а ці прямі 
перетинаються лише в одніé точці О. Тоді é радіус 
ОА, як відстань міæ двома цілком визначеними точ
ками, визначається однозначно. 

Отæе, доведено таку теорему.

Теорема 
(про задання кола трьома точками).

Іñíóº ºäиíå êîëî, ÿêå ïðîõîäиòь чåðåç òðи 
çàäàí³ òîчêи, щî íå ëåæàòь íà îäí³é ïðÿì³é. 
Цåíòðîì цьîãî êîëà º òîчêà ïåðåòиíó ñåðå
äиííиõ ïåðïåíäиêóëÿð³â äî â³äð³çê³â ç ê³íцÿìи 
ó äàíиõ òîчêàõ.

Ðèñ. 4.66
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Ïеллегріно Тібалüді 
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Алегорія геометрії (1592 р.). 
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монастиря св. Лоренсо  
(Ескоріал, Іспанія).

Внизу: деталь з трикутни-
ком, вписаним у коло.
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Ваæливим наслідком із цієї теореми є моæливість 
описати коло навколо будьякого трикутника.

Означення. 
Коло називається îïиñàíиì навколо трикут
ника, а трикутник — відповідно, âïиñàíиì 
у коло, якщо це коло проходить через усі 
вершини трикутника. 

Теорема 
(про існування і єдиність кола, описаного навколо 
трикутника). 

Нàâêîëî бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà ìîæíà îïиñà
òи êîëî, ïðичîìó ºäиíå. Цåíòðîì цьîãî êîëà 
º òîчêà ïåðåòиíó ñåðåäиííиõ ïåðïåíäиêóëÿð³â 
äî ñòîð³í òðиêóòíиêà (див. рис. 4.66).

Розв’язуємо разом

Задача.
Довести, ùо центром кола, описаного навколо 
прямокутного трикутника, є середина гіпотенузи.

Ðозв’язання. Неõаé маємо прямокутниé три
кутник АВС з прямим кутом С, О — середина гіпо
тенузи АВ (рис. 4.67). Ïроведемо коло з центром О 
і радіусом ОА. Відомо, ùо це коло, якùо éого взяти 
без точок А і В, є геометричним місцем точок, з якиõ 
відрізок АВ видно під прямим кутом (геометрич
ним місцем точок Фалеса). Отæе, вершина прямого 
кута С леæить на ньому. Тому це коло є описаним 
навколо трикутника АВС. À оскільки описане коло — 
єдине, то цим твердæення задачі доведено.

Із твердæення цієї задачі випливає такиé наслідок. 

Ðèñ. 4.67
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Мåä³àíà ïðÿìîêóòíîãî òðиêóòíиêà, ïðîâåäåíà 
äî ã³ïîòåíóçи, äîð³âíюº ïîëîâиí³ ã³ïîòåíóçи ³ º 
ðàä³óñîì îïиñàíîãî êîëà.

Вправи і задачі

 531°. На одному з рис. 4.68, а) – г) зображене коло, описане навколо трикутника. 
На якому саме?

 532°. Накресліть коло з радіусом 3,5 см, а потім — який-небудь трикутник, вписаний 
у це коло. Як вписати у коло прямокутний трикутник?

 533°. Накресліть рівнобедрений трикутник з основою 5 см і кутами при основі 
по 75°, а потім опишіть навколо нього коло. Що можна стверджувати про 
розміщення центра цього кола?

 534°. Виконайте завдання попередньої вправи для рівнобедреного трикутника 
з бічною стороною 3 см і кутом при вершині 120°.

 535°. Побудуйте прямокутний трикутник з катетами 3 см і 4 см, а потім опишіть 
навколо нього коло. Де розміщується його центр?

 536. Два населених пункти A і B розташовані по різні боки від річки. В якому місці 
потрібно побудувати міст через річку, аби він був однаково віддалений від 
населених пунктів? Чи завжди ця задача має розв’язок? Скільки цих розв’язків 
може бути?

 537. Позначте точку А і накресліть відрізок à завдовжки 2,5 см. Знайдіть і побу-
дуйте геометричне місце центрів кіл з радіусом R, що дорівнює відрізку à, 
які проходять через точку A.

Ðèñ. .684
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 538. Позначте дві точки А і В. Знайдіть і побудуйте геометричне місце центрів кіл, 
які проходять через ці точки.

 539. Накресліть трикутник АВС. Знайдіть і побудуйте точку, рівновіддалену від 
усіх вершин цього трикутника. Чи завжди існує така точка?

 540. Позначте три точки. Знайдіть і побудуйте точку, 
рівновіддалену від цих точок. Чи завжди існує така 
точка? У якому випадку задача не має розв’язків?

 541. Навколо рівнобедреного трикутника АВС з основою 
ВС описано коло з центром О (рис. 4.69). Визначте 
кут ВАС, якщо кут ВОС дорівнює 100°.

 542. Доведіть, що центр кола, описаного навколо рів-
нобедреного трикутника, належить прямій, яка 
містить медіану, проведену до основи трикутника.

 543.  Доведіть, що центр кола, описаного навколо рів-
нобедреного трикутника, належить прямій, яка 
містить бісектрису, проведену до основи трикут-
ника.

 544.  Доведіть, що центр кола, описаного навколо рівностороннього трикутника, 
збігається з точкою перетину його бісектрис.

 545.  Доведіть, що коли центр кола, описаного навколо трикутника, збігається 
з точкою перетину його медіан, то цей трикутник — рівносторонній.

 546. У трикутнику центр описаного кола належить висоті. Доведіть, що цей три-
кутник — рівнобедрений.

 547. Чи буде висота рівнобедреного трикутника, проведена до основи, геометрич-
ним місцем точок, рівновіддалених від кінців основи?

 548. Із середини відрізка проведено промінь, перпендикулярний до цього відрізка. 
Чи буде він геометричним місцем точок, рівновіддалених від кінців відрізка?

 549. Дано кут і дві точки A і B. На сторонах кута знайдіть точки, рівновіддалені 
від точок A і B.

 550•. Чи буде пряма, на якій лежить медіана трикутника, геометричним місцем 
точок, рівновіддалених від кінців сторони, до якої вона проведена?

 551•. Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 6 см, а кут при основі — 
30°. Визначте радіус кола, описаного навколо цього трикутника.

 552•. У трикутнику центр описаного кола належить медіані. Доведіть, що цей три-
кутник — рівнобедрений або прямокутний.

 553•. Доведіть, що коли центр кола, описаного навколо трикутника, належить його 
стороні, то цей трикутник — прямокутний, причому вказана сторона є його 
гіпотенузою.

Ðèñ. 4.69
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 §26. Взаємне розміщення двох кіл

Якùо два кола на плоùині мають три спільні точки, 
то, за теоремою про задання кола трьома точками, вони 
збігаються. Отæе, моæна передбачити, ùо два різні кола 
моæуть мати або дві спільні точки, або одну, або æодної.

Неваæко переконатися, ùо коæна із циõ моæ ли
вос теé справді моæе реалізовуватися.

Якùо на серединному перпендикулярі до відрізка АВ 
візьмемо дві якінебудь точки О

1
, О

2
 (рис. 4.70), то два 

кола із центрами у циõ точкаõ і з радіусами R = О
1
А та 

r = О
2
А матимуть лише дві спільні точки А і В. 

Означення. 
Про кола, які мають дві спільні точки, кажуть, 
що вони ïåðåòиíàюòьñÿ у цих точках.

Як випливає з нерівностеé трикутника, у разі пе
ретину двоõ кіл відстань О

1
О

2
 міæ їõніми центрами 

менша від суми радіусів R і r, але більша за їõню 
різницю:
 R + r > О

1
О

2
 > R – r.

Якùо, далі, на якіéнебудь пряміé О
1
О

2
 візьмемо 

довільну точку А і проведемо два кола з центрами 
О

1
, О

2
 і з радіусами О

1
А = R та О

2
А = r (рис. 4.71 і 

72), то ці кола матимуть лише одну спільну точку А. 
Справді, припустимо, ùо існує ùе якась спільна точка 

В. Зрозуміло, ùо вона не моæе леæати на пря міé О
1
О

2
, 

бо тоді, маючи дві спільні діаметрально проти леæні 
точки А і В, обидва кола збігалися б, отæе, збігали
ся б і їõні центри О

1
, О

2
. В такому разі, за наслідком 

з нерівності трикутника: О
2
В > |О

1
О

2
 – О

1
В|	 =	

=	|О
1
О

2
 – R|. Якùо маємо ситуацію, зобраæену на 

рис. 4.71, то О
1
О

2
 = О

1
А + О

2
А = R + r. І тоді О

2
В > r. 

Якùо æ маємо ситуацію, зобраæену на рис. 4.72, то 
О

1
О

2
 = О

1
А - О

2
А = R – r. І тоді так само О

2
В > r. 

À це означає, ùо в æодному із циõ випадків точка В 

O1

A B

O2

R

r
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не налеæить друго му колу. Одерæана суперечність 
свідчить про те, ùо побудовані кола справді мають 
єдину спільну точку А.

Означення. 
Про кола, які мають лише одну спільну точку, 
кажуть, що вони äîòиêàюòьñÿ у цій точці, а сама 
ця точка називається òîчêîю äîòиêó. 

Кола моæуть дотикатися зовнішньо, як показано на 
рис. 4.71, або внутрішньо, як показано на рис. 4.72. 
В обоõ випадкаõ точка дотику А леæить на пряміé 
О

1
О

2
, ùо сполучає їõні центри (так званіé лінії цен

трів), а пряма, ùо проõодить через цю точку і пер
пендикулярна до лінії центрів О

1
О

2
, є спільною дотич

ною до обоõ кіл. У випадку зовнішнього дотику кола 
розміùуються по різні боки від спільної дотичної, а у ви
падку внутрішнього дотику — з одного боку від неї.

Неваæко довести, ùо завæди, коли кола дотика
ються зовнішньо (рис. 4.71), то відстань О

1
О

2
 міæ 

їõніми центрами дорівнює сумі радіусів: 
 О

1
О

2
 = R + r,

а якùо внутрішньо (рис. 4.72), — то різниці радіусів: 
 О

1
О

2
 = R – r.

Неõаé тепер два кола розміùені так, ùо відстань 
О

1
О

2
 міæ їõніми центрами більша за суму радіусів 

R + r (рис. 4.73): 
 О

1
О

2
 > R + r.

Зрозуміло, ùо спільні точки циõ кіл не моæуть 
леæати на лінії центрів О

1
О

2
. Ïрипустимо, ùо існує 

якась спільна точка М поза цією прямою. Тоді, за 
наслідком з нерівності трикутника, О

2
М > |О

1
О

2
 – О

1
М|	

= О
1
О

2
 – R. Отæе, О

2
М > r, а тому точка М не моæе 

налеæати другому колу. Одерæана суперечність свід
чить про те, ùо в цьому разі кола не перетинаються, 
причому всі точки одного кола леæать ззовні іншого.

rR

O1
O2

A

A�

M
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Ï’єро Форназетті  
(1913–1988). 

Вгорі: Два круги з обличчя-
ми. Внизу: Півмісяць
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Àналогічно моæна показати, ùо коли відстань 
О

1
О

2
 міæ центрами двоõ кіл буде меншою від різниці 

їõніõ радіусів (рис. 4.74):
 О

1
О

2
 < R – r,

то кола теæ не перетинатимуться, причому коло з мен
шим радіусом леæатиме всередині кола з більшим 
радіусом. Ця ситуація, зокрема, õарактерна для так 
званиõ концентричних кіл — кіл зі спільним цен
тром (рис. 4.75). 

Ïідсумовуючи, маємо такі випадки і умови взаєм
ного розміùення двоõ кіл з радіусами R і r, відстань 
міæ центрами якиõ дорівнює О

1
О

2
:

1) якùо О
1
О

2
 > R + r, то кола не перетинаються 

і од не з ниõ леæить ззовні іншого;
2) якùо О

1
О

2
 = R + r, то кола дотикаються 

зов нішньо;
3) якùо R – r < О

1
О

2
 < R + r (R > r), то кола 

пере тинаються;
4) якùо О

1
О

2
 = R – r (R > r), то кола дотикаються 

внут рішньо;
5) якùо О

1
О

2
 < R – r (R > r), то кола не пере

тинаються і одне з ниõ леæить всередині іншого; 
зокрема, при d = 0 кола є концентричними.

Коæна з умов 1) – 5) виключає будьяку іншу. 
Тому êîæ íà ç íиõ º íå ò³ëьêи íåîбõ³äíîю, à é äî
ñòàòíьîю äëÿ â³äïîâ³äíîãî âçàºìíîãî ðîçì³щåííÿ 
äâîõ ê³ë.

Вправи і задачі

 554°. Зобразіть за допомогою креслярських інструментів різні можливі випадки 
взаємного розміщення двох кіл з радіусами 2 см і 3 см. Якою є відстань між 
центрами цих кіл у кожному випадку?

Ðèñ. 4.74
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 555°. Відстань між центрами двох кіл дорівнює 8 см. Визначте взаємне розміщення 
цих кіл, якщо їхні радіуси дорівнюють: 

  а) 3 см і 4 см;  б) 7 см і 5 см;  в) 9 см і 2 см;  г) 9 см і 1 см; 
  ґ) 3 см і 5 см;  д) 12 см і 3 см.
 556°. Радіуси двох кіл дорівнюють 5 см і 9 см. Визначте відстань між їхніми цен-

трами, якщо кола дотикаються одне до одного: а) зовнішньо; б) внутрішньо.
 557°. Яким є взаємне розміщення двох кіл, якщо:
  а) радіуси кіл дорівнюють 8 см і 2 см, а відстань між їх центрами дорівнює 10 см;
  б) радіуси кіл дорівнюють 11 см і 7 см, а відстань між їхніми центрами дорів-

нює 4 см;
  в) діаметри кіл дорівнюють 32 см і 8 см, а відстань між їхніми центрами до-

рівнює 20 см;
  г) діаметри кіл дорівнюють 42 см і 26 см, а відстань між їхніми центрами 

дорівнює 8 см?
 558°. Визначте радіуси двох концентричних кіл, якщо діаметр більшого кола ді-

литься меншим колом на три частини, які дорівнюють 9 см, 12 см і 9 см.
 559. Два кола з центрами О1 і О2 перетинаються в точках А і В. Доведіть, що пряма 

АВ перпендикулярна до прямої О1О2. 
 560. Два кола з центрами О1 і О2 перетинаються в точках А і В. Доведіть, що промінь 

О1О2 є бісектрисою кута АО1В, а промінь О2О1 — бісектрисою кута АО2В.
 561. Доведіть, що коли два кола дотикаються (зовнішньо або внутрішньо), то точка 

їхнього дотику лежить на лінії центрів.
 562. Спільна точка A двох кіл із центрами O1 і O2 лежить на прямій O1O2. Доведіть, 

що ці кола дотикаються одне до одного в точці A.
 563. Два кола дотикається зовнішньо. Їхні радіуси відносяться, як 2 : 3. Визначте 

радіуси кіл, якщо відстань між їхніми центрами  дорівнює 10 см.
 564. Три кола з радіусами 2 см, 3 см і 4 см попарно дотикаються одне до одного 

зовнішньо. Визначте периметр трикутника з вершинами у центрах цих кіл.
 565. Знайдіть геометричне місце центрів кіл з радіусом 

R, що дотикаються до даного кола з радіусом r.
 566•. Три кола зовнішньо попарно дотикаються одне до 

одного. Відстані між їхніми центрами дорівнюють 
6 см, 7 см і 9 см. Визначте радіуси цих кіл.

 567•. На рис. 4.76 кола з центрами О1, О2 дотикаються 
зовнішньо у точці А, АМ і СВ — їхні спільні дотичні. 
Доведіть, що кут О1МО2 — прямий.

 568•. Два рівних кола, що зовнішньо дотикаються одне до 
одного, внутрішньо дотикаються до третього кола. 
Сполучивши їхні центри, дістанемо рівносторонній трикутник з периметром 
18 см. Визначте радіус більшого кола.
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 §27. Коло, вписане у трикутник

Коло дотикається до відрізка, якùо воно доти
ка ється до прямої, яка містить цеé відрізок, а точка 
дотику налеæить відрізку (рис. 4.77, а). 

Àналогічно означається дотик кола до променя 
(рис. 4.77, б).

Коло називається вписаним у кут, якùо воно 
дотикається до обоõ сторін цього кута (рис. 4.77, в). 
Таке розміùення ôігур дістанемо, наприклад, якùо 
з деякої зовнішньої точки кола проведемо до кола 
дві дотичні.

Означення. 
Коло називається âïиñàíиì у трикутник, 
а трикутник — відповідно, îïиñàíиì навколо 
кола, якщо коло дотикається до всіх сторін 
трикутника (рис. 4.77, г).

Основна мета цього параграôа полягає у тому, 
аби з’ясувати, як знаéти центр і радіус кола, 
вписаного у заданиé трикутник. Ïри цьому ми будемо 
враõовувати таку очевидну річ: якùо коло вписане у 
трикутник, то воно вписане і в коæниé з éого кутів, 
а якùо воно вписане у коæниé з кутів, то вписане 
і в трикутник. Тому для розв’язання поставленого 
завдання потрібно спочатку дослідити питання про 
моæливе розміùення кіл, вписаниõ у кут.

Теорема 
(про геометричне місце центрів кіл, вписаних у кут).

Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì цåíòð³â ê³ë, âïиñàíиõ 
ó êóò, º б³ñåêòðиñà цьîãî êóòà.

Доведення .  Доведемо спочатку, ùо коæна 
точка Q бісектриси АF кута А є центром кола, 
вписаного у кут А (рис. 4.78). Для цього проведемо 
перпендикуляри QМ і QN до сторін кута. Дістанемо 
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прямокутні трикутники АМQ і АNQ зі спільною 
гіпотенузою АQ і рівними гострими кутами МАQ 
та NАQ. Оскільки ці трикутники рівні міæ собою, то 
QМ = QN. Отæе, коло з центром Q і радіусами QМ 
та QN буде вписаним у заданиé кут А. 

Доведемо тепер, ùо центри усіõ кіл, вписаниõ 
у заданиé кут А, налеæать бісектрисі АF цього кута 
(рис. 4.79).

Неõаé О — центр якогонебудь із вписаниõ кіл, 
В і С — точки éого дотику зі сторонами кута. Тоді, 
за властивістю дотичної, ∠АВО = ∠АСО = 90°. À 
тому прямокутні трикутники АВО і АСО рівні за 
катетом (ОВ = ОС — як радіуси кола) та спільною 
гіпотенузою АО. З рівності циõ трикутників випливає 
рівність їõніõ кутів ОАВ та ОАС. Отæе, АО — 
бісектриса кута А. Теорему доведено.

Теорема 
(про існування і єдиність кола, вписаного у три
кутник).

Ó бóäьÿêиé òðиêóòíиê ìîæíà âïиñàòи êîëî, 
³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíå. Цåíòð âïиñàíîãî 
êîëà çб³ãàºòьñÿ ³ç òîчêîю ïåðåòиíó б³ñåêòðиñ 
òðиêóòíиêà.

Доведення. Неõаé маємо довільниé трикутник 
АВС (рис. 4.80). Геометричним місцем центрів кіл, 
вписаниõ у кут А, є бісектриса цього кута. Так само, 
геометричним місцем центрів кіл, вписаниõ у кут В, 
є бісектриса кута В. Отæе, центром кола, вписаного 
одночасно в обидва кути А і В, є точка О перетину 
циõ бісектрис. Точка О неодмінно існує, оскільки 
бісектриса кута А перетинає будьякиé відрізок з 
кінцями на сторонаõ цього кута, зокрема, é бісек
трису кута В.

Оскільки рівними є відстані ОМ і ОN від точки 
О до сторін АВ і АС кута А, а такоæ відстані ОМ 
і ОL від точки О до сторін ВА і ВС кута В, то рівні 
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é відстані ОN і ОL від точки О до сторін СА і СВ 
кута С. Тому рівними є прямокутні трикутники 
СNO і СLO, звідки випливає рівність їõніõ кутів 
ОСN та ОСL. À це означає, ùо точка О налеæить 
ùе é бісектрисі третього кута С трикутника АВС, 
тобто є центром кола, вписаного і в кут С. Оскільки 
коло вписане у коæен із кутів трикутника, то воно 
вписане і в сам цеé трикутник.

Коæна з бісектрис трикутника визначається одно
значно, тому однозначно визначається é центр О кола, 
вписаного у трикутник. Однозначно визначається é 
радіус цього кола, оскільки він дорівнює довæині 
перпендикуляра, опуùеного з точки О на якунебудь 
зі сторін трикутника. Теорему доведено.

Наслідок
(про перетин бісектрис трикутника).

Á³ñåêòðиñи òðиêóòíиêà ïåðåòиíàюòьñÿ â îä
í³é òîчц³.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Довести, ùо відстань від вершини А трикутника до 
блиæчиõ до неї точок Ê, L дотику вписаного кола 
дорівнює різниці міæ півпериметром р трикутника 
і стороною а, протилеæною до вершини А: АÊ =	
= AL = p - а (рис. 4.81).

Ðозв’язання. Неõаé М — точка дотику сторони 
а. Тоді, за властивістю дотичниõ, АÊ = АL, ВÊ = ВМ, 
СM = СL. Тому 2р = АВ + ВС + АС = (AK + BK) + 
+ (AL + CL) + (BM + CM) = (AK + BM) + (AK + 
+ CM) + (BM + CM) = 2АÊ + 2ВМ + 2СМ = 2АÊ +	
+ 2(ВМ + СМ) = 2АÊ + 2а. Звідси р = АÊ + а, отæе, 
АÊ = р - а, ùо é треба було довести.

K
L

B M C

A
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Кафедральний собор  
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у кут трикутного фронтону



229§27. Коло, вписане у трикутник

Вправи і задачі

 569°. На одному з рис. 4.82, а) – ґ) зображено коло, вписане у трикутник. На якому 
саме?

 570°. Накресліть гострокутний, прямокутний і тупокутний трикутники, а потім за 
допомогою транспортира, лінійки і циркуля побудуйте кола, вписані у кожний 
із цих трикутників.

 571°. Накресліть кут з градусною мірою 110°, а потім за допомогою креслярських 
інструментів впишіть у нього два кола.

 572. Усередині трикутника знайдіть точку, рівновіддалену від усіх його сторін. 
Скільки існує таких точок?

 573. Накресліть кут з градусною мірою 60° і впишіть у нього коло з радіусом 2,5 см.
 574. Коло, вписане у рівнобедрений трикутник, ділить його бічну сторону на від-

різки 5 см і 7 см. Визначте периметр трикутника.
 575. Доведіть, що для рівностороннього трикутника центри вписаного й описаного 

кіл збігаються. 
 576. Доведіть, що для рівнобедреного трикутника центр вписаного кола належить 

висоті (медіані), проведеній до основи трикутника.
 577. Накресліть коло, а потім за допомогою косинця опишіть навколо нього трикут-

ник. Як досягти, щоб описаний трикутник був: прямокутним; рівнобедреним; 
правильним? 

 578. Центр кола, яке перетинає сторони кута, лежить на бісектрисі цього кута 
(рис. 4.83). Доведіть, що таке коло відтинає на сторонах кута рівні відрізки.
Чи істинне обернене твердження?

 579. У трикутнику центр вписаного кола лежить на медіані. Доведіть, що цей 
трикутник — рівнобедрений.

Ðèñ. .884

à) á) â) ã) ´)

Рис. 4.82



230 Розділ ІV. Коло і круг

 580. У трикутнику центр вписаного кола лежить на ви-
соті. Доведіть, що цей трикутник — рівнобедрений.

 581•. Коло вписане у рівнобедрений трикутник. Доведіть, 
що пряма, яка сполучає точки дотику кола до бічних 
сторін, паралельна основі трикутника.

 582•. Доведіть, що коли для трикутника центри вписаного 
й описаного кіл збігаються, то цей трикутник — пра-
вильний.

 583•. Сторони трикутника ABC дорівнюють 5 см, 10 см 
і 11 см. Визначте довжини відрізків, на які ці сторони 
діляться точками дотику вписаного кола.

 584•. Знайдіть геометричне місце центрів кіл, які розміщені всередині трикутника 
і дотикаються не менше, ніж до двох його сторін.

 585•. Знайдіть геометричне місце точок, рівновіддалених від двох заданих пере-
січних прямих.

 586•. Дано кут, точку M всередині нього і відрізок p. Знайдіть таку точку, яка од-
наково віддалена від обох сторін кута і знаходиться від точки M на відстані, 
що дорівнює довжині відрізка p.

 587•. Доведіть, що діаметр d кола, вписаного у прямокутний трикутник з катетами 
a і b та гіпотенузою c, визначається за формулою: d = a + b – c.

 §28. Геометричні побудови за допомогою  
лінійки і циркуля (прямих і кіл)

Як ви вæе знаєте, геометричні ôігури містять 
точки. Ïроте про ôігури, складені з точок õаотично, 
без системи, нічого певного сказати не моæна. Для 
того, аби стати предметом вивчення у геометрії, ôі
гуру потрібно означити.

Означення геометричниõ ôігур бувають двоõ видів: 
конструктивні та описові.

У конструктивниõ означенняõ безпосередньо 
вказується, як моæна побудувати означувану ôігу
ру. Наприклад, коли ми означуємо прямиé кут як 
такиé, ùо дорівнює 90°, то цим ôактично вказуємо 
é на спосіб éого побудови за допомогою транспор
тира. Це — приклад конструктивного означення. 
Конструктивними такоæ є означення суміæниõ та 

Ðèñ. .4 89Рис. 4.83
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вертикальниõ кутів, різниõ видів трикутників, залеæ
но від величини їõніõ кутів, елементів трикут ника — 
бісектриси, медіани і висоти, елементів кола — ра
діуса, õорди, діаметра.

На противагу цьому, в описовиõ означенняõ ука
зуються властивості, які повинна мати означувана 
ôігура, однак не вказується способу її побудови. 
Наприклад, означення дотичної до кола як прямої, 
яка має з колом лише одну спільну точку, є описо
вим, оскільки у ньому зазначається властивість, яку 
повинна мати дотична пряма, однак не вказується 
способу її побудови. Іншими відомими вам прикла
дами є означення паралельниõ прямиõ, як такиõ, ùо 
не мають спільниõ точок, різниõ видів трикутників, 
залеæно від величини їõніõ сторін, описаного та 
вписаного кіл.

Особливістю описовиõ означень є те, ùо з ниõ на
перед невідомо, за якиõ умов означувана ôігура існує 
і навіть достеменно невідомо, чи існує вона взагалі. 
Наприклад, за аналогією з означенням кола, вписано
го у трикутник, моæна сôормулювати описове озна
чення кола, вписаного у прямокутник, — як такого 
кола, яке дотикається до усіõ сторін прямокутника. 
Àле такого кола не існує: коло моæе дотикатися ùо
наéбільше до трьоõ із чотирьоõ сторін прямокутника 
(рис. 4.84). Тому таке описове означення є матема
тично некоректним. 

Давнім способом переконатися в існуванні ôігури 
за її описовим означенням є побудова. 

Àле якими інструментами моæна користуватися? 
Досі таке питання у нас навіть не виникало: ùо 

було під руками, тим і користувалися — лініéкою, ко
синцем, циркулем, транспортиром, моæливо, навіть, 
шаблонами… Не особливо задумувалися ми і над тим, 
які æ елементарні операції моæна виконувати з цими 
інструментами. Наприклад, чи моæна вваæати лініé
ку «двосторонньою», тобто чи моæна з її допомогою 

Вірґіль Соліс (1514–1562). 
Геометрія. Гравюра.  
Богиню Геометрію в її 

вільному польоті над землею 
супроводжують два амури. 
Один із них тримає в руці 
лінійку, інøий — циркуль.

Ðèñ. .944Рис. 4.84
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проводити паралельні прямі? Якою має бути довæина 
цієї лініéки, тобто наскільки моæуть бути віддалені 
точки, аби через ниõ моæна було провести пряму? 
Àбо: чи будьякі відрізки моæна відкладати з допо
могою лініéки, а чи тільки ті, які вдається виміряти 
з допомогою нанесеної на неї міліметрової шкали? 
Àналогічні запитання стосуються é іншиõ інстру
ментів. Наприклад, чи моæна за допомогою циркуля 
«переносити» відрізки, а чи це неодмінно потрібно 
робити за допомогою лініéки? Àбо: чи моæна за до
помогою транспортира проводити коло? 

Для теоретичної науки такі невизначеності непри
пустимі. Так само, як при доведенні теорем моæна 
користуватися лише заôіксованим набором основниõ 
ôактів (аксіом), так і в геометричниõ побудоваõ 
використання інструментів регламентується чітким 
переліком основниõ побудов. Фундатори геометрії, 
які æили ùе в античну епоõу, заклали традицію ви
конувати геометричні побудови за допомогою про
ведення прямиõ і кіл, тобто лініéкою і циркулем. 
Ïри цьому вони відповідним чином «ідеалізували» 
ці інструменти. À саме, у геометрії вваæається, ùо:

1) за допомогою лініéки моæна провести пряму 
через будьякі дві точки плоùини (а такоæ частину 
цієї прямої — промінь чи відрізок);

2) за допомогою циркуля моæна провести коло 
з центром у будьякій точці плоùини і з радіусом, 
ùо дорівнює будьякому заданому відрізку (а такоæ 
частину цього кола — дугу).

Отæе, «ідеальність» лініéки полягає у тому, ùо вона, 
поперше, нескінченна, тобто дає змогу без ùонаéмен
шиõ відõилень проводити прямі через дві точки, навіть 
якùо ці точки як завгодно віддалені одна від одної; 
подруге, — лініéка «одностороння», потретє, вона не 
має шкали для вимірювання відрізків.

Символічне зображення 
сузір’я «Öиркулü» з атласу 

«Уранологія» німецького 
астронома Йоганна Боде 

(1801 р.). Сузір’я знаходить-
ся у Південній частині неба 
і тому невидиме у Північній 
півкулі. Його назву у 1752 р. 
запропонував французький 

астроном Нікола Луї 
Лакайль (1713–1762) на 
відзначення виняткового 
значення циркуля в науці. 
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«Ідеальність» циркуля полягає у тому, ùо він 
дає змогу проводити кола з центрами у будьякіé 
точці плоùини і з як завгодно великими чи малими 
радіусами.

Жодниõ іншиõ операціé, окрім зазначениõ, у гео
метричниõ побудоваõ циркулем і лініéкою робити не 
моæна. Наприклад, за допомогою лініéки не моæна 
відкладати відрізки, ùо дорівнюють заданим, напри
клад, позначаючи олівцем їõні довæини на краю шка
ли. Не моæна такоæ «на око» проводити дотичні до 
кола або спільні дотичні до двоõ кіл тоùо. Так само 
за допомогою лише циркуля не моæна провести кола, 
ùо дотикається до заданої прямої чи до іншого кола, 
підбираючи «на око» центр або радіус.

Виконати побудову фігури із заданими влас
тивостями означає âêàçàòи ïîñë³äîâí³ñòь (ал
горитм) із указаних вище двох åëåìåíòàðíиõ 
ïîбóäîâ, після виконання яких буде отримано 
цю фігуру, а також äîâåñòи, що побудована фі
гура справді має усі потрібні властивості. 

Ïри цьому саме ілюстрування побудов за допо могою 
реальниõ креслярськиõ інструментів у геометрії носить 
допоміæниé, сõематичниé õарактер. Головне — це ал
горитм і доведення. З максимальною точністю побудови 
виконують лише у застосуванняõ геометрії, наприклад, 
у кресленні чи інæенерніé граôіці.

До îñíîâíиõ ïîбóäîâ ë³í³éêîю ³ циðêóëåì від
носять: відкладання відрізків і кутів, побудову три
кут ника за трьома сторонами, поділ відрізків і кутів 
навпіл, проведення перпендикулярниõ прямиõ. Ðоз
гля немо детально ці побудови.

Побудова 1.
На заданому промені від éого початку відкласти 
відрізок, рівниé даному відрізку. 

Геометричні інструменти, 
особливо циркуль, здавна 
чинили на людину, яка 

прагне до пізнання, особли-
ву магічну дію. Це добре 

знали художники й графіки 
минулого, які часто розмі-

щували ці атрибути на своїх 
картинах та гравюрах.

Чудовим прикладом є кар-
тина французького худож-
ника Шарля-Альфонса 
Дюфренуа (1611–1668) 
«Алегорія живопиñу» 

(1642 р.), фрагмент якої 
тут подається. Один з 

амурчиків внизу картини 
креслить геометричні фігури, 
інøий тримає книгу і вказує 
на її назву: LEONARDO 

DAVINCI.
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Ðозв ’язання .  Неõаé задано промінь ОХ та 
відрізок а (рис. 4.85) і потрібно на промені ОХ від 
éого початку О відкласти відрізок, рівниé відрізку а.

За допомогою циркуля будуємо коло з центром O 
і радіусом OC = а; неõаé А — точка éого перетину 
з променем ОХ (інша точка В перетину прямої ОХ 
з проведеним колом не налеæатиме променю ОХ). 
Оскільки пряма ОХ проõодить через центр О кола, то 
ОА — éого радіус. Тому ОА = OC = а. Отæе, відрі
зок ОА — шуканиé: він відкладениé на промені ОХ 
від éого початку О і дорівнює заданому відрізку а.

Побудова  2.
Від даної півпрямої відкласти кут, рівниé заданому 
нерозгорнутому куту.

Ðозв’язання. Неõаé дано нерозгорнутиé кут А 
і півпряму OM (рис. 4.86), і потрібно від півпрямої 
ОМ відкласти кут, рівниé куту А, тобто побудувати 
кут В

1
ОС

1
, одна зі сторін якого налеæить півпряміé 

ОМ, а éого величина дорівнює величині кута А.
За допомогою циркуля будуємо два кола з рівними 

радіусами, одне з центром А, інше — з центром О 
(рис. 4.87). Неõаé В, С — точки перетину першого 
кола зі сторонами кута А, В

1  
— точка перетину 

другого кола з півпрямою ОМ. 
За допомогою лініéки проводимо відрізок ВС, 

а потім за допомогою циркуля — коло з центром В
1
 

і радіусом ВС. Неõаé С
1
, С

2 
— точки перетину цього 

кола з раніше побудованим колом із центром О. Тоді 
кути В

1
ОС

1 
і В

1
ОС

2 
— шукані.

Це випливає з того, ùо обидва трикутники ОВ
1
С

1 

і ОВ
1
С

2
 рівні трикутнику АВС за трьома сторонами. 

Тому é кути В
1
ОС

1  
та В

1
ОС

2  
циõ трикутників рівні 

відповідному їм куту А трикутника АВС.
Один із побудованиõ кутів леæить з одного боку 

від півпрямої ОМ, а іншиé — з іншого.
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Зауваæення. В реальніé креслярськіé практиці 
для більшої прозорості рисунка зобраæення допоміæ
ниõ кіл як правило обмеæують невеличкими дугами 
(засічками). Наприклад, у розглянутіé ùоéно побудові 
замість повниõ кіл із центрами О і В

1
 (див. рис. 4.87) 

кресляр обмеæується лише їõніми дугами (рис. 4.88). 

Побудова 3.
Ïобудувати трикутник за трьома даними сторонами.

Ðозв’язання. Неõаé дано три відрізки a, b, c 
(рис. 4.89) і потрібно побудувати трикутник, сторони 
якого дорівнюють цим відрізкам.

За допомогою лініéки будуємо довільну пряму l. На 
пряміé l від будьякої точки A на будьякому з променів 
із початком A відкладаємо відрізок АВ, ùо дорівнює 
одному із заданиõ відрізків, наприклад, с — як опи
сано у побудові 1) (рис. 4.90). Ïотім за допомогою 
циркуля проводимо два кола: одне — з центром А 
і радіусом b, інше — з центром В і радіусом a. Якùо 
ці кола перетнуться і С, С

1 
— точки їõнього перетину, 

то трикутники АВС і АВС
1
 будуть шуканими. 

Справді, наприклад, для трикутника АВС сторо
на АВ дорівнює відкладеному від точки А відрізку 
с, а сторони  АС і ВС  — радіусам проведениõ кіл, 
тобто а і b. 

Якùо æ побудовані кола не перетнуться (рис. 4.91, 
а, б), то трикутника зі сторонами a, b і c не існуватиме.

Зауваæення. Умовою перетину двоõ кіл з центра
ми А, В і радіусами a, b, а отæе, умовою існування 
шука ного трикутника АВС зі сторонами a, b, c, є ви
ко нання нерівностеé |a – b| < АВ < a + b, тобто
 |a – b| < с < a + b.
(див. §26). Як зазначено у §20, ці нерівності рівно
сильні таким:
 a < b + c;  b < a + c;  c < a + b. (*)

Звідси é випливає зазначена у §20 властивість, ùо 
не рівності (*) є не тільки необõідними, а é достатніми 
для існування трикутника зі сторонами a, b, c.
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Побудова 4.
Заданиé нерозгорнутиé кут поділити навпіл. 
Інакше каæучи: побудувати бісектрису заданого 
нерозгорнутого кута.

Ð о з в ’ я з а ння .  Неõаé потрібно побудувати 
бісектрису кута О (рис. 4.92). За допомогою цирку
ля проведемо якенебудь коло з центром О. Неõаé А 
і В — точки перетину цього кола зі сторонами кута. 
Ïроведемо ùе два кола з тим самим радіусом ОА — 
з центрами А і В. Однією точкою їõнього перетину 
буде точка О. Неõаé С — інша точка перетину. Тоді 
промінь ОС — шукана бісектриса.

Справді, трикутники ОАС і ОВС рівні за трьома 
сторонами. Тому рівними є їõні кути АОС і ВОС, ùо 
леæать проти рівниõ сторін АС і ВС. À це é означає, 
ùо ОС — бісектриса кута А.

Зауваæення. Ïобудову точки С шуканої бісек
три  си ОС моæна проводити é за допомогою іншиõ 
рівниõ кіл з центрами А і В, наприклад, з радіусом, 
ùо дорівнює довæині відрізка АВ (рис. 4.93). Трикут
ники OAC і OBC так само будуть рівними за трьома 
сторонами, а тому кут AOC дорівнюватиме куту BOC.

Вправи і задачі

  Усі вказані тут побудови, окрім тих, що окремо обумовлені, потрібно викону-
вати за допомогою проведення прямих і кіл (лінійкою і циркулем).

 588°. Дано точку A і відрізок p. Побудуйте точку, яка знаходиться від точки A на 
відстані, що дорівнює довжині відрізка p. Скільки розв’язків має ця задача?

 589°. Дано пряму a, точку A, яка їй не належить, і відрізок p. Побудуйте на пря-
мій a таку точку, яка віддалена від точки A на відстань, що дорівнює довжині 
відрізка p. Скільки розв’язків може мати ця задача?

 590°. Накресліть за допомогою косинця прямий кут, а потім за допомогою циркуля 
і лінійки побудуйте рівний йому кут.

A
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O
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Ðèñ. 4.103

Î Â
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Рис. 4.92

Рис. 4.93
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 591°. Накресліть за допомогою транспортира тупий кут, а потім за допомогою 
циркуля і лінійки побудуйте рівний йому кут.

 592°. Побудуйте рівносторонній трикутник за даною стороною a.
 593°. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою b і бічною стороною a.
 594°. Накресліть за допомогою косинця прямий кут, а потім за допомогою циркуля 

і лінійки побудуйте його бісектрису.
 595. Побудуйте трикутник за стороною і прилеглими до неї кутами.
 596. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою і кутом при основі.
 597. Побудуйте рівнобедрений трикутник за бічною стороною і кутом між бічними 

сторонами.
 598. Побудуйте в зошиті фігури, рівні зображеним на 

рис. 4.94, а) – б).
 599. Дано трикутник. Побудуйте точку перетину його 

бісектрис.
 600. Побудуйте кут 60°, а потім — його бісектрису.
 601. Побудуйте кути 30°, 15° і 120°.
 602. Даний кут поділіть на 4 рівні частини.
 603•. Побудуйте трикутник за двома нерівними сторона-

ми і медіаною, проведеної до більшої з них.
 604•. За даними двома гострими кутами трикутника по-

будуйте його третій кут.
 605•. За кутом при основі рівнобедреного трикутника 

побудуйте кут між його бічними сторонами.
 606•. За кутом між бічними сторонами рівнобедреного 

трикутника побудуйте його кут при основі.

Побудова 5.
Заданиé відрізок поділити навпіл.

Ðозв’язання. Неõаé дано відрізок АВ, якиé по
трібно поділити навпіл (рис. 4.95).

За допомогою циркуля проводимо два кола, радіуси 
якиõ дорівнюють відрізку АВ: одне з центром А, інше — 
з центром В. Неõаé С

1
, С

2  
— точки перетину циõ кіл.

За допомогою лініéки проводимо пряму С
1
С

2
 і зна

õодимо точку М її перетину з прямою АВ. Точка 
М — шукана середина відрізка АВ.

Справді, точки С
1
, С

2
 рівновіддалені від точок А, 

В, оскільки відстані АС
1
 і ВС

1
, а такоæ АС

2 
і ВС

2 

дорівнюють радіусам побудованиõ кіл. Отæе, ці точки 

à)

á)

Ðèñ. 4.104Рис. 4.94
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налеæать серединному перпендикуляру до відрізка 
АВ. Висота С

1
М у рівнобедреному трикутнику С

1
АВ 

є é медіаною. Тому АМ = МВ.

Зауваæення. Замість кіл з радіусами АВ моæна 
було проводити кола з будьякими іншими рівними 
радіусами і з тими самими центрами А і В (рис. 4.96), 
аби тільки вони перетиналися. À перетинатися вони 
будуть тоді, якùо їõні радіуси будуть більшими за 
половину відрізка АВ, зокрема, — більшими за сам 
цеé відрізок АВ.

Побудова 6.
×ерез точку, задану на пряміé, провести пряму, 
перпендикулярну до цієї прямої.

Ðозв’язання. Неõаé потрібно через точку М 
прямої l провести перпендикулярну до неї пряму 
(рис. 4.97).

За допомогою циркуля проводимо якенебудь коло 
з центром М; неõаé А, В — точки éого перетину 
з прямою l. Тоді М — середина відрізка АВ.

Далі, за допомогою циркуля проводимо два кола 
з цент рами А і В, радіуси якиõ дорівнюють відрізку 
АВ. Неõаé С

1
, С

2
 — точки перетину циõ кіл. Тоді 

пряма С
1
С

2
 — шукана.

Справді, оскільки коæна з точок С
1
, С

2
 рівновід

далена від точок А і В, то пряма С
1
С

2
 — серединниé 

перпендикуляр до відрізка АВ. Вона перпендикулярна 
до цього відрізка, отæе, é до прямої l, і проõодить 
через éого середину, тобто через точку М.

Побудова 7.
×ерез точку, розміùену поза прямою, провести 
пряму, перпендикулярну до цієї прямої.

Ðозв’язання. Неõаé через точку N, розміùену 
поза прямою l, потрібно провести пряму, перпендику
лярну до прямої l (рис. 4.98).
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Візьмемо якунебудь точку M, ùо леæить з іншого 
боку від прямої l, ніæ точка N, і за допомогою цир
куля проведемо коло з центром N і радіусом NM. Це 
коло перетне пряму l у двоõ точкаõ А і В.

Далі, за допомогою циркуля проводимо два кола 
з центрами А і В з одним і тим самим радіусом, ùо 
дорівнює довæині відрізка АВ. Неõаé С

1
, С

2
 — точки 

перетину циõ кіл. Тоді пряма С
1
С

2
 — шукана.

Справді, коæна з точок N, С
1
, С

2
 рівновіддалена 

від кінців відрізка АВ, а тому леæить на серединно
му перпендикулярі до цього відрізка. Отæе, пряма 
С

1
С

2
 перпендикулярна до прямої l і проõодить через 

точку N.

Інколи до основниõ побудов відносять такоæ 
побудови трикутників за двома сторонами і кутом 
міæ ними, за стороною і двома прилеглими кутами, 
прямокутниõ трикутників за катетом і гіпотенузою, 
а такоæ паралельниõ прямиõ. Однак ці побудови, як 
і багато іншиõ ваæливиõ побудов, легко зводяться до 
виокремлениõ виùе основниõ. Ðозглянемо на двоõ 
прикладаõ, як це здіéснюється.

Розв’язуємо разом

Задача 1.
Ïобудувати прямокутниé трикутник за катетом 
і гі потенузою.

Ðозв’язання. Неõаé задано катет а і гіпотенузу 
с прямокутного трикутника (рис. 4.99). Ïобудуємо 
прямиé кут MCN (див. основну побудову 6) 
(рис. 4.100) і на одніé з éого сторін CN відкладемо 
відрізок CB, рівниé відрізку a (побудова 1). Ïотім 
за допомогою циркуля побудуємо коло з центром В 
і радіусом с. Неõаé А — одна з точок перетину цього 

Етüєн Делон  
(1518–бл.1583). 

Геометрія. Гравюра  
(середина ХVI ст.)  

(Британський музей).  
У правій руці муза Гео-
метрія тримає циркуль, 

у лівій — лінійку.

a

c

Ðèñ. 4.109

M

A

c

aC B N

Ðèñ. 4.110

Рис. 4.99

Рис. 4.100
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кола з іншою стороною CM побудованого прямого 
кута. Тоді трикутник АВС — шуканиé.

Оскільки гіпотенуза прямокутного трикутника 
завæди більша за будьякиé із катетів, то необõідною 
умовою для існування розв’язку цієї задачі є вико
нання нерівності a < c. Ця умова є é достатньою, 
оскільки при її виконанні центр проведеного кола 
розміùуватиметься на відстані а від прямої CM, яка 
менша від радіуса с, а тому коло і пряма перетнуться. 
Отæе, точка А існуватиме, а з нею існуватиме é три
кутник АВС.

Задача 2.
×ерез точку, розміùену поза прямою, провести 
пряму, паралельну ціé пряміé.

Ðозв’язання. Неõаé через точку А, розміùену 
поза прямою l, потрібно провести пряму, паралельну 
пряміé l (рис. 4.101).

Візьмемо на пряміé l якунебудь точку В і за до
по могою лініéки проведемо пряму АВ. Неõаé С — 
яканебудь інша точка прямої l. Відкладемо від 
променя АВ кут BAD, рівниé куту АВС і розміùениé 
з протилеæного боку від прямої АВ (побудова 3). 
Ïряма AD — шукана. Справді, оскільки для прямиõ l 
і AD та січної АВ рівні кути BAD і ABC є внутрішні
ми різносторонніми, то прямі l і AD — паралельні.

Вправи і задачі

 607°. Накресліть довільний відрізок і поділіть його навпіл.
 608°. Накресліть довільний відрізок і побудуйте його серединний перпендикуляр.
 609°. Накресліть довільний трикутник і побудуйте одну з його висот.
 610°. Дано довільний трикутник. Як побудувати точку перетину прямих, які містять 

його висоти?
 611°. Задано розгорнутий кут. Побудуйте його бісектрису.
 612°. Як заданий відрізок поділити на 4 рівні частини?

A

l

Ðèñ. 4.111

C B

D

Рис. 4.101
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 613. Побудуйте прямокутний трикутник за двома катетами.
 614. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і гострим кутом.
 615. Побудуйте прямий кут, а потім проведіть його бісектрису.
 616. Побудуйте кут 45°.
 617. Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою і висотою, проведеною до 

основи.
 618. Побудуйте прямокутний трикутник за гіпотенузою і гострим кутом.
 619. Побудуйте рівнобедрений прямокутний трикутник за гіпотенузою.
 620. Побудуйте рівнобедрений трикутник за бічною стороною і висотою, прове-

деною до основи.
 621. Впишіть коло у даний кут.
 622. Впишіть у даний кут коло, яке проходить через задану точку на стороні кута.
 623•. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і бісектрисою прямого кута.
 624•. Побудуйте рівносторонній трикутник за його медіаною.
 625•. Побудуйте прямокутний трикутник за гострим кутом і висотою, проведеною 

до гіпотенузи.
 626•. Побудуйте дотичну до кола, яка паралельна даній прямій.
 627•. Побудуйте дотичну до кола, яка перпендикулярна до даної прямої.

Д л я  ò è х ,  х ò î  х î ч е  з í а ò è  б ³ л ь ш е

 §29. Орієнтовна схема для розв’язування  
задач на побудову

Ðозв’язування коæної геометричної задачі 
на побудову, за винятком, моæливо, 
наéпростішиõ, моæна порівняти зі зведенням 
будівлі чи складанням меõанізму. Ïерш 

ніæ приступити до самиõ побудов, в уяві повинен 
з’явитися образ того, ùо õочеш побудувати. Ïотім, 
відштовõуючись від цього образу, немовби від 
уæе реалізованого, крок за кроком аналізують усі 
éого деталі, аæ поки не сôормується послідовність 
(алгоритм) побудов. Однак після цього потрібно ùе 
впевнитися (у математиці це називається доведенням), 
ùо після реалізації намічениõ побудов справді завæ
ди одерæиться саме те, ùо було потрібно. Нарешті, 
баæано дослідити, скільки розв’язків моæе існувати 
і як вони відрізняються один від одного.
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Тому розв’язування геометричниõ задач на 
побудову як правило розбивають на 4 етапи.

Перший етап (àíàë³ç). Ïрипускають, ùо задача 
розв’язана і ùо, отæе, ôігура з потрібними влас
тивостями уæе побудована. Ïри цьому виконують 
сõематичниé рисунок (зазвичаé від руки), на якому 
відобраæають усі задані é шукані ôігури. Ïотім, 
уваæно розглядаючи усі ці ôігури, намагаються від
шукати визначальні залеæності міæ ними, які зводили 
б побудову шуканої ôігури до виконання наéпростішиõ 
побудов. У результаті цього виникає певна стратегія 
розв’язування. 

Другий  етап (ïîбóäîâà). Ïісля того, як з’яви
лася певна стратегія побудов, її деталізують у вигляді 
конкретного алгоритму, в якому чітко, крок за кроком, 
описують усі побудови, результатом якиõ має стати 
шукана ôігура. Ïри цьому самі побудови на рисунку 
моæуть проводитися не всі або відобраæатися лише 
сõематично.

Третій етап (äîâåäåííÿ). Оскільки аналіз за
дачі має так би мовити «дорадчу» ôункцію, то ціл ком 
моæе таке трапитися, ùо з’ясовані при éого прове
ден ні необхідні умови не є достатніми для побудови 
шуканої ôігури. Тому для гарантування правильності 
розв’язання потрібно обов’язково довести, ùо побу
до вана за описаним алгоритмом ôігура справді задо
вольнятиме усі вимоги задачі. 

×етвертий етап (äîñë³äæåííÿ). Нарешті, для 
повноти розв’язання баæано дослідити, при якому 
взаємному розміùенні заданиõ ôігур і при якиõ спів від
ношенняõ міæ їõніми елементами задача має роз в’язок 
і скільки циõ розв’язків моæе бути. 

Якùо задача нескладна, то в записі її розв’язування 
аналіз, а інколи é дослідæення пропускають, а вка
зують лише алгоритм побудови і доведення. Саме так 
на попередніõ урокаõ розв’язувалися основні задачі на 
побудову. Ðозглянемо декілька прикладів, які покаæуть, 
ùо в складнішиõ ситуаціяõ описану сõему розв’язування 
баæано застосовувати у повному обсязі.

Ґеорґ Ïенц 
(1500–1550).

Геометрія  
(1541 р.) 

Йос ван Вассенхове  
(Юстус ван Гент).  

Евклід 
(бл. 1474 р.)
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Розв’язуємо разом

Задача 1.
Ïобудувати рівнобедрениé трикутник за бічною 
стороною і висотою, проведеною до основи.

Ð о з в ’ я з а н н я .  Ïроведемо аналіз задачі. 
Ïрипустимо, ùо потрібниé рівнобедрениé трикутник 
АВС побудовано і ùо в ньому бічні сторони ВА і ВС 
рівні заданому відрізку а, а висота ВМ, проведена до 
основи АС, рівна заданому відрізку h (рис. 4.102).

Відомо, ùо висота рівнобедреного трикутника, про
ведена до основи, є éого медіаною і ділить три кутник 
на два рівні трикутники. Тому АМ = МС, а прямокутні 
три кутники ВМА і ВМС рівні міæ собою.

Звідси випливає такиé алгоритм побудови: 1) бу
дуємо прямокутниé трикутник ВМА за катетом ВМ = h 
та гіпотенузою ВА = a (задача 1 із попереднього уроку); 
2) на промені АМ від точки М відкладаємо відрізок МС, 
рівниé відрізку АМ. Трикутник ВАС — шуканиé.

Доведемо це. Оскільки ∠ВМС суміæниé з прямим 
кутом ВМА, то він теæ прямиé. Отæе, прямокутні 
три кутники ВМА і ВМС рівні за двома катетами. Звід
си ВА = ВС = a. Тому побудованиé трикутник ВАС 
справді рівнобедрениé. За побудовою, ВМ — висота 
цього трикутника, і вона дорівнює h. Тому трикутник 
ВАС — шуканиé.

Дослідження. Задача має розв’язки тоді і тільки 
тоді, коли існує прямокутниé трикутник ВМА з ка тетом 
h і гіпотенузою а, тобто при а > h. Усі трикутники 
ВМА, які моæна побудувати за цими даними, рівні міæ 
собою. Тому рівні é усі трикутники ВАС.

Задача 2.
Ïобудувати трикутник АВС за даною стороною АС 
= b, кутом А і сумою a + c двоõ іншиõ сторін.

Ðозв’язання. Аналіз. Ïрипустимо, ùо потрібниé 
трикутник АВС побудовано (рис. 4.103), тобто у ньому 

A M C

B

h

h

a

a

Ðèñ. 4.112

a

ac

b

C

A B D

C1

C2

A

b

a c+

Ðèñ. 4.113

Рис. 4.102

Рис. 4.103
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сторона АС дорівнює заданому відрізку b, кут А — 
заданому куту, а сума сторін АВ + ВС — іншому 
заданому відрізку, ùо позначениé як а + с.

Ïродовæимо відрізок АВ за точку В на відстань 
BD, ùо дорівнює стороні ВС, і сполучимо відрізком 
точки С і D. Одерæимо трикутник ACD, якиé моæна 
побудувати за двома сторонами b і a + c та кутом 
А міæ ними. З іншого боку, вершина В трикутника 
АВС рівновіддалена від точок C і D, отæе, налеæить 
серединному перпендикулярі С

1
С

2 
до відрізка CD. 

Тому вона визначається перетином прямої С
1
С

2 
з від

різком AD.
Ïобудова. 1. Будуємо трикутник АСD за двома 

сторонами b та а + с і кутом А міæ ними. 2. Ïроводимо 
серединниé перпендикуляр С

1
С

2 
до сторони CD 

побудованого трикутника. 3. Визначаємо точку В 
перетину прямої С

1
С

2 
зі стороною AD. Трикутник 

АВС — шуканиé.
Доведення. Справді, у побудованому трикутнику 

АВС сторона АС і кут А рівні заданим. Сума сторін 
АВ + ВС = АВ + ВD = а + с теæ дорівнює заданому 
відрізку. Отæе, трикутник АВС задовольняє усі вимоги 
задачі.

Дослідження. Трикутник ACD за сторонами b 
і а + с та кутом А міæ ними завæди моæна побуду
вати, і всі такі трикутники рівні міæ собою. Що æ до 
шуканого трикутника АВС, то для éого існування се
рединниé перпендикуляр С

1
С

2
 до сторони СD повинен 

перетинати сторону AD. Якùо це не виконуватиметься 
(рис. 4.104), то задача розв’язків не матиме.

Вправи і задачі

 628°. Побудуйте прямокутний трикутник, якщо дано його гострий кут і бісектрису 
цього кута.

 629°. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і висотою, проведеною до 
гіпотенузи.

Джон Õеннінг Молодшиé  
(1801–1857).  

Геометрія

BA c a+ D

C2

C1

b

C

Ðèñ. 4.114Рис. 4.104
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 630°. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і медіаною, проведеною до 
іншого катета.

 631°. Побудуйте трикутник за двома сторонами і кутом, протилежним до більшої 
сторони.

 632°. Побудуйте трикутник за двома сторонами і кутом, що лежить проти меншої 
сторони.

 633.  Побудуйте рівнобедрений трикутник за основою і радіусом вписаного кола.
 634.  Побудуйте рівнобедрений трикутник за бічною стороною і радіусом опи-

саного кола.
 635.  Побудуйте трикутник за стороною, висотою і медіаною, проведеними до 

цієї сторони.
 636.  Дано коло і точку всередині нього. Проведіть через цю точку хорду, яка 

ділиться нею навпіл.
 637.  Через точку, взяту всередині кута, проведіть пряму, яка відтинає на сторо-

нах кута рівні відрізки.
 638.  Побудуйте трикутник за основою і висотами, проведеними до бічних сторін.
 639.  Побудуйте трикутник за основою, одним із кутів при основі і радіусом впи-

саного кола.
 640.  Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і радіусом вписаного кола.
 641.  Побудувати трикутник, якщо задані точки дотику вписаного кола до бічних 

сторін.
 642•. Побудуйте трикутник за двома кутами й сумою протилежних їм сторін.
 643•. Побудуйте трикутник за кутом, різницею двох прилеглих до нього сторін 

і висотою, проведеною до однієї із цих сторін.
 644•. Побудуйте прямокутний трикутник за сумою катетів та гострим кутом.
 645•. Побудуйте прямокутний трикутник за катетом і різницею гіпотенузи та 

іншого катета.
 646•. Побудуйте трикутник за кутами при основі і сумою бічних сторін.
 647•. Побудуйте трикутник за стороною, кутом при основі та різницею бічних 

сторін.
 648•. Побудуйте трикутник за кутом, прилеглою до нього стороною та периме-

тром.
 649•. Побудуйте трикутник за двома сторонами і медіаною, проведеною до 

третьої сторони.
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 §30. Метод геометричних місць  
у розв’язуванні задач на побудову

Ще давні геометри відкрили універсальниé 
метод розв’язування задач на побудову, якиé 
тепер нази вають методом геометричних 
місць точок. За цим методом побудову шука

ної ôігури зводять до побудови деякої ключової точки, 
для якої вказують геометричні місця точок, яким вона 
налеæить. Тоді клю чова точка визначиться перетином 
циõ гео мет рич ниõ місць.

Вам уæе відомі такі геометричні місця точок:
1. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, â³ääàëåíиõ â³ä 

çàäàíî¿ òîчêи íà â³äñòàíь, щî äîð³âíюº äîâæиí³ 
çàäàíîãî â³äð³çêà — коло із центром у заданіé точці 
і радіусом, ùо дорівнює довæині заданого відрізка.

2. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê (Фàëåñà), ç ÿêиõ 
çàäàíиé â³äð³çîê âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì — коло, 
діаметром якого є заданиé відрізок (без кінців цього 
діаметра).

3. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä 
ê³íц³â çàäàíîãî â³äð³çêà — серединниé перпендику
ляр до цього відрізка.

Ðазом із цими геометричними місцями точок при 
розв’язуванні задач на побудову часто використову
ється ùе два:

4. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ðîçì³щåíиõ óñå
ðåäиí³ êóòà ³ ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä éîãî ñòîð³í — 
бісектриса цього кута.

5. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ðîçì³щåíиõ ç îäíî
ãî бîêó â³ä ïðÿìî¿ ³ â³ääàëåíиõ â³ä íå¿ íà äîâæиíó 
çàäàíîãî â³äð³çêà, º ³íøà ïðÿìà, ïàðàëåëьíà äàí³é.

Доведемо твердæення 5.
Візьмемо на даніé пряміé l довільну точку A

1
 

і пос тавимо в ніé перпендикуляр A
1
A до прямої l, 

довæина якого дорівнює довæині заданого відрізка p 
(рис. 4.105). Далі через точку A проведемо пряму а, 
перпендикулярну до прямої AA

1
. Як відомо, пряма а 

паралельна пряміé l і всі її точки леæать з одного боку Ðèñ. 4.115

C A B

C1 A1 B1

ppp

a

l

p

Джордж Гловер  
(творч. 1625–1653).

Геометрія  
(1630 р.)

Рис. 4.105
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від прямої l. Ïокаæемо, ùо будьяка точка B прямої а 
віддалена від прямої l на довæину відрізка p.

Ïроведемо перпендикуляр ВВ
1
 до прямої l і роз

глянемо прямокутні трикутники А
1
АВ і ВВ

1
А

1
. Вони 

рівні за спільною гіпотенузою А
1
В і гострими кутами 

А
1
ВА та ВА

1
В

1
, які є внутрішніми різносторонніми 

при паралельниõ прямиõ a і l та січніé А
1
В. Звідси 

випливає рівність їõніõ катетів АА
1
 і ВВ

1
, ùо é треба 

було довести.
Навпаки, неõаé С — довільна точка плоùини, яка 

розміùена з того самого боку від прямої l, ùо é точка 
А, і для якої довæина перпендикуляра СС

1
 до прямої 

l так само дорівнює p. Доведемо, ùо вона налеæить 
пряміé а.

Два перпендикуляри АА
1
 і СС

1
 до прямої l паралель

ні, тому внутрішні різносторонні кути С
1
СА

1
 і СА

1
А, 

утворені цими прямими і січною СА
1
, рівні. Тому три

кутники С
1
СА

1
 і АА

1
С рівні за двома сторонами і кутом 

міæ ними. Звідси випливає рівність їõніõ кутів при 
вершинаõ С

1
 і А. Отæе, кут при вершині А — прямиé, 

а тому пряма АС паралельна пряміé l. Àле через точку 
А проõодить єдина пряма, паралельна пряміé l. Отæе, 
точка С налеæить пряміé а. Доведення завершене.

Розв’язуємо разом

Ðозглянемо два приклади розв’язування задач на 
побудову методом геометричниõ місць точок.

Задача 1.
Ïобудувати рівнобедрениé трикутник за основою і 
радіусом описаного кола.

Ðозв’язання. Аналіз. Ïрипустимо, ùо потріб
ниé рівнобедрениé трикутник АВС уæе побудовано 
(рис. 4.106), отæе, у ньому основа ВС дорівнює 
заданому відрізку а, а радіуси ОА, ОВ, ОС описаного 
кола — заданому відрізку R.

B CM

C2

C1

O

A

a

a

R

R

R

R

Ðèñ. 4.116

Паралельні — дослівно 
«ті, що йдуть поруч», тобто 
всюди на однаковій відстані. 
Паралельні прямі справді 
мають таку властивість.

Рис. 4.106
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Візьмемо за ключову точку для аналізу і побудови 
центр О описаного кола. Ця точка, з одного боку, 
рівновід далена від вершин В і С трикутника, отæе, 
налеæить серединному перпендикуляру С

1
С

2
 до 

відрізка ВС. З іншого боку, вона віддалена від точки 
С (або В) на задану відстань R, тобто налеæить колу 
з центром С і радіусом R. Отæе, точка О є перетином 
обоõ циõ геометричниõ місць точок.

Ïобудова. Відклавши від довільної точки В відрізок 
ВС = а, будуємо серединниé перпендикуляр С

1
С

2
 до 

цього відрізка, а потім — коло з центром С і радіусом 
R. Далі знаõодимо точку О перетину циõ ôігур 
і відкладаємо від неї на пряміé С

1
С

2
 відрізок ОА = R. 

Трикутник АВС — шуканиé.
Доведення. Оскільки точка А налеæить сере дин

ному перпендикуляру С
1
С

2 
до відрізка ВС, то АВ = АС, 

отæе, трикутник АВС — рівнобедрениé. З тієї самої 
причини ОВ = ОС = R, а, за побудовою, é ОА = R. 
Тому радіус кола, описаного навколо трикутника АВС, 
справді дорівнює заданіé величині R. За побудовою é 
основа ВС дорівнює заданіé величині а. Отæе, три
кутник АВС задовольняє усі вимоги задачі.

Дослідження. Задача має розв’язок завæди, коли 
існує точка О, тобто, якùо відстань СО не менша від 
СМ. Отæе, має виконуватися нерівність R ≥ a/2.

Якùо R > a/2, то на пряміé С
1
С

2 
існує дві точки 

О з потрібною властивістю; вони розміùені по різні 
боки від прямої ВС. У свою чергу, для коæної з ниõ 
існує по дві точки А і А

1
, віддалені від О на потрібну 

відстань R. На рис. 4.106 і рис. 4.107 зоб раæені шу
кані трикутники АВС і А

1
ВС для однієї із точок О. 

Трикутники, ùо одерæаться для точки О, розміùеної з 
іншого боку від прямої ВС, будуть рівними трикутнику 
АВС і трикутнику А

1
ВС.

Якùо æ R = a/2, то точка О буде одна і збігатиметь
ся із серединою відрізка АВ. Трикутники АВС і А

1
ВС 

у цьому разі будуть прямокутними і рівнобедреними 
(рис. 4.108).

У другому прикладі обмеæимося лише аналізом та 
дослідæенням задачі.

Ðèñ. 4.118
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Задача 2.
Ïобудувати прямокутниé трикутник за гіпотенузою 
і висотою, проведеною до гіпотенузи.

Аналіз. Ïрипустимо, ùо шуканиé прямокутниé три
кутник АВС побудовано і в ньому гіпотенуза АВ і висота 
СН, проведена до гіпотенузи, дорівнюють заданим від
різкам с і h відповідно (рис. 4.109). Оскільки гіпотенуза 
АВ задана, то, відклавши її від довільної точки, зведемо 
задачу до побудови вершини С прямого кута.

Точка С налеæить геометричному місцю точок 
Фалеса, з якиõ відрізок АВ видно під прямим кутом, 
тобто — колу з діаметром АВ.

З іншого боку, точка С має знаõодитися на заданіé 
відстані h від прямої АВ, тобто леæати на одніé з двоõ 
прямиõ а, а′, паралельниõ пряміé АВ і віддалениõ від 
неї на відстань h. Отæе, точка С є перетином вказаного 
кола та пря  миõ а, а′.

Дослідження. Якùо відрізок h буде меншим від 
половини відрізка с, то при вибраному розміùенні 
гіпотенузи АВ матимемо чотири моæливиõ розмі
ùення для точки С і, відповідно, — чотири шуканиõ 
трикутники АВС. Усі ці трикутники будуть рівними 
міæ собою. Ïри h = c/2 трикутників буде два і вони 
будуть рівнобедреними. Ïри h < c/2 задача розв’язків 
не матиме.

Вправи і задачі

 650°. На заданій прямій побудуйте центр кола, яке проходить через дві задані 
точки.

 651°. На даному колі (даній прямій) побудуйте точку: а) рівновіддалену від за-
даних точок P і Q; б) віддалену від даної точки P на відстань, що дорівнює 
довжині заданого відрізка p.

 652°. Знайдіть точку, віддалену на відстань p від даної прямої a і на відстань ò 
від даної точки M (p i m — задані відрізки).

C a

O

h

c

a�

h

c

Ðèñ. 4.119

A B

Рис. 4.109
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 653°. Дано кут ABC і точку D. Побудуйте точку, що лежить усередині кута, яка 
рівновіддалена від його сторін і знаходиться на відстані p від точки D (p — 
заданий відрізок).

 654°. Побудуйте коло з даним радіусом і з центром на одній стороні даного кута, 
яке дотикається до іншої сторони цього кута.

 655°. Впишіть у даний кут ABC коло з даним радіусом R.
 656°. Знайдіть і побудуйте геометричне місце точок, рівновіддалених від двох 

даних паралельних прямих.
 657°. Знайдіть і побудуйте геометричне місце точок, рівновіддалених від двох 

даних прямих, що перетинаються.
 658.  На заданій прямій a знайдіть точку, рівновіддалену від прямих b і c, які 

перетинаються.
 659.  На даному колі побудуйте точку, рівновіддалену від двох даних прямих, 

що перетинаються. Скільки розв’язків має задача?
 660.  Побудуйте коло, що проходить через задану точку В і дотикається до даної 

прямої a в заданій на ній точці А.
 661.  Побудуйте коло з даним радіусом R, що проходить через дану точку A 

і дотикається до даної прямої a.
 662.  Побудуйте коло, що дотикається до двох даних паралельних прямих і про-

ходить через задану точку, яка лежить між ними.
 663.  Побудуйте трикутник за двома сторонами й висотою, проведеною до однієї 

з них. 
 664.  Побудуйте трикутник за кутом, прилеглою до нього стороною й висотою, 

проведеною до цієї сторони.
 665.  Побудуйте трикутник ABC за кутом A і висотами, проведеними до сторін 

AB та AC.
 666•. Побудуйте трикутник за стороною, висотою, проведеною до цієї сторони, 

та радіусом описаного кола.
 667•. Побудуйте трикутник за кутом, бісектрисою, проведеною з вершини цього 

кута, й висотою, проведеною до прилеглої до цього кута сторони.
 668•. Побудуйте трикутник за кутом, протилежною йому стороною й висотою, 

проведеною до іншої сторони.
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Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

Задача про трисекцію кута

Уæе античні геометри помітили, ùо не всі задачі 
на побудову моæна розв’язати проведенням прямиõ 
і кіл, тобто за допомогою лініéки та циркуля. Ìоæливо, 
це їõ не здивувало б і не стурбувало, якби то були 
якісь спеціально вигадані задачі, обтяæені складними 
комбінаціями заданиõ і шуканиõ ôігур. Та серед такиõ 
нерозв’язниõ задач виявилися і вкраé прості за ôор
мулюванням. Однією з наéвідомішиõ серед ниõ стала 
задача про трисекцію кута, яка полягає у тому, ùоб 
заданиé кут поділити на три рівні частини. 

Для деякиõ кутів цю задачу неваæко розв’язати. 
На при клад, прямиé кут АОВ на три рівні частини 
моæна поділити так. На одніé зі сторін кута від 
éого вершини відкладаємо довільниé відрізок ОА 
і на ньому, як на основі, всередині кута будуємо 
рівносторонніé трикутник ОАC (рис. 4.110). Ïотім 
проводимо бісектрису ОD кута АОC. Тоді промені ОC 
і ОD поділять даниé прямиé кут на три рівні частини.

Справді, оскільки ∠CОА = 60°, то ∠AOD = ∠CОD =	
= 30°. Тоді ∠ВОС =	90°	-	60° = 30°.

Àналогічним способом моæна здіéснити трисекцію 
кута АОВ, ùо дорівнює 45° (рис. 4.111). À саме, побу
дувавши рівносторонніé трикутник ОАС, дістанемо кут 
∠BOС =	60° - 45° = 15°. Залишається відкласти цеé 
кут від сторін ОА і OВ заданого кута АOВ всередину 
нього.

Ìоæна довести, ùо трисекція моæлива для будьяко

го кута з величиною 180
2

ο

n , при n = 0, 1, 2, 3, ... . 

Довга історія пошуку розв’язання задачі в загальному 
випадку завершилася аæ у ХІХ ст., коли ôранцузькиé 
математик Ï’єр Ëоран Ванцель (1814 - 1848) довів, 
ùо в загальному випадку здіéснити трисекцію кута за 
допомогою цир куля і лініéки немоæливо.
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Ïід час пошуків розв’язку задачі про трисекцію кута 
за допомогою лініéки і циркуля було відкрито низку 
надзвичаéно дотепниõ способів із використанням ін
шиõ засобів. Ниæче описуються три наéвідоміші з ниõ.

1. (Спосіб Архімеда). Відступ Àрõімеда від 
ка но нів класичниõ геометричниõ побудов лініéкою 
і циркулем був таким мізерним, ùо при першому 
ознаéомленні éого моæна é не помітити. À полягав 
він у тому, ùо Àрõімед на лініéці ставив дві позначки, 
одну з якиõ під час побудов суміùав з точкою на деякіé 
пряміé, а іншу — з точкою на деякому колі. Однак, як 
ви вæе зна єте, такі дії не налеæать до елементарниõ 
побудов лініéкою і циркулем.

Àлгоритм для трисекції кута АОВ, за Àрõімедом, 
був таким (рис. 4.112). Ïроводиться коло з центром 
О, радіус ОВ якого дорівнює відстані ED міæ двома 
позначками на лініéці. Ïотім лініéка прикладається 
до точки В на колі так, ùоб позначка D розмістилася 
на колі, а позначка Е — на продовæенні сторони ОА 
кута за вершину О. Ïри цьому одерæаниé кут DEO 
дорів нюватиме рівно третині від заданого кута АОВ. 
Отæе, подальші побудови зведуться до відкладення 
ку та ВЕО від сторін кута АОВ.

Доведення. Оскільки DE = DO, то ∠DOE = ∠DEO. 
Тому, за властивістю зовнішнього кута трикутника, 
∠BDO = 2∠DEO. У ∆DOB кут OBD дорівнює куту 
BDO, тобто 2∠DEO. Нарешті, ∠AOB є зовнішнім для 
∆BEO. Отæе, ∠AOB = ∠DEO + ∠OBD = ∠DEO + 
+ 2∠DEO = 3∠DEO, ùо é треба було довести.

2. (Çа допомогою трисектора). У практичниõ 
застосуванняõ, наприклад, у кресленні, значно 
зручнішим від способу Àрõімеда є використання 
спеціального приладу — трисектора, ùо складається 
із кутника і півкруга, з’єднаниõ, як показано на 
рис. 4.113. Ðадіус QC півкруга дорівнює довæині АС 
меншої сторони кутника.

Для трисекції заданого кута АОВ (рис. 4.114) 
трисектор розміùують так, ùоб вершина О кута розмі
ùувалася на краю більшої сторони кутника, при цьому 
одна зі сторін ОА кута має проéти через кінець меншої 
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сторони кутника, а інша сторона ОВ — дотикатися 
до півкруга (неõаé у точці D). Тоді промені ОС і ОQ 
поділять кут АОВ на три рівні частини.

Справді, оскільки ОС — серединниé перпендикуляр 
до відрізка AQ, то ОА = OQ, тобто ∆OAQ — 
рівнобедрениé. Тоді éого висота ОС є é бісектрисою. 
З іншого боку, оскільки OC i OD — дотичні до кола 
з центром Q, то ∠COQ = ∠DOQ. Отæе, усі три кути 
АОС, COQ і BOQ рівні міæ собою, ùо é треба було 
довести.

3. (Çа допомогою конхоїдального циркуля). 
Особливо продуктивним для розвитку математичниõ 
ідеé був тоé напрямок у розв’язуванні задач на 
побудову, коли окрім прямиõ і кіл використовувалися 
ùе é інші лінії, спеціально для цього винаéдені (звідси, 
до речі, é бере свіé початок метод геометричниõ місць 
точок у розв’язуванні задач на побудову). Яскравим 
прикладом є застосування до трисекції кута конхоїди 
Нікомеда, винаéденої давньогрецьким геометром 
Нікомедом у ІІ ст. до н. е. (конõоїда — дослівно «сõоæа 
на мушлю»).

Конõоїда означається так. Береться деяка пряма 
l (база конõоїди) і точка О (ôокус) поза прямою l 
(рис. 4.115). ×ерез точку О проводяться всі моæливі 
промені ОХ до перетину з прямою l, на якиõ від точок 
L перетину з прямою l відкладаються відрізки LM 
сталої довæини а. Геометричне місце усіõ такиõ точок 
М і утворює конõоїду Нікомеда.

Арõімед.
Символічний портрет італій-
ського художника Доменіко 

Фетті (1589–1623)

Ðèñ. 4.144

a a a a a a a a a a a
L

M

X

l

O

Ðèñ. 4.145

M

l

O

L

m

Рис. 4.115 Рис. 4.116
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Відома конструкція так званого конхоїдального 
циркуля — меõанічного приладу для креслення 
конõоїди (рис. 4.116). Основою цього приладу є 
Тподібна рамка з поздовæніми прямолініéними про рі
зами. Ðуõома перемичка OL моæе ковзати і одночасно 
повертатися навколо шарніра, ùо ôіксується на одніé 
з планок m у точці O, а такоæ руõатися поступаль
но уздовæ іншої планки l завдяки заôіксованому на 
перемичці шипу L. У результаті такого руõу точка M 
описує конõоїду.

Неõаé потрібно здіéснити трисекцію гострого кута 
LOK (рис. 4.117). Ïроводимо якунебудь пряму LK, 
перпендикулярну до однієї зі сторін кута, і будуємо 
конõоїду з базою LK так, ùоб відстань LM дорівнювала 
2LO. Далі з точки L ставимо перпендикуляр LN до 
LK (точка N леæить на конõоїді) і проводимо промінь 

ON. Тоді ∠NOK = 1
3
∠LOK.

Доведення. Ïозначимо через P точку перетину 
прямиõ ON і LK, а через Q — середину відрізка NP. 
Оскільки NL || OK, то ∠LNQ = ∠NOK. À оскільки 
∆NLP — прямокутниé і Q — середина éого гіпотенузи, 
то вона є центром описаного кола; звідси QL = QN 
і, отæе, ∠LNQ = ∠NLQ. За властивістю зовнішнього 
кута трикутника, ∠LQO = 2∠LNQ, отæе ∠LQO =	2∠NOK. 
Нарешті, оскільки у трикутнику LOQ, за побудовою, 

Джованні да Болонüя 
(1529–1608).  

Богиня геометрії  
та архітектури (бл. 1565 р.). 
Державний художній музей 

у Копенгагені (Данія).

Ðèñ. 4.146

M

l

O

LK P

N

Q

Рис. 4.117
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LO = LQ, то ∠LQO = ∠LON. Отæе, ∠LON = 2∠NOK, 

і тому ∠NOK = 1
3
∠LOK, ùо é треба було довести.

Намагаючись аналогічним чином розв’язати інші 
нерозв’язні задачі на побудову, античні математики 
відкрили цілу низку іншиõ цікавиõ лініé, зокрема, конічні 
перерізи. На дослідæенні циõ лініé випробовували свої 
сили дослідники усіõ наступниõ епоõ аæ до новітніõ 
часів, а самі ці лінії дивовиæним чином знаéшли 
застосування у ôізиці. Ïарадоксально, але параболічні 
é гіперболічні антени ми зараз маємо саме тому, ùо 
колись сиві мудреці, розв’язуючи «шкільні» задачі 
на побудову, відкрили лінії, які здатні ôокусувати 
промені.

Аëå ïðî цå âæå â íàñòóïíиõ êëàñàõ!

Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі IV
Основні означення і властивості кола і круга

O

M

R

Коло — це геометрична ôігура (геометричне місце 
точок), ùо складається з усіõ точок М плоùини, які рів
новіддалені від деякої точки О. Точка О — центр кола, а 
відрізок і відстань ОМ — радіус кола.

Слово «центр» поõодить від латинського «центрум» 
і грецького «кентрон», які означають «вістря».

Слово «радіус» в перекладі з латини означає «промінь». 
Ðадіус кола часто позначається літерами R або r.

R

R R

R

D

C

O
A B

Хорда кола — відрізок CD, ùо сполучає дві точки на колі.
Діаметр кола — õорда AB, ùо проõодить через центр кола.
Слово «õорда» поõодить від грецького «куерда» — «тя

тива лука», «струна». Слово діаметр поõодить від грецького 
«діаметрос» — «поперечник».

Кут СОD — центральниé; кут ОСD — вписаниé.
Д³àìåòð äîð³âíюº äâîì ðàä³óñàì.
Д³àìåòð б³ëьøиé çà бóäьÿêó ³íøó õîðäó. Справді, за 

нерівністю трикутника, СD < OC + OD. Звідси СD < AB.
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O

P

BA

M

D

C

Точка Р леæить óñåðåäиí³ êîëà, якùо відстань ОР до 
центра кола менша від радіуса.

Круг — геометрична ôігура, ùо складається з усіõ то
чок Р плоùини, які леæать на колі і всередині нього. 

Центр О, радіус OM, õорда СD і діаметр АВ кола на
зиваються відповідно центром, радіусом, хордою і діа
метром круга.

C

A B
O

Теорема Фалеса (про кут, під яким діаметр кола видно 
з точки на колі). З бóäьÿêî¿ òîчêи С êîëà éîãî ä³àìåòð 
АВ âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì, òîбòî ∠АСВ =	90°. 

Доведення. ∠ОАС = ∠ОСА, ∠ОВС = ∠ОСВ. 
Додавши ці рівності, матимемо: ∠А + ∠В = ∠С. 
Àле ∠А + ∠В + ∠С = 180°, звідси 2∠С = 180°, ∠С = 90°.
Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê С ïëîщиíи, ç ÿêиõ 

çàäàíиé â³äð³çîê АВ âиäíî ï³ä ïðÿìиì êóòîì, º êîëî, 
ïîбóäîâàíå íà цьîìó â³äð³çêó ÿê íà ä³àìåòð³, ç ÿêîãî 
âиëóчåí³ äâ³ òîчêи — ê³íц³ ä³àìåòðà АВ.

A

O

M

B

D

C

Теорема (про властивість діаметра, перпендикуляр
ного до хорди). Д³àìåòð êîëà, ÿêиé ïåðïåíäиêóëÿðíиé 
äî õîðäи, ä³ëиòь цю õîðäó íàâï³ë.

Доведення. ∠ОМА = ∠ОМВ = 90°, ОА = ОВ, тому 
∆ОМА	= ∆ОМВ. Звідси АМ = МВ.

Теорема (про властивість діаметра, який ділить 
хорду навпіл). Яêщî ä³àìåòð êîëà ä³ëиòь õîðäó, ÿêà 
íå º ä³àìåòðîì, íàâï³ë, òî â³í ïåðïåíäиêóëÿðíиé äî 
ц³º¿ õîðäи.

Доведення. АМ = МВ, ОА = ОВ, тому ∆ОМА = ∆ОМВ 
(сторона ОМ — спільна). Звідси ∠ОМА = ∠ОМВ = 90°.

O

M1QM2

R

Ïряма називається січною для кола, якùо вона має з ко
лом дві спільні точки. 

Якùо М
1
М

2
 — січна, то відстань OQ до неї (ùо дорівнює 

катету ∆OQM
1
) менша від радіуса OM

1
 = R (гіпотенузи).

Навпаки, якùо відстань OQ менша від радіуса OM
1
, 

то існує рівно два рівниõ прямокутник трикутники OQM
1
 

і OQM
2
 зі спільним катетом OQ і гіпотенузою R. Тому пряма 

М
1
М

2
 тоді є січною.
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Дотична до кола

O

Q

a

R

M

Ïряма називається дотичною до кола, якùо вона має 
з колом єдину спільну точку. 

Теорема (ознака дотичної до кола). Яêщî ïðÿìà 
ïðîõîäиòь чåðåç òîчêó êîëà ³ ïåðïåíäиêóëÿðíà äî 
ðàä³óñà, ïðîâåäåíîãî â цю òîчêó, òî âîíà º äîòичíîю.

Доведення. Неõаé а ^ OQ. Тоді у ∆OQM: OM > OQ, 
тобто OM > R, і тому точка М не налеæить колу. Q — єдина 
спільна точка прямої а і кола. a — дотична.

O

Q�
N

Q
a

Теорема (властивість дотичної до кола). Дîòичíà äî 
êîëà ïåðïåíäиêóëÿðíà äî ðàä³óñà êîëà, ïðîâåäåíîãî ó 
òîчêó äîòиêó.

Àбо інакше: â³äñòàíь â³ä цåíòðà êîëà äî äîòичíî¿ 
äîð³âíюº ðàä³óñó.

Доведення. Неõаé Q — точка дотику дотичної a. Якùо 
OQ — не перпендикуляр до а, то проведемо перпендикуляр 
ON і побудуємо ∆ONQ′, рівниé ∆ONQ, з іншого боку від 
прямої ON. Оскільки OQ = OQ′, то на пряміé а матимемо 
ùе одну спільну точку з колом — Q′. Ïротиріччя. Отæе, 
а ^ OQ.

O P

Q

Q�

Теорема (властивість відрізків дотичних, проведених 
з однієї точки до кола). В³äð³çêи äîòичíиõ, ïðîâåäåíиõ 
ç îäí³º¿ òîчêи äî êîëà, ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Трикутники POQ і POQ′ рівні за катетом 
(OQ = OQ′) і гіпотенузою OP. Тому PQ = PQ′.

Серединний перпендикуляр до відрізка

A B

l

Серединний перпендикуляр до відрізка АВ — це 
пряма l, яка проõодить через середину цього відрізка і пер
пен дику ляр на до нього.
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A B

O

M

Q

l
Теорема (про властивість серединного перпенди

куляра). Сåðåäиííиé ïåðïåíäиêóëÿð äî â³äð³çêà º 
ãåîìåòðичíиì ì³ñцåì òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä 
ê³íц³â â³äð³çêà. 

Доведення. 1. Неõаé О — довільна точка серединного 
перпендикуляра l до відрізка АВ. Тоді ∆ОМА = ∆ОМВ за 
двома катетами. Тому ОА = ОВ.

2. Навпаки, неõаé QA = QB. Тоді ∆QМА = ∆QМВ за 
трьома сторонами. Тому ∠QMA = ∠QMB = 90°. Отæе, 
точка Q налеæить l.

Задання кола точками. Коло, описане навколо трикутника

A

O

B

C

m
n

l

Теорема (про задання кола трьома точками).
Іñíóº ºäиíå êîëî, ÿêå ïðîõîäиòь чåðåç òðи çàäàí³ 

òîчêи, щî íå ëåæàòь íà îäí³é ïðÿì³é.
Доведення. Неõаé А, В, С — задані точки. Центр О 

шуканого кола моæе налеæати тільки серединним перпен
дикулярам l, m і n до відрізків АВ, АС і ВС. Ïрямі l, m 
обов’язково перетнуться, бо якби вони були паралельни
ми, то перпендикулярні до ниõ прямі АВ і АС збігалися б. 
Для точки О перетину маємо: ОА = ОВ і ОА = ОС. Звідси 
ОВ = ОС, а тому точка О налеæить і третьому серединно
му перпендикуляру n. Отæе, точка О є центром шуканого 
кола і вона визначається однозначно. Так само однозначно 
визначається é радіус — як відстань від точки О до якоїсь 
із рівновіддалениõ точок А, В, С. 

Коло називається описаним навколо трикутника, а три
кутник — відповідно, вписаним у коло, якùо це коло 
проõодить через усі вершини трикутника. 

Теорема (про існування і єдиність кола, описаного 
навколо трикутника). Нàâêîëî бóäьÿêîãî òðиêóòíиêà 
ìîæíà îïиñàòи êîëî, ïðичîìó ºäиíå. Цåíòðîì цьîãî 
êîëà º òîчêà ïåðåòиíó ñåðåäиííиõ ïåðïåíäиêóëÿð³â 
äî ñòîð³í òðиêóòíиêà.

Теорема є простим наслідком з теореми про задання 
кола трьома точками.
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Вписане коло
Коло дотикається до відрізка, якùо воно дотикається 

до прямої, яка містить цеé відрізок, а точка дотику налеæить 
відрізку.

Коло дотикається до променя, якùо воно дотикається 
до прямої, яка містить цеé промінь, а точка дотику налеæить 
променю.

Коло називається вписаним у кут, якùо воно дотика
ється до обоõ сторін цього кута.

Коло називається вписаним у трикутник, а трикут
ник — відповідно, описаним навколо кола, якùо коло 
дотикається до всіõ сторін трикутника.

Q

F

MA

N O

Â

Ñ

Теорема (про геометричне місце центрів кіл, вписа них 
у кут). Гåîìåòðичíиì ì³ñцåì цåíòð³â ê³ë, âïиñàíиõ 
ó êóò, º б³ñåêòðиñà цьîãî êóòà.

Доведення. 1. Неõаé Q — довільна точка бісектри
си AF кута А, QM і QN — перпендикуляри до сторін кута. 
∆АМQ = ∆АNQ — за спільною гіпотенузою АQ і рівними 
гострими кутами МАQ і NАQ. Тому QМ = QN. Отæе, точка 
Q є центром кола, вписаного в кут А.

2. Навпаки, неõаé О — центр довільного кола, вписаного 
у кут А, В і С — точки éого дотику зі сторонами кута. Тоді 
∠АВО = ∠АСО = 90°. Тому ∆АВО = ∆АСО — за катетом 
(ОВ = ОС — як радіуси кола) та гіпотенузою АО. Звідси 
∠ОАВ = ∠ОАС. Отæе, АО — бісектриса кута А.

N O
L

A M B

C

Теорема (про існування і єдиність кола, вписаного 
у три кутник). Ó бóäьÿêиé òðиêóòíиê ìîæíà âïиñàòи 
êîëî ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíå. Цåíòð âïиñàíîãî 
êîëà çб³ãàºòьñÿ ç òîчêîю ïåðåòиíó б³ñåêòðиñ.

Доведення. Геометричними місцями центрів кіл, вписа
ниõ у коæен із кутів А і В, є бісектриси циõ кутів. Тому 
центром кола, вписаного одночасно в обидва кути А і В, є 
точка О перетину циõ бісектрис. Точка О неодмінно існує, 
оскільки бісектриса кута А перетинає будьякиé відрізок із 
кінцями на сторонаõ цього кута, зокрема, é бісектрису кута В.
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ОМ = ОN, ОМ = ОL, тому ОN = ОL. Отæе, точка О 
налеæить бісектрисі é третього кута С трикутника АВС, 
тобто є центром кола, вписаного в кут С, а тому і в три
кутник АВС.

Коæна з бісектрис трикутника визначається однознач
но, тому центр і радіус вписаного кола теæ визначаються 
однозначно.

Наслідок. Á³ñåêòðиñи òðиêóòíиêà ïåðåòиíàюòьñÿ 
â îäí³é òîчц³.

Задачі на побудову лінійкою і циркулем
Задачі на побудову лініéкою і циркулем (проведенням прямиõ і кіл) розв’язуються 

на основі такиõ двоõ правил (елементарних побудов): 
1) çà äîïîìîãîю ë³í³éêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó (àбî ¿¿ чàñòиíó — â³ä

ð³çîê чи ïðîì³íь) чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ïëîщиíи;
2) çà äîïîìîãîю циðêóëÿ ìîæíà ïðîâåñòи êîëî (àбî éîãî чàñòиíó — 

äóãó) ç цåíòðîì ó бóäьÿê³é òîчц³ ïëîщиíи ³ ç ðàä³óñîì, ÿêиé äîð³âíюº 
бóäьÿêîìó çàäàíîìó â³äð³çêó.

Виконати побудову геометричної ôігури із заданими властивостями (розв’язати 
задачу на побудову) означає âêàçàòи ïîñë³äîâí³ñòь (àëãîðиòì) åëåìåíòàðíиõ 
ïîбóäîâ, після виконання якиõ буде отримано цю ôігуру, а такоæ äîâåñòи, ùо 
побудована ôігура справді має потрібні властивості.

Основні побудови
(У круæечкаõ на рисункаõ указується послідовність кроків відповідного алгоритму)

O
Xa

a

a

A

1

2

Побудова 1.
На заданому промені ОХ від éого початку відкласти 

відрізок, рівниé даному відрізку а. 
Àлгоритм. 
1. Ïроводимо коло з центром O і радіусом a.
2. Визначаємо точку А перетину кола з променем OX.
Відрізок OA — шуканиé.

A

C

B

1

3

Побудова  2.
Від даної півпрямої ОМ відкласти кут, рівниé заданому 

нерозгорнутому куту САВ.
Àлгоритм. 
1. Ïроводимо коло з центром A довільним радіусом.
2. Тим самим радіусом проводимо коло з центром O.
3. Ïроводимо відрізок BC.
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O

C1

B1

C2

M

2

4

6

5

6

5

4. Ïроводимо коло з центром B
1
 і радіусом BC.

5. Визначаємо точки C
1
, C

2
 перетину двоõ кіл.

6. Ïроводимо промені OC
1
, OC

2
.

Кути ∠MOC
1
, ∠MOC

2
 — шукані.

a

b

c

A B

C

C1

ab

c
1

2
3

4

5
6

4

6

Побудова 3.
Ïобудувати трикутник за трьома даними сторонами 

а, b, c.
Àлгоритм. 
1. Відрізок AB = c.
2. Коло з центром A радіусом b.
3. Коло з центром B радіусом a.
4. Точки C

1
, C

2
 перетину побудованиõ кіл.

5. AC, AC
1
.

6. BC, BC
1
.

∆ABC, ∆ABC
1
 — шукані.

A

B

C

O

1

2

3

4

5

Побудова 4.
Заданиé нерозгорнутиé кут О поділити навпіл.
Àлгоритм. 
1. Коло з центром O довільним радіусом.
2, 3. Кола з центрами A і B тим самим радіусом.
4. Визначаємо точку C перетину кіл 2 і 3, ùо не збіга

ється з O.
5. Ïромінь OC — шукана бісектриса.

A
M

B

C1

C2

1 2

3

3

4

5

Побудова 5.
Заданиé відрізок АВ поділити навпіл.
Àлгоритм. 
1, 2. Кола рівниõ радіусів з центрами A і B.
3. Точки C

1
, C

2
 їõнього перетину.

4. Ïроводимо пряму C
1
C

2
.

5. Точка M перетину прямиõ AB і C
1
C

2
 — шукана.
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A M B

C1

C2

l

1
2 3

4

4

5 Побудова 6.
×ерез точку М, задану на пряміé l, провести пряму, 

перпендикулярну до цієї прямої.
Àлгоритм. 
1. Коло з центром M довільним радіусом.
2, 3. Кола з центрами A і B радіусом AB.
4. Точки C

1
, C

2
 перетину кіл 2 і 3.

5. Ïряма C
1
C

2
 — шукана.

A

N

B

C1

C2

l

3 4

1
M

2
5

5

6

Побудова 7.
×ерез точку N, розміùену поза прямою l, провести пря

му, перпендикулярну до цієї прямої.
Àлгоритм. 
1. Ïозначаємо довільну точку M з протилеæного боку 

до точки N відносно прямої l.
2. Коло з центром N радіусом NM.
3, 4. Кола з центрами A, B радіусом AB.
5. Точки C

1
, C

2
 перетину кіл 3, 4.

6. Ïряма C
1
C

2
 — шукана.

Ìетод геометричних місць точок у розв’язуванні задач на побудову 
полягає у зведенні побудови шуканої ôігури до побудови деякої ключової точки, 
для якої вказуються геометричні місця точок, яким вона налеæить. Тоді ця точка 
визначається перетином побудованиõ геометричниõ місць.

Основні геометричні місця точок, що використовуються при розв’язу
ванні задач на побудову

1. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, â³ääàëåíиõ â³ä çàäàíî¿ òîчêи íà â³äñòàíь, 
щî äîð³âíюº äîâæиí³ çàäàíîãî â³äð³çêà — коло із центром у заданіé точці 
і радіусом, ùо дорівнює довæині заданого відрізка.

2. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê (Фàëåñà), ç ÿêиõ çàäàíиé â³äð³çîê âиäíî 
ï³ä ïðÿìиì êóòîì — коло, діаметром якого є заданиé відрізок (без кінців цього 
діаметра).

3. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ê³íц³â çàäàíîãî â³äð³ç
êà — серединниé перпендикуляр до відрізка.

4. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ð³âíîâ³ääàëåíиõ â³ä ñòîð³í çàäàíîãî êóòà — 
бісектриса кута.

5. Гåîìåòðичíå ì³ñцå òîчîê, ÿê³ ëåæàòь ç îäíîãî бîêó â³ä ïðÿìî¿ ³ â³ä
äàëåí³ â³ä íå¿ íà äîâæиíó çàäàíîãî â³äð³çêà — дві прямі, паралельні даніé 
і віддалені від неї на довæину заданого відрізка.
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Перевір себе

 1. Дайте означення кола і круга. Що таке хорда та діаметр кола і круга? Які 
залежності існують між довжинами діаметра і хорд, проведених в одному 
крузі?

 2.  Сформулюйте теорему Фалеса про кут, під яким діаметр кола видно з точки, 
розміщеної на колі. Як довести цю теорему? Яке геометричне місце точок 
можна означити на підставі цієї теореми?

 3. Які властивості має діаметр кола (круга), проведений перпендикулярно до 
хорди або через її середину? Як довести ці властивості?

 4. Сформулюйте теорему Фалеса про поділ круга діаметром. Яка ідея покла-
дена в основу її доведення? Які наслідки можна вивести із цієї теореми?

 5. Яким може бути взаємне розміщення прямої і кола на площині?
 6. Що таке дотична до кола? Яку характерну властивість вона має? Як можна 

провести дотичну до кола із зовнішньої точки?
 7. Скільки кіл можна провести на площині через одну точку? А — через дві? Як 

розміщені центри цих кіл?
 8. Сформулюйте теорему про властивість серединного перпендикуляра до 

відрізка.
 9. Скільки кіл можна провести на площині через три фіксовані точки? Сфор-

мулюйте й доведіть відповідну теорему. Який наслідок для трикутника з неї 
можна вивести?

 10. Яким може бути взаємне розміщення двох кіл на площині? 
 11. Коли коло називають вписаним у кут? А — в трикутник? Де розміщуються 

центри всіх кіл, вписаних у кут? Сформулюйте і доведіть відповідну теорему.
 12. Скільки кіл можна вписати у трикутник? Сформулюйте і доведіть відповідну 

теорему.
 13. Що таке геометричні побудови за допомогою циркуля і лінійки? До яких еле-

ментарних побудов має зводитися кожна побудова за допомогою циркуля 
та лінійки?

 14. Які із задач на побудову вважають основними? Як вони розв’язуються?
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Завдання для повторення та проведення  
контрольної роботи до розділу ІV

 1. а) Хорда кола перетинає діаметр під кутом 30° і ділиться цим діаметром на 
частини завдовжки 6 см і 12 см. Визначте відстані від кінців хорди, а також 
від її середини до діаметра.

  б) Хорда кола перетинає діаметр під кутом 30° і ділить його на два відрізки 
завдовжки 5 см і 15 см. Визначте відстань від центра кола до цієї хорди.

 2. а) У трикутнику центр описаного кола лежить на висоті. Доведіть, що цей 
трикутник — рівнобедрений.

  б) У трикутнику центр описаного кола збігається з точкою перетину двох 
медіан. Доведіть, що цей трикутник — рівносторонній.

 3. а) На рис. 4.147, а) DA — дотична до кола в точці A. Визначте кут BAD.
  б) На рис. 4.147, б) AD — дотична до кола в точці A. Визначте кут BOA.

 4. а) У трикутнику центр вписаного кола лежить на висоті. Доведіть, що трикут-
ник — рівнобедрений.

  б) У трикутнику центр вписаного кола лежить на серединному перпендикулярі 
до однієї зі сторін. Доведіть, що трикутник — рівнобедрений.

 5. а) Сторони трикутника ABC дорівнюють 5 см, 6 см і 7 см. Визначте довжини 
відрізків, на які ці сторони розбиваються точками дотику вписаного кола.

  б) Сторони трикутника ABC дорівнюють 7 см, 8 см і 13 см. Визначте довжини 
відрізків, на які ці сторони розбиваються точками дотику вписаного кола.

 6. а) Два кола розміщені одне всередині іншого. Діаметр більшого кола, що проходить 
через центр меншого кола, ділиться меншим колом на три частини, які дорівнюють 
2 см, 10 см і 6 см. Визначте діаметри кіл і відстань між їхніми центрами.

  б) Два кола, радіуси яких відносяться, як 2 : 5, розміщені одне всередині 
іншого. Діаметр більшого кола, що проходить через центр меншого кола, ді-
литься меншим колом на три частини, крайні з яких дорівнюють 10 см і 5 см. 
Визначте радіуси кіл і відстань між їхніми центрами.

Ðèñ. 4.147

O

A

B

D

100� O

A

B

D50�

à) á)
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 7. а) Два кола з центрами O1 і O2 перетинаються в точках A і B. Доведіть, що 
O1O2 ^ AB.

  б) Два кола з центрами O1 і O2 перетинаються в точках A і B. Доведіть, що 
пряма O1O2  ділить навпіл кути AO1B та AO2B.

 8. а) Дано дві точки і пряму. Проведіть через ці точки коло, центр якого належить 
даній прямій.

  б) Дано дві точки і коло. Проведіть через ці точки інше коло, центр якого 
належить даному колу.

 9*. а) Дано дві паралельні прямі і точку, яка лежить між ними. Побудуйте коло, 
яке дотикається до даних прямих і проходить через дану точку.

  б) Дано дві паралельні прямі і січну. Побудуйте коло, яке дотикається до всіх 
трьох прямих.

Шановний друже!
Геометрія 7 класу завершена. Ìи запрошуємо тебе до 8 класу, де ти, зпоміæ іншого, 

вивчатимеш теорему Ïіôагора é золотиé переріз, які знаменитиé астроном Éоганн Кеплер 
уваæав наéціннішими перлинами геометрії. Саме їõ ôранцузькиé õудоæник Ëоран Делагір 
(1606–1656) відобразив на аркуші в руці у музи Геометрії на ціé картині.

Лоран Делагір. Алегорія геометрії (1649 р.)
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Відповіді до вправ і задач
7. Так. 14. 6; Ні. 15. б) 6, 4 або 1. 21. c, d, e. 22. Z. 23. M. 24. Так. 25. Так. 26. Ні. 27. Так. 
28. 6; Ні. 29. а) Так. 30. 4 випадки. 31. 6. 32. 4; 6. 44. А або В. 46. 11 см, 17 см. 47. 12 см, 
16 см. 48. 10 2

3
 см. 49. 2 см. 50. 1,4 см або 8 см. 51. 14 см або 6 см. 52. 8 см або 14 см. 

53. 27 см, 11 см. 54. 10 см. 55. 8 см. 56. Ні. 69. а) 40°, 20°; б) 15°, 45°; в) 18°, 42°. 70. 90° 
або 120°. 72. 45°; 35° і 60°. 73. Так, 2n°. 74. 120°. 75. Ні. 76. 150°, 105°, 30°, 45°, 135°, 
60° тощо. 85. 130°. 86. 50°, 130°. 87. 70°, 110°. 88. 30°, 150°. 89. 72°, 108°. 93. ∠В > ∠D. 
95. 108°, 72° або 102 6

7
°, 77 1

7
°. 96. 45°, 135°. 97. 144°. 98. 20°, 60°. 99. 90°. 112. 65°, 

115°. 113. 36°, 144°. 114. а) 100°, 80°; б) 60°, 120°; в) 50°, 130°. 115. 35, 75°, 60°. 117. 75°, 
105°. 118. 90°, 90°. 119. По 90°. 120. 120°, 60°. 131. 1) 50°; 2) 80°; 3) 70°; 4) 10°. 132. 60°. 
133. 55°. 134. 60°. 135. 55°. 139. 60°, 120°. 162. Ні. 163. Ні. 175. 75°, 80°. 176. 72°, 108°. 
177. 30°, 150°. 178. 75°, 105°. 179. b перетинає, ñ — не обов’язково. 180. Ні. 182. Ні. 
183. Так. 184. а) 95°; б) 110°, 185. 60°. 196. 4 см, 12 см, 24 см. 197. а) 15 см; б) 10 см; 
в) 20 см, 40 см. 198. 4 см, 16 см, 14 см. 199. В. 200. 14 см. 213. Ні. 215. а) 30°, 60°, 90°. 
216. 40°, 50°. 217. 66°, 24°. 218. 40°, 80°. 219. 50°, 80°. 220. 50°, 60°, 70°. 225. а) 65°, 
115°; б) 30°, 150°. 237. 110°. 238. 140°, 10°. 239. а) 60°, 100°; б) 100°, 60°; в) 70°, 90°; 
г) 60°, 100°. 240. а) 50°, 78°; б) 45°, 83°; в) 16°, 112°; г) 48°, 80°. 241. Внутрішні кути 50° 
і 75°. 242. 90°. 243. 40°, 45°, 95°. 245. 360°. 246. Вказівка. Скористайтесь теоремою про 
зовнішній кут трикутника. 247. 100°, 60°, 20°. 314. 3 см, 6 см, 6 см. 315. 4 см, 6 см, 6 см. 
316. 12 дм. 317. 5 см, 5 см, 7 см. 318. 5 см, 7 см, 7 см або 7 см, 6 см, 6 см. 319. 6 см, 
6 см, 9 см або 8 см, 8 см, 5 см. 320. 4 дм, 8 дм, 8 дм або 10 дм, 5 дм, 5 дм. 329. 10 см, 
15 см, 15 см. 335. 9 см. 349. 125°. 350. 40°, 40°, 100° або 40°, 70°, 70°. 351. 36°, 72°, 
72°. 352. а) 50°, 50°, 80° або 50°, 65°, 65°; б) 110°, 35°, 35°. 353. 60°, 120°. 354. 20°, 80°, 
80° або 30°, 30°, 120°. 355. 28°, 76°, 76° або 44°, 44°, 92°. 366. 56°, 56°, 68°. 367. 30°, 
30°, 120°. 369. 25°, 30°, 125°. 405. 45°, 45°. 408. 40°, 50°. 420. 6 см. 421. 4 см. 422. 14 см. 
423. 40 см. 425. 45°. 438. Від 1 см до 11 см. 439. 4 см — основа. 440. При основі. 
441. Основа. 442. а) Ні; б) Так. 443. ∠С. 444. ВС. 445. 3 см, 8 см, 8 см. 446. 6 см, 8 см, 
8 см або 8 2

3
 см, 6 2

3
 см, 6 2

3
 см. 479. Так. Так. 480. 120°. 481. 2 см. 482. 120°. 483. 90°. 

485. 3 см, 7 см. 486. 2R. 495. Двічі зігнути. 503. 8 см. 504. 8 см. 505. 10 см. 507. Ні; ні. 
513. 4 см. 517. 2R. 519. 60°. 529. 2R. 530. R – r. В іншому випадку R + r. 541. 50°. 547. Ні. 
548. Ні. 550. Буде для рівнобедреного трикутника. 563. 4 см, 6 см. 564. 18 см. 566. 2 см, 
4 см, 5 см. 568. 9 см. 574. 34 см або 38 см. 583. 2 см, 3 см, 8 см.
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На обкладинці і форзацах
На картині у центрі обкладинки зобраæено основні прилади для проведеня науковиõ 

дослідæень у «дотелескопниé» період, ùо мали значниé вплив на розвиток геометрії. Ïраворуч, 
біля небесного глобуса, із циркулем у лівіé руці, а правицею вказує на небо — відомиé 
астроном Тиõо Браге (1546–1601). Глобус і сôера у цьому підручнику дають змогу глибше 
зрозуміти геометрію на плоùині. 

На згині обкладинки — картина ôундатора æивописного абстракціонізму Василя 
Кандинського (1866–1944) «Ïіки на вигині» (Spitzen im Bogen) (1927 р.). Трикутник був 
одним з основниõ вираæальниõ засобів у твораõ цього õудоæника. Цим він немовби перено
сив виняткову роль цієї ôігури з геометрії на абстрактниé æивопис. У картині прочитується 
ідея космічності людського шляõу, якиé проõодить довкола Землі під вітриламипіками, ùо 
наповнюються Сонцем.

На 1у ôорзаці — ôреска італіéського õудоæника та арõітектора Ïеллегріно Тібальді 
(1527–1596) «Спір міæ академіками (ліворуч) і стоїками (праворуч)» (1592 р.) з бібліотеки 
монастиря св. Ëоренсо і резиденції іспанськиõ королів (Ескоріалу) поблизу Ìадрида.

Якùо академіки на чолі з Ïлатоном сповідували значуùість для пізнання лише ідеальниõ і віч
ниõ ідеé, то стоїки на чолі із Зеноном Кітіонським головним уваæали гар моніéне облаштування 
земного буття. Ïолемізуючи ùодо стратегічниõ завдань науки, академіки é стоїки незмінно 
нада вали великого значення геометрії, ùо é засвідчують геометричні атрибути на ціé кар тині.

На 2у ôорзаці — гравюра з першого тому поширеної у ХІХ ст. чотиритомної праці ôран
цузького природодослідника і літератора Ëуї Фіг’є (18191894) «Життя славетниõ учениõ 
від давнини до дев’ятнадцятого століття з коротким оглядом їõніõ праць»  (Louis Figuier.  
Vie des savants illustres depuis l′antiquité jusqu′à dix-neuvième siècle avec l′appréciation sommaire de 
leurs travaux. — 1-e édition, Paris, 1866–1870).

Гравюра відобраæає еліністичну епоõу в історії науки, пов’язану з тріумôом академічної 
школи Ïлатона. У тоé час центр науки перемістився з Àôін у єгипетську  Àлек сандрію. Саме 
там Евклід створив свої знамениті «Начала» геометрії, а великі астро номи Гіппарõ і Ïтолемеé 
активно застосовували геометрію в астрономічниõ дос лід æенняõ.

http://uk.wikipedia.org/wiki/1546
http://uk.wikipedia.org/wiki/1601
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