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Ïåðåäìîâà

Ó ïîñ³áíèêó ç³áðàíî á³ëüøå 250 çàäà÷ ï³äâèùåíî¿ ñêëàä-
íîñò³ ç ìàòåìàòèêè îë³ìï³àäíîãî ð³âíÿ, äëÿ ðîçâ�ÿçóâàííÿ ÿêèõ
ïîòð³áí³ êì³òëèâ³ñòü òà íåñòàíäàðòí³ñòü ìèñëåííÿ. Ó íüîìó,
íà â³äì³íó â³ä àíàëîã³÷íèõ çá³ðíèê³â íå ïîäàíî ðîçâ�ÿçêè çà-
äà÷. Òàêà ôîðìà á³ëüøå ïðèòàìàííà àêòèâíîìó, òâîð÷îìó âèâ-
÷åííþ ìàòåìàòèêè. Àäæå øëÿõ äî â³äïîâ³ä³ � öå ö³êàâèé
íàóêîâèé ïîøóê. ² öåé òâîð÷èé ïðîöåñ íå âàðòî çàì³íþâàòè
âèâ÷åííÿì ëèøå ðåöåïò³â ðîçâ�ÿçóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ îë³-
ìï³àäíèõ çàäà÷.

Á³ëüø³ñòü çàäà÷, ÿê³ óâ³éøëè äî çá³ðíèêà, âçÿòî ç ìàòåð³-
àë³â ï³äãîòîâêè êîìàíä ð³çíèõ êðà¿í ñâ³òó äî ó÷àñò³ ó Ì³æíà-
ðîäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îë³ìï³àäàõ, çîêðåìà ÷ëåí³â íàøî¿
êîìàíäè øêîëÿð³â, ó 1996�2002 ðîêàõ.

Çá³ðíèê çàäà÷ ñòàíå ó ïðèãîä³ ó÷íÿì, âèêëàäà÷àì ìàòåìà-
òèêè, êåð³âíèêàì ìàòåìàòè÷íèõ ãóðòê³â, ñòóäåíòàì ô³çèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòåò³â ïåä³íñòèòóò³â òà óí³âåðñèòåò³â,
à òàêîæ óñ³ì, õòî çàõîïëþºòüñÿ ìàòåìàòèêîþ. ßêùî æ
äåÿê³ ³ç çàäà÷ âèÿâëÿòüñÿ çàñêëàäíèìè õàé öå áóäå ëèøå
ñïîíóêîþ äî á³ëüø ãëèáîêîãî âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè.

Àâòîð âèñëîâëþº âäÿ÷í³ñòü êåð³âíèêîâ³ óêðà¿íñüêî¿ êîìàí-
äè Â.Ì.Ðàä÷åíêî (Íàö³îíàëüíèé óí³âåðñèòåò ³ìåí³ Ò. Øåâ-
÷åíêà, ì.Êè¿â), Â.Ì.Ëåéôóð³ (ïåä³íñòèòóò, ì.Ìèêîëà¿â) òà
².Ì.Ì³òåëüìàíó (Ð³øåëüºâñüêèé ë³öåé, ì. Îäåñà) çà íàäàí³ ìà-
òåð³àëè òà êîðèñí³ ïîðàäè ùîäî ñòâîðåííÿ äàíîãî çá³ðíèêà
çàäà÷.

Â.À. ßñ³íñüêèé
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1. ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÀ

1.1. Â³äîìî, ùî ð³âíÿííÿ x2 + ó2 = à(z2 + t2), äå à � ö³ëå ÷èñëî, ìàº
íåíóëüîâèé ðîçâ�ÿçîê ó ö³ëèõ ÷èñëàõ (òîáòî ³ñíóº òàêèé íàá³ð
ö³ëèõ ÷èñåë õ

0
, ó

0
, z

0
, t

0
, íå âñ³ ç ÿêèõ äîð³âíþþòü íóëþ, ùî

( )x y a z t2 2 2 2
0 0 0 0+ = + ). Äîâåñòè, ùî òîä³ é ð³âíÿííÿ õ2 + ó2 = àz2 ìàº

íåíóëüîâèé ðîçâ�ÿçîê â ö³ëèõ ÷èñëàõ.

1.2. ×è ³ñíóº íåñê³í÷åííà ïîñë³äîâí³ñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêà, ùî
ñóìó áóäü-ÿêèõ äåê³ëüêîõ ÷ëåí³â ö³º¿ ïîñë³äîâíîñò³ íå ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñòåïåíÿ ö³ëîãî ÷èñëà ç íàòóðàëüíèì ïîêàçíè-
êîì á³ëüøèì çà 1?

1.3. Äîâåñòè, ùî ³ñíóº ÷èñëî âèäó 5n (ï � íàòóðàëüíå), äåñÿòêîâèé
çàïèñ ÿêîãî ì³ñòèòü 100 íóë³â, çàïèñàíèõ ï³äðÿä.

1.4. ßê³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 + +  
n n

1

2
, äå

ï � íàòóðàëüíå ÷èñëî?

1.5. Çíàéòè âñ³ ö³ë³ ÷èñëà à, b, ñ, d òàê³, ùî à2 + b2 + ñ2 + d2 = à2b2ñ2.

1.6. Äîâåñòè, ùî ³ñíóº òàêà ïåðåñòàíîâêà ð
1
, ð

2
, ... , ð

ï
 ÷èñåë 1, 2, ... ,

n, ùî äëÿ âñ³õ k = 1, 2, ..., n � 1 ñóìà ÷èñåë ð
1
 + ð

2
 + ... + ð

k

ä³ëèòüñÿ íà ð
k + 1

.

1.7. Çíàéòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ï òàêå, ùî ÷èñëà 2ï + 1 òà
37ï + 1 � êâàäðàòè äåÿêèõ ö³ëèõ ÷èñåë.

1.8. Çíàéòè ö³ë³ äîäàòí³ ðîçâ�ÿçêè ð³âíÿííÿ
17(õózt + õó + õt + zt + 1) � 54(ózt + ó + t) = 0.

1.9. Ðîçâ�ÿçàòè â ö³ëèõ ÷èñëàõ ñèñòåìó ð³âíÿíü
x3 + ó3 + z3 = õ + ó + z = 8.

1.10. Äîâåä³òü, ùî ³ñíóþòü ÿê çàâãîäíî âåëèê³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà N

òàê³, ùî ð³âíÿííÿ nx x x N4 4 4
1 2 ...+ + + =  ìàº ðîçâ�ÿçîê â ö³ëèõ ÷èñ-

ëàõ ëèøå ïðè n 16≥ .

1.11. Äîâåä³òü, ùî êîëè ð³âíÿííÿ õ2 � 2ó2 = n, ∈n N , ìàº ðîçâ�ÿçêè â

ö³ëèõ ÷èñëàõ, òî ³ñíóº òàêèé éîãî ðîçâ�ÿçîê, äëÿ ÿêîãî 0 < õ < n2 .
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1.12. Ðîçâ�ÿçàòè â ö³ëèõ ÷èñëàõ ð³âíÿííÿ ³õ3 � ó3 = 2õó + 8.

1.13. Ðîçâ�ÿçàòè â ö³ëèõ äîäàòíèõ ÷èñëàõ ñèñòåìó ð³âíÿíü

 − − =


= +

a b c abc

a b c

3 3 3

2

3 ,

2( ).

1.14. Ç�ÿñóéòå, ÷è ñê³í÷åííîþ áóäå ìíîæèíà òàêèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë n, äëÿ ÿêèõ êîæíå ç ÷èñåë n, n + 1, ï + 2 ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿä³ ñóìè êâàäðàò³â äâîõ ö³ëèõ ÷èñåë?

1.15. Äîâåñòè, ùî ð³âíÿííÿ xn + ón = zn, n 3≥  íå ìàº ðîçâ�ÿçê³â ó
íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ x, ó, z, äâà ç ÿêèõ º ñòåïåíÿìè ð³çíèõ ïðî-
ñòèõ ÷èñåë.

1.16. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ï áóäóºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòü

ï, τ n( ) , τ τ n( ( )) ,...,  äåτ k( ) � ê³ëüê³ñòü íàòóðàëüíèõ ä³ëüíèê³â

÷èñëà k ( ∈k N ). Çíàéòè âñ³ òàê³ n, äëÿ ÿêèõ ó â³äïîâ³äí³é
ïîñë³äîâíîñò³ íåìàº êâàäðàò³â ö³ëèõ ÷èñåë.

1.17. Äî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë à ³ b, à > 6, çàñòîñîâóþòü àëãîðèòì
Åâêë³äà äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéá³ëüøîãî ñï³ëüíîãî ä³ëüíèêà öèõ
÷èñåë. Äîâåñòè, ùî ê³ëüê³ñòü êðîê³â àëãîðèòìó (ä³ëåíü ç îñòà-
÷åþ) íå ïåðåâèùóº 5ð, äå ð � ê³ëüê³ñòü öèôð â äåñÿòêîâîìó
çàïèñ³ ÷èñëà b.

1.18. Ðîçâ�ÿçàòè â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ð³âíÿííÿ

xn + óï = (õ � ó)n + 1, ∈n N .

1.19. Çíàéòè âñ³ ïàðè (ð, q) ïðîñòèõ ÷èñåë òàê³, ùî ÷èñëî 2p � 1
ä³ëèòüñÿ íà q ³ ñåðåä ïðîñòèõ ä³ëüíèê³â ÷èñëà q � 1 º ëèøå
÷èñëà 2, 3, 5 òà 7.

1.20. Äîâåñòè, ùî ïðè æîäíîìó ö³ëîìó k; ÷èñëî k2 + k + 1 íå
ä³ëèòüñÿ íà âñ³ ÷èñëà âèäó 6m � 1 (m � íàòóðàëüíå).

1.21. Çíàéòè âñ³ ö³ë³ íåâ³ä�ºìí³ ÷èñëà n, m, k ( ≠n 0 ) òàê³, ùî
(nk � 1) M (nm + 1).

1.22. Ðîçâ�ÿçàòè â ö³ëèõ äîäàòíèõ ÷èñëàõ ð³âíÿííÿ (m + n)2 = m + n!

1.23. Íåõàé ≥n 4 . Äîâåñòè, ùî ³ñíóº íàòóðàëüíå ÷èñëî à òàêå,

ùî ≤ ≤ +n
a1 1

4
³ ÷èñëî àn � a íå ä³ëèòüñÿ íà ï2.
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1.24. Äàíî ö³ëå ÷èñëî ≥n 2 . Ïðèïóñòèìî, ùî ö³ë³ ÷èñëà à
1
, à

2
, ..., à

n

íå ä³ëÿòüñÿ íà ï ³ á³ëüøå òîãî, ¿õíÿ ñóìà íå ä³ëèòüñÿ íà n.
Äîâåñòè, ùî ³ñíóº ïðèíàéìí³ n ð³çíèõ ïîñë³äîâíîñòåé e

1
, e

2
, ...,

e
n
, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç íóë³â òà îäèíèöü, òàêèõ, ùî ÷èñëà à

1
e

1
 +

+ à
2
e

2
 + ... + à

n
e

n
 ä³ëÿòüñÿ íà ï.

1.25. Äîâåñòè, ùî íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê ö³ëèõ ÷èñåë ï òà

àn � bn äîð³âíþº íàéá³ëüøîìó ñï³ëüíîìó ä³ëüíèêó ÷èñåë ï òà 
−
−

n na b

a b
.

1.26. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïàðíîãî ÷èñëà ï ÷èñëî 2n! � 1
ä³ëèòüñÿ íà 1 � 3 � 5 �... � ï.

1.27. Ðîçâ�ÿçàòè â ö³ëèõ ÷èñëàõ ð³âíÿííÿ 2m + 3n = k2.

1.28. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ≥k 4  çíàéòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå

ï(ï > k), äëÿ ÿêîãî ð³âíÿííÿ n nx x kx x2 2
1 1... ...+ + = ⋅ ⋅  ìàº ðîçâ�ÿçîê

â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ.

1.29. Ðîçâ�ÿçàòè ð³âíÿííÿ â ö³ëèõ ÷èñëàõ õ3 + y3 = (2õó + 1)2.

1.30. Ðîçâ�ÿçàòè â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ð³âíÿííÿ 2x + 3y = 5z.

1.31. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ³ íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n, ≥n p , ÷èñëî ð ä³ëèòü ( )
 
 

=
−∑

n
p

k pk
n

k

C
0

1 .
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