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іЗ передмови до п’ятого видання

У нове видання додано майже 200 задач. Добавлено також новий розділ 31, при-
свячений еліпсу, параболі та гіперболі. (Такий параграф був у найпершому видан-
ні цієї книги, проте його вилучили з усіх наступних видань). 

Принагідно усунуті друкарські помилки, які були в попередньому виданні, а та-
кож істотно оновлені формулювання і розв’язки деяких задач.

Електронну версію цієї книги можна знайти в Internet за адресою: 
http://www.mccme.ru/prasolov/.



передмова до четвертого видання

У цьому збірнику задач представлені майже всі теми планіметрії, які вивча-
ються у школі, в тому числі й у спеціалізованих класах. Його основу складають за-
дачі, що пропонувалися в різний час на математичних олімпіадах, і задачі з архівів 
математичних олімпіад та математичних гуртків.

Для зручності користування в книзі прийнята детальна рубрикація. Задачі роз-
поділені за 30 розділами, кожен з яких розбитий на декілька параграфів (від двох 
до чотирнадцяти). За основу класифікації прийняті методи розв’язання задач. Го-
ловна мета цього розбиття полягає в тому, щоб допомогти читачеві орієнтуватися 
у настільки широкому наборі задач. У нове видання увійшов детальний предмет-
ний покажчик, що призначений тій же меті.

Перше видання цієї книги вийшло у світ 15 років тому. Відгуки, які надійшли 
до мене, свідчать про те, що книга знайшла набагато ширше застосування у школі, 
ніж я сподівався, коли починав її писати.

У нове видання увійшло додатково 70 задач, які стали мені відомі за останні 
роки. Змінені також розв’язки декількох задач. Задачі підвищеної складності в но-
вому виданні відзначені «зірочкою». Додано також «Доповнення», у якому обгово-
рюється декілька тем, ширших, ніж окрема задача.

Розділ 28 написаний А.Ю. Вайнтробом, а розділи 29 і 30 написані С.Ю. Орев-
ковим. Зміст цих розділів багато в чому визначила книга І.М. Яглома «Геометри-
ческие преобразования. Т. 2, ч. 3. Линейные и круговые преоб разо вания» (М.: Гос-
техиздат, 1956).

Під час підготовки першого видання велику допомогу надали мені поради і за-
уваження, висловлені академіком О.В. Погорєловим, О.М. Абрамовим, А.Ю. Вайн-
тробом, М.Б. Васильєвим, М.П. Долбіліним і С.Ю. Оревковим. Усім їм я висловлюю 
щиру подяку.



Розділ 1

подібні трикутники

Основні відомості
1. Трикутник ABC подібний до трикутника A1B1C1 (позначення: ∆АВС ~ ∆А1B1С1) 

тоді й тільки тоді, коли виконується одна з наступних еквівалентних умов:
а) AB : BC : CA = A1B1 : B1C1 : C1A1;
б) AВ : ВC = A1B1 : B1C1 і ∠АВС = ∠А1В1С1;
в) ∠ABC = ∠A1B1C1 і ∠BAC = ∠В1A1C1.
2. Якщо паралельні прямі відтинають від кута з вершиною А трикутники АВ1С1 

і АВ2С2, то ці трикутники — подібні й АВ1 : АВ2 = АС1 : АС2 (точки В1 і В2 лежать на 
одній стороні кута, С1 і С2 — на іншій).

3. Середньою лінією трикутника називають відрізок, що сполучає середини бічних 
сторін. Цей відрізок паралельний третій стороні й дорівнює половині її довжини.

Середньою лінією трапеції називають відрізок, що сполучає середини бічних сторін 
трапеції. Цей відрізок паралельний основам і дорівнює півсумі їхніх довжин.

4. Відношення площ подібних трикутників дорівнює квадрату коефіцієнта подіб-
ності, тобто квадрату відношення довжин відповідних сторін. Це випливає, напри-

клад, з формули SABC = 1
2

АВ ⋅ AC sin А.

5. Багатокутники А 1А 2 . . . А п  і В 1 В 2 … В п  називають подібними, якщо  
A1А2 : А2А3 : ... : AnA1 = В1В2 : В2В3 : ... : BnB1 і кути при вершинах А1, ..., Ап рівні від-
повідно до кутів при вершинах B1, …, Вп.

Відношення відповідних діагоналей подібних багатокутників дорівнює коефі ці-
єнту подібності; для описаних подібних багатокутників відношення радіусів вписа-
них кіл також дорівнює коефіцієнту подібності.

Вступні задачі
1. У гострокутному трикутнику ABC проведено висоти AA1 і BB1. Доведіть, що 

А1С ⋅ ВС = В1С ⋅ АС.
2. У прямокутному трикутнику ABC із прямим кутом С проведено висоту СН. 

Доведіть, що АС2 = АВ ⋅ АН і СН2 = АН ⋅ ВН.
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11.3. Доведіть, що серед усіх трикутників з фіксованим півпериметром р най-
більшу площу має правильний трикутник.

11.4. Розглянемо всі гострокутні трикутники зі заданими стороною а і кутом a. 
Чому дорівнює максимум суми квадратів довжин сторін b і с?

11.5. Серед усіх трикутників, вписаних у дане коло, знайдіть той, у якого макси-
мальна сума квадратів довжин сторін.

11.6*. Периметр трикутника АВС дорівнює 2р. На сторонах АВ і АС взято точки 
М і N так, що MN || ВС і MN дотикається до вписаного кола трикутника АВС. Зна-
йдіть найбільше значення довжини відрізка MN.

11.7*. У даний трикутник помістіть центрально симетричний багатокутник 
з найбільшою площею.

11.8*. Площа трикутника АВС дорівнює 1. Нехай А1, В1, С1 — середини сторін 
ВС, СА, АВ відповідно. На відрізках AB1, CA1, ВС1 взято точки K, L, М відповідно. 
Чому дорівнює мінімальна площа спільної частини трикутників KLM і A1B1C1?

11.9*. Яку найменшу ширину повинна мати нескінченна смуга паперу, щоб з неї 
можна було вирізати будь-який трикутник з площею 1?

* * *
11.10. Доведіть, що трикутники з довжинами сторін а, b, с і а1, b1, с1 подібні тоді 

й тільки тоді, коли
 aa bb cc a b c a b c1 1 1 1 1 1+ + = + + + +( )( ).

11.11*. Доведіть, що якщо a, β, γ і a1, β1, γ1 — кути двох трикутників, то

 cos
sin

cos
sin

cos
sin

ctg ctg ctg .a
a

β
β

γ
γ

a β γ1 1 1+ + ≤ + +

11.12*. Нехай a, b і с — довжини сторін трикутника з площею S; a1, β1 i γ1 — кути 
деякого іншого трикутника. Доведіть, що a2 ctg a1 + b2 ctg β1 + с2 ctg γ1 ≥ 4S, причому 
рівність досягається, тільки якщо розглянуті трикутники є подібними.

11.13*. Дано трикутник зі сторонами а, b і с, причому а ≥ b ≥ c; х, y і z — кути 
деякого іншого трикутника. Доведіть, що

bc + са – ab < bc cos х + са cos y + ab cos z ≤ a b c2 2 2

2
+ + .

Див. також задачу 17.21.

§2. Екстремальні точки трикутника
11.14. На гіпотенузі АВ прямокутного трикутника АВС взято точку X; М і N — її 

проекції на катети АС і ВС.
а) При якому положенні точки X довжина відрізка MN буде найменшою?
б) При якому положенні точки X площа чотирикутника CMXN буде найбіль-

шою?
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11.15. Із точки М, що лежить на стороні АВ гострокутного трикутника АВС, опу-
щено перпендикуляри MP і MQ на сторони ВС і АС. При якому положенні точки М 
довжина відрізка PQ є мінімальною?

11.16. Дано трикутник АВС. Знайдіть на прямій АВ точку М, для якої сума 
радіусів описаних кіл трикутників АСМ і ВСМ була б найменшою.

11.17. З точки М описаного кола трикутника АВС опущено перпендикуляри MP 
і MQ на прямі АВ і АС. При якому положенні точки М довжина відрізка PQ мак-
симальна?

11.18*. Усередині трикутника АВС взято точку О. Нехай da, db, dc — відстані від 
неї до прямих ВС, СА, АВ. При якому положенні точки О добуток dadbdc буде най-
більшим?

11.19*. Точки А1, В1 і C1 взято на сторонах ВС, СА і АВ трикутника АВС, причому 
відрізки AA1, BB1 і CC1 перетинаються в одній точці М. При якому положенні точки 

М величина MA
AA

MB
BB

MC
CC

1

1

1

1

1

1

⋅ ⋅  є максимальною?

11.20*. Із точки М, що лежить усередині даного трикутника АВС, опущено пер-
пендикуляри MA1, MB1, MC1 на прямі ВС, СА, АВ. Для яких точок М усередині 
даного трикутника АВС величина a/MA1 + b/MB1 + c/MC1 набуває найменшого зна-
чення?

11.21*. Дано трикутник АВС. Знайдіть усередині нього точку О, для якої сума 
довжин відрізків OA, ОВ, ОС є мінімальною. (Зверніть увагу на той випадок, коли 
один з кутів трикутника більший 120°.)

11.22*. Знайдіть усередині трикутника АВС точку О, для якої сума квадратів 
відстаней від неї до сторін трикутника є мінімальною.

Див. також задачу 18.22 а).

§3. Кут
11.23. На одній стороні гострого кута дано точки А і В. Побудуйте на іншій його 

стороні точку С, з якої відрізок АВ видно під найбільшим кутом.
11.24. Дано кут XAY і точку О всередині нього. Проведіть через точку О пряму, 

що відтинає від даного кута трикутник з найменшою площею.
11.25. Проведіть через дану точку Р, що лежить усередині кута АОВ, пряму MN 

так, щоб величина ОМ + ON була мінімальною (точки М і N лежать на сторонах 
OA і ОВ).

11.26. Дано кут XAY і коло всередині нього. Побудуйте точку кола, сума відста-
ней від якого до прямих АХ і AY є мінімальною.

11.27*. Усередині гострого кута ВАС дано точку М. Побудуйте на сторонах ВА 
і АС точки X і Y так, щоб периметр трикутника XYM був мінімальним.

11.28*. Дано кут XAY. Кінці В і С відрізків ВО і CО з довжиною 1 переміщуються 
вздовж променів АХ і AY. Побудуйте чотирикутник АВОС з найбільшою площею.



574 Програми елективних курсів з геометрії

Тема занять: геометричні місця точок і побудови (18 годин)
Заняття 1. 7.1–7.4.
Заняття 2. 7.6–7.9.
Заняття 3. 7.11–7.15.
Заняття 4. 7.19–7.21, 7.27, 7.28.
Заняття 5. 7.31–7.36.
Заняття 6. 7.41–7.45, 7.49
Заняття 7. 8.1–8.5.
Заняття 8. 8.7–8.10
Заняття 9. 8.12–8.16.
Заняття 10. 8.17–8.23.
Заняття 11. 8.27–8.32.
Заняття 12. 8.36–8.40.
Заняття 13. 8.45–8.50.
Заняття 14. 8.55–8.57, 8.63, 8.64
Заняття 15. 8.72–8.77.
Заняття 16. 8.78–8.82.
Заняття 17. 8.83–8.86
Заняття 18. 8.91–8.96

Тема занять: трикутники і багатокутники (18 годин)
Заняття 1. 5.1–5.5.
Заняття 2. 5.10–5.14.
Заняття 3. 5.18–5.23.
Заняття 4. 5.28–5.32.
Заняття 5. 5.35–5.39.
Заняття 6. 5.42–5.46.
Заняття 7. 5.48–5.53.
Заняття 8. 5.69–5.71, 5.78, 5.79.
Заняття 9. 5.85–5.89.
Заняття 10. 5.93–5.97.
Заняття 11. 5.105–5.109.
Заняття 12. 5.120–5.123.
Заняття 13. 5.128–5.132.
Заняття 14. 5.138–5.141.
Заняття 15. 5.149–5.153.
Заняття 16. 6.1–6.3, 6.37, 6.38.
Заняття 17. 6.69–6.74.
Заняття 18. 6.83, 6.89, 6.90, 6.97.

Тема занять: геометричні перетворення (18 годин)
Заняття 1. 15.1–15.5.
Заняття 2. 15.9–15.13.
Заняття 3. 16.1–16.5.
Заняття 4. 16.9–16.12.
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Заняття 5. 16.13–16.18.
Заняття 6. 17.1–17.5.
Заняття 7. 17.6–17.11.
Заняття 8. 17.16–17.20.
Заняття 9. 17.22–17.26.
Заняття 10. 17.31–17.34.
Заняття 11. 17.37–17.40.
Заняття 12. 18.1–18.5.
Заняття 13. 18.9–18.14.
Заняття 14. 18.26–18.31.
Заняття 15. 18.37–18.41.
Заняття 16. 19.1–19.5.
Заняття 17. 19.10, 19.11, 19.16–19.18.
Заняття 18. 19.23–19.28.

Тема занять: вектори і центр мас (12 годин)
Заняття 1. 13.1–13.5.
Заняття 2. 13.11–13.16.
Заняття 3. 13.21–13.25.
Заняття 4. 13.29–13.33.
Заняття 5. 13.37–13.40.
Заняття 6. 13.42–13.45, 13.48.
Заняття 7. 13.50–13.54.
Заняття 8. 14.1–14.5.
Заняття 9. 14.6–14.10.
Заняття 10. 14.19–14.23.
Заняття 11. 14.28–14.31.
Заняття 12. 14.32–14.35, 14.40.

Тема занять: задачі на розрізування (12 годин)
Заняття 1. 25.1–25.4.
Заняття 2. 25.5–25.8.
Заняття 3. 25.9–25.13.
Заняття 4. 25.16–25.19.
Заняття 5. 25.22–25.25.
Заняття 6. 25.26–25.30.
Заняття 7. 25.31–25.34.
Заняття 8. 25.35–25.39.
Заняття 9. 25.40–25.43.
Заняття 10. 25.44–25.47.
Заняття 11. 25.48–25.52.
Заняття 12. 25.56–25.59.
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