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Вступ

У пiдручнику1 в довiдниковому порядку розглядаються власти-
востi трикутникiв, якi дослiджуються чи перевiряються у формi
практичних i теоретичних робiт вiдносно конкретних трикутникiв.
Всi необхiднi теоретичнi вiдомостi подаються перед, а часто по ходу
розгляду тих чи iнших завдань з огляду зручностi їх застосуван-
ня, як i проведення практичної чи теоретичної робiт. У виконаннi
теоретичних робiт широко застосовуються методи аналiтичної гео-
метрiї.

Адресовано читачевi, що вже закiнчив загальноосвiтню школу
I–II ступенiв, продовжує навчання i хоче самостiйно займатися гео-
метрiєю. Може бути також використаний вчителями математики на
уроках геометрiї, як один з практично-теоретичних методiв викла-
дання планiметрiї, на факультативних заняттях чи як довiдковий
матерiал при вивченнi або повтореннi властивостей трикутникiв.

1навчально-методичний посiбник (прим. автора)
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In primis animi puritatem custodire, et rectam in studiis intenti-
onem habere scholastici nostri conentur; nihil aliud in his, nisi divi-
nam gloriam et animarum fructum quaerentes; et in suis orationibus
gratiam, ut in doctrina proficiant, crebro petant, ut tandem idonei, si-
cut ab iis sperat Societas, ad vinaem Chisti Domini Nostri exemplo ac
doctrina excolendam evadant2.

2Найперше нехай нашi школярi зберiгають чистоту душi i у цьому напрямку пiд час на-
вчання прикладають зусилля; нiчого iншого у студiюваннi нехай не шукають тiльки Божу
славу i пожиток для душ. А у своїх молитвах нехай часто просять ласку поступу у навчаннi,
щоб на кiнець виявитися компетентними своїм прикладом як i навченiстю лелiяти виногра-
дник Христа Господа нашого, чого i сподiвається вiд них Товариство. (Взято з “Укладу
студiй Товариства Iсусового.”)

Товариство Iсуса — орден Єзуїтiв, засновником якого у XVI ст. був святий отець Iгнатiй
Лойола. Вiдоме у Європi i свiтi своєю релiгiйною та, зокрема, освiтньою дiяльнiстю. Се-
ред отцiв Єзуїтiв було i є багато видатних богословiв, мiсiонерiв, вчених, церковних дiячiв.
Єзуїтом є теперiшнiй Папа Римський Франциск. (Переклад з латини i примiтка автора)
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Передмова

Пропонуємо читачевi пiдручник з геометрiї, в якому розгляда-
ються трикутники та їх властивостi. Без сумнiву, пiдручник з ма-
тематики треба читати уважно, роздумувати над змiстом прочита-
ного, запам’ятовувати, виконувати вправи. Роль читача в нашому
пiдручнику дещо iнша, можливо цiкавiша. Ми йому пропонуємо
вже з самого початку роль дослiдника-практика, спорядженого не-
обхiдним креслярським приладдям та калькулятором, готового по
ходу читання будувати геометричнi фiгури, вимiрювати довжини
вiдрiзкiв, величини кутiв, обчислювати i спiвставляти отриманi ре-
зультати. Пропонуємо також роль дослiдника-теоретика, що шукає
теоретичнi способи пiдходу до поставленої мети.

Хоча немає у нашому текстi анi поезiї, анi лiрики, зате перед
кожним завданням є чiткi обриси означень, теорем, спiввiдношень,
а хто любить абстрактне образотворче мистецтво, то є достатня
кiлькiсть геометричних етюдiв i картин.

Як правило до виконання кожного завдання пропонуємо два
шляхи: практичну i теоретичну роботи, якi на своєму рiвнi повиннi
дати результати вiдносно тих самих шуканих величин.

Практичнi роботи мають, звичайно, свою емоцiйно-чуттєву скла-
дову: ми можемо побудувати фiгуру, її внутрiшнi чи зовнiшнi еле-
менти, як будiвничi можемо оцiнювати зором цiлiсть будови i дотор-
катися до неї вимiрювальними приладами, чи виконати, як кажемо,
приблизнi обчислення (використовуючи калькулятор), щоб оцiнити
“вартiсть” її окремих фрагментiв чи цiлостi. Результати практичної
роботи i є тi “вартостi”, якi виражаються приблизними значення-
ми, оскiльки не були знайденi точно. Притому теоретичнi роботи
вимагають знання формул i навичок користування ними, вмiння
робити теоретичнi вимiрювання, виконувати математичнi перетво-
рення, розв’язувати рiвняння, системи рiвнянь, логiчно мислити,
осмислювати кожен крок, кожен етап i весь шлях для отриман-
ня теоретичних результатiв, якi ми називаємо точними значеннями
(сюди також можна включити доведення, якi є конструктивним,
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хоча вузьким спектром теоретичних робiт).
Цiкавим i, здається, iнтригуючим буде для нашого читача зна-

ходження вiдносної похибки приблизного значення шуканої вели-
чини. Коли пiд час виконання практичної роботи знайдено при-
близне значення цiєї величини, а пiд час теоретичної — точне, то
вiдносна похибка, якби демонструє певне оцiночне взаємовiдноше-
ння мiж знайденими значеннями шуканої величини i є одночасно
“критерiєм” правдоподiбностi двох результатiв (особливо у психо-
логiчному вимiрi).

Виконання практичних робiт формує практичнi навички i вмiн-
ня, практичний досвiд, який одночасно є добрим грунтом для глиб-
шого розумiння теорiї. А теоретичнi роботи дають можливiсть при-
гадати вже вiдомi з теорiї факти, перевiрити як вони працюють у
конкретному випадку, зрештою критично поставитися до них, шу-
каючи пiдтверджень їх iстинностi. Все це спонукає читача усвiдом-
лювути себе як дослiдника, який водночас i вчиться, i експеримен-
тує, i перевiряє; сприяє заглибленню в предмет дослiджень, його
логiчну математичну будову.

На думку автора, хто не пошкодує часу, зусиль i працi на читан-
ня, побудову фiгур, вимiрювання, скрупульозне обчислення, аналi-
зування i узагальнення тексту пiдручника, а особливо на виконання
запропонованих самостiйних робiт, знайде для себе неабиякий по-
житок.

“Нехай вони (школярi прим. автора) вирiшать для себе постiйно
i серйозно прикладати розум до навчання та остерiгатися того, щоб
у запалi студiй не остигла любов до основних чеснот i побожного
життя. Нехай так себе взаємно переконують, що нiчого Боговi ми-
лiшого у колегiях не вчинять, як тiльки старанно присвятять себе
навчанню, з тою настановою, про яку вже говорилося.”3

Та все, звичайно, поволi, крок за кроком вiд простого до скла-
днiшого. I знай, що саме так можна осягнути дуже багато.

3Уклад студiй Товариства Iсусовго. Поєднання основних чеснот i студiй. (Переклад з
латини автора)
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Тож перед нами вже вiдкритi дороги, щоб рушати далi. Бажаю
успiхiв!
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Умовнi позначення i термiни

1. Вiдрiзки:

1.1. AB — вiдрiзок AB;

1.2. AB — точне значення довжини вiдрiзка AB;

1.3. ÃB — приблизне значення довжини вiдрiзка AB;

1.4. AB̃ — вiдрiзок AB, у якому координати точки A точнi значе-
ння, точки B приблизнi значення;

1.5. AB̃ — приблизне значення довжини вiдрiзка AB;

1.6. a — вiдрiзок a;

1.7. a — точне значення довжини вiдрiзка a;

1.8. ã — приблизне значення довжини вiдрiзка a.

2. Прямi:

2.1. AB — пряма AB;

2.2. a — пряма a;

2.3. a∥b — пряма a паралельна прямiй b;

2.4. a⊥b — пряма a перпендикулярна прямiй b.

3. Точки:

3.1. A — точка A, координати якої точнi;

3.2. Ã — точка Ã, координати якої приблизнi.

4. Кути:

4.1. ∠A — кут A;

4.2. ∠A — точне значення градусної мiри кута A;
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4.3. ∠Ã — приблизне значення градусної мiри кута A;

4.4. α — кут α або площина α;

4.5. α — точне значення градусної мiри кута α;

4.6. α̃ — приблизне значення градусної мiри кута α.

5. Тригонометричнi спiввiдношення:

5.1. sin∠A — синус точного значення кута A;

5.2. sin ∠̃A — синус приблизного значення кута A;

5.3. s̃in∠A — приблизне значення синуса кута A.

6. Вiдносна похибка:

6.1. ε(ÃB) — вiдносна похибка приблизного значення довжини вiд-
рiзка ÃB;

6.2. ε(∠̃A) — вiдносна похибка приблизного значення градусної мi-
ри ∠A.

7. Множини:

7.1. {1, 2, 3} — множина, елементами якої є числа 1, 2, 3;

7.2. F — фiгура F, як множина точок на площинi;

7.3. y = f(x), f(x, y) = 0 — графiк функцiї i графiк рiвняння вiд-
повiдно, як множина точок на площинi.

8. Значок належностi:

8.1. X ∈ F — точка X належить фiгурi F (X ̸∈ F — точка X не
належить фiгурi F );

8.2. A ∈ a — точка A належить прямiй a(A ̸∈ a — точка A не
належить прямiй a);

9



9. Значок вiдповiдностi:

9.1. X → X ′ — точцi X ставиться у вiдповiднiсть точка X ′;

9.2. F f−→ F ′ — фiгурi F ставиться у вiдповiднiсть фiгура F ′ при
застосуваннi перетворення f .

10. ⇒ — “звiдси випливає, що ...”.

11. ∀ — будь-який.

12. Площина xy — площина, в якiй введено прямокутну декартову
систему координат.

13. п.1 — параграф перший.

14. Термiни:

14.1. практична робота — термiн для визначення виду дiяльностi,
пов’язаної з побудовою геометричних фiгур, знаходженням ве-
личин за допомогою вимiрювальних приладiв, виконанням
приблизних обчислень;

14.2. теоретична робота — термiн для визначення виду дiяльностi,
пов’язаної з знаходженням величин за допомогою теоретичних
вимiрювань, якi передбачають застосування формул, як також
знаходженням самих формул, якi дають можливiсть зробити
вiдповiднi вимiрювання. Сюди також вiдносяться доведення
властивостей геометричних фiгур, якi операються на аксiоми,
означення i твердження (теореми).
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1. Точка, пряма, площина, простiр, множина. Аксiоми. Фi-
гура. Прямокутна декартова система координат. Як зада-
ти фiгуру?

Такi поняття в геометрiї як точка, пряма, площина, простiр, мно-
жина не визначаються. Ми маємо певнi уявлення про них: точка
не має вимiрiв (довжини, ширини, висоти), пряма не має кiнцiв,
простiр не має меж, множина складається з своїх елементiв, або
позбавлена їх (порожня множина)...

Цi поняття задають об’єкти наших наступних дослiджень. Щоб
бiльше довiдатися про них звернемося до аксiом. Як вiдомо, аксiоми
задають елементарнi (очевиднi з пункту зору нашого життєвого
досвiду) їх властивостi.

Аксiома належностi (на площинi). Для будь-яких точок A i B iснує
не бiльше однiєї прямої, що проходить через цi точки. Очевидно,
що через двi рiзнi точки на листку паперу ми можемо провести
тiльки одну пряму.

Аксiома порядку (на площинi). Серед будь-яких трьох рiзних то-
чок, якi лежать на прямiй, iснує не бiльше однiєї точки, що ле-
жить мiж двома iншими. Цей факт є також очевидний.

Аксiома рiвностi (на площинi). Якщо вiдрiзок A1B1 i вiдрiзок A2B2

рiвнi одному i тому ж вiдрiзку AB, то вiдрiзки A1B1 i A2B2 рiвнi.
Такий факт легко перевiрити, використовуючи циркуль.

Аксiома належностi (для простору). Якщо двi рiзнi прямi мають
спiльну точку, то через них можна провести площину i до того
ж тiльки одну.

Вся сукупнiсть аксiом складає аксiоматику геометрiї, яка вста-
новлює “порядок i справедливiсть” мiж геометричними об’єктами.
I так як юрист повинен знати право, так геометр повинен знати
аксiоматику.

Означення 1. Геометричною фiгурою у просторi або на площинi
називають довiльну множину точок у просторi або на площинi.

11



Зауваження 1. Фiгура, яка складається з однiєї точки теж згiдно
з означення 1 є геометричною фiгурою. Ця фiгура — точка. Фiгури
ж, яка складається з порожньої множини точок не iснує.

Зауваження 2. Говорять, що якась точка A належить фiгурi F ,
якщо вона мiстить цю точку серед множин своїх точок i записують
це так: A ∈ F. В протилежному випадку A ̸∈ F ; говорять, що
вiдрiзок AB належить прямiй a, якщо вся множина точок вiдрiзка
належить множинi точок прямої (або, що пряма a мiстить вiдрiзок
AB, коли частина її точок складається з усiх точок вiдрiзка).

Зауваження 3. Частина геометрiї, в якiй вивчаються властивостi
фiгур на площинi називається планiметрiєю. Оскiльки в практи-
чних i теоретичних роботах ми будемо дослiджувати властивостi
геометричних фiгур на площинi, так званих плоских фiгур, то на-
далi нас будуть цiкавити лише тi об’єкти, що належать однiй пло-
щинi.

Тепер повернемося до останньої аксiоми належностi для просто-
ру. Припустимо, що ми у просторi зафiксували двi взаємно пер-
пендикулярнi прямi. Згiдно з твердженням цiєї аксiоми через них
можна провести єдину площину.

Означення 2. Прямокутною декартовою4 системою координат
на площинi називають впорядковану пару взаємно перпендикуляр-
них прямих, на кожнiй з яких вказано стрiлкою додатнiй напрям i
вибранi одиничнi вiдрiзки.

Зауваження 4. Горизонтальну пряму x називають вiссю x, або
вiссю абсцис, вертикальну пряму y називають вiссю y, або вiссю
ординат (див. мал. 1), точку перетину прямих x та y — початком
координат (точка O). За одиничнi вiдрiзки на прямих вибирає-
мо вiдрiзки довжиною 1 см. В такiй системi координат площина

4Систему координат назвали декартовою на честь вiдомого французького вченого, фi-
лософа i математика Рене Декарта (1596–1650), спiвзасновника аналiтичної геометрiї, який
свою початкову освiту (1604–1612) здобув у єзуїтськiй колегiї, де i отримав грунтовну мате-
матичну освiту.
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Мал. 1
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“фiксована”, кожна точка має свiй незмiнний числовий адрес (свої
координати). Координати точки A можна знайти використовуючи
найпростiший дитячий алгоритм: по осi x “вулиця 2”, по осi y “дiм
3”, тобто A(2; 3). Координату точки A по осi x називають абсцисою,
по осi y — ординатою. Аналогiчно B(−2; 0), O(0; 0).

Зауваження 5. Якщо на площинi задана прямокутна декартова
система координат, то її називають площиною xy.

Зауваження 6. Ми розглянемо два способи перемiщення площини
вiдносно системи координат, якi називають перетвореннями площи-
ни. В результатi перетворення площини її точки за певним алгори-
тмом змiнюють свої “адреси” на iншi.

Введення декартової системи координат на площинi дає можли-
востi застосовувати алгебру в геометрiї, тобто розв’язувати геоме-
тричнi задачi алгебраїчним способом: задавати геометричнi фiгури
алгебраїчними рiвняннями i дослiджувати їх властивостi шляхом
дослiдження властивостей вiдповiдних рiвнянь. Таку геометрiю на-
зивають аналiтичною. Вона є одним з роздiлiв сучасної геометрiї.
Основнi принципи (правила) аналiтичної геометрiї вперше сфор-
мулював Рене Декарт у 1637 р., а такi вiдомi вченi, як Ґотфрiд
Лейбнiц, Iсаак Ньютон та Леонард Ейлер надали їй сучасної стру-
ктури.

Означення 3. Графiком функцiї y = f(x) називають множину
точок на площинi xy з координатами (x; f(x)).
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Нагадаємо, що функцiєю у алгебрi називають таку вiдповiднiсть,
при якiй кожному x з областi визначення функцiї ставиться єдине
y з областi її значень.

Наприклад розглянемо лiнiйну функцiю y = 2x − 7, якщо x =
−3, то y(−3) = 2 · (−3) − 7 = −13, отже точка з координатами
(x; f(x)) = (−3;−13) на площинi xy належить графiку цiєї функцiї.
Очевидно (означення 1), що графiк функцiї є фiгурою i ця фiгура
має алгебраїчну назву y = f(x)(пряма y = 2x− 7).

Аналогiчно рiвняння з двома змiнними f(x, y) = 0 має розв’яз-
ком пару чисел (x; y), якi (при пiдстановцi) перетворюють його у
правильну рiвнiсть. Цiй парi чисел на площинi xy вiдповiдає точка
з координатами (x; y), яку називають розв’язком рiвняння.

Означення 4. Графiком рiвняння з двома змiнними f(x, y) = 0 є
множина точок (x; y) на площинi xy, якi є розв’язками цього рiв-
няння.

Очевидно (означення 1), що графiк рiвняння є фiгурою, яка за-
дається рiвнянням f(x, y) = 0 (коло (x− 3)2 + (y + 5)2 = 1).

Задати фiгуру на площинi xy означає вказати там її точне мi-
сце. Як ми бачили вище, це можна зробити алгебраїчним способом:
y = f(x), f(x, y) = 0. Це можна зробити також, вказавши коорди-
нати вершин фiгури. Наприклад △ABC можна задати, вказавши
координати його вершин — точок A,B,C. Також фiгура вважає-
ться заданою на площинi xy тодi, коли вона там вже побудована.

2. Вiдрiзок. Вiдстань мiж двома точками. Точне i при-
близне значення вимiрюваної величини. Вiдносна точнiсть
приблизного значення

Означення 5. Вiдрiзок — це множина точок прямої, що лежать
мiж двома заданими на нiй точками. Цi точки називають кiнцями
вiдрiзка.
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