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ПЕРЕДМОВА
Задачі з параметрами є одними з найважчих задач курсу елемен-

тарної математики. Їхнє розв’язання по суті це є дослідження функ-
цій, що входять в умову задачі, і подальше розв’язання рівнянь або 
нерівностей з числовими коефіцієнтами. При розв’язуванні рівнянь 
(нерівностей) з параметрами потрібно з’ясувати, при яких значеннях 
параметра задане рівняння (нерівність) має розв’язок, і знайти всі ці 
розв’язки. У тому випадку, коли хоча б одне з допустимих значень па-
раметра не досліджено, задача не вважається повністю розв’язаною.

Протягом тривалого часу задачі з параметрами входять в екза-
менаційні білети з математики для абітурієнтів вищих навчальних 
закладів, а в останні роки такі задачі пропонуються й при складанні 
ЗНО.

Як правило, не всі абітурієнти можуть розв’язати подібні задачі, 
що приводить до зниження оцінки за письмову роботу, і часто саме 
через це не вистачає потрібної кількості балів при зарахуванні до ви-
щого навчального закладу.

Загальноосвітня школа з багатьох причин не може навчити своїх 
учнів розв’язувати задачі з параметрами. Це дуже важкий матеріал, 
що вимагає великої кількості часу; крім того, перш ніж приступати 
до розв’язання подібних задач учень повинен досконало оволодіти 
загальним курсом математики.

Мета даної книги полягає у тому, аби спробувати навчити випус-
кників середньої школи й абітурієнтів вищих навчальних закладів 
самостійно розв’язувати задачі з параметрами і міцно засвоїти різні 
методи, що застосовуються в процесі їх розв’язання.

Увесь навчальний матеріал розбито на 18 тем, що мають одну 
й ту саму структуру. Кожна тема (за винятком тем 10 і 11) містить: 
довідковий матеріал; задачі з розв’язками; задачі для самостійного 
розв’язання й відповіді до них. Крім того, є два додатки: «Текстові за-
дачі на складання рівнянь і нерівностей» та «Різні задачі».
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У цілому книга містить близько 350 задач із розв’язками і близько 
300 задач для самостійного розв’язання.

У розділі «Довідковий матеріал» наводяться формулювання озна-
чень, правил, теорем тощо.

Теоретичні відомості викладені конспективно у тій самій послі-
довності, що й при вивченні їх у школі. Зазначений розділ є досить 
важливим, оскільки у випадку труднощів при аналізі розв’язання за-
дач або при їхньому самостійному розв’язанні учень може одержати 
необхідні консультації, звертаючись до довідкового матеріалу.

У розділі «Задачі з розв’язками» наводяться розв’язки задач із 
параметрами, що стосуються заданої теми. Цей розділ містить вели-
ку кількість задач, розв’язання яких ґрунтуються, з одного боку, на 
загальних теоретичних відомостях зі шкільного курсу математики 
(означеннях, правилах, теоремах, наслідках), а з іншого боку — на 
специфічних особливостях задач, що містять параметри (умінні пев-
ним чином класифікувати значення параметра, переході від почат-
кової задачі до рівносильної їй, використанні найраціональнішого 
методу розв’язання, умінні мислити логічно тощо). Кожна задача з 
цього розділу розв’язується найдетальнішим чином, кожна дія в про-
цесі розв’язання нумерується, оскільки вона несе певне смислове 
навантаження. На завершення будьяка задача супроводжується до-
кладною відповіддю, у якій для кожного допустимого значення пара-
метра записується відповідний до цього значення розв’язок задачі.

Розділ «Задачі для самостійного розв’язання» розрахований на 
тих учнів, які вже засвоїли попередній розділ і хочуть закріпити свої 
знання й уміння самостійно.

Книга завершується двома додатками. Додаток 1 містить текстові 
задачі на складання рівнянь і нерівностей з параметрами, а Додаток 
2 — різні задачі, не тільки аналогічні до тих, що є в уже розгляну-
тих темах, але й такі, які через ті чи інші причини у ці теми не уві-
йшли.

Наприкінці книги наводиться великий список літератури, якою 
користувався автор при підготовці даного видання. Багато задач, 
взятих із зазначених посібників, входили в екзаменаційні білети для 
вступників у різні вузи країни.

На закінчення декілька слів про те, як користуватися цим посібни-
ком. На думку автора, не варто починати з аналізу тих розв’язків, які 
наведені в книзі. Насамперед потрібно досконало володіти методами 
розв’язання прикладів і задач, які не містять параметри. Зокрема, за-

своєнню таких методів може допомогти книга: Крамор В.С. Повторяем 
и систематизируем школьный курс алгебры и начал анализа (М.: 
ОНИКС, Мир и Образование, 2007). Зі згаданої книги варто засвоїти 
тільки один розділ: «Вправи з розв’язками». Лише після цього можна 
переходити до аналізу розв’язаних у даній книзі задач з параметра-
ми. Спочатку спробуйте самостійно розв’язати якунебудь задачу, а 
у випадку труднощів звертайтеся до її розв’язку, наведеного в книзі. 
Засвоюйте прийоми, використані при розв’язанні цієї задачі, оскіль-
ки надалі той чи інший спосіб може виявитися корисним.

Успіхів вам, школярі й абітурієнти!
А в т о р
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Тема 1
	 1.	 Натуральні	числа	
	 2.	 Прості	й	складені	числа	
	 3.	 Звичайні	дроби.	Правильні	й	неправильні	дроби
	 4.	 Множина	цілих	чисел,	множина	раціональних	чисел	
	 5.	 Модуль	числа
	 6.	 Піднесення	раціональних	чисел	до	степеня	з	

натуральним	показником
	 7.	 Властивості	степеня	з	натуральним	показником
	 8.	 Числові	вирази.	Вирази	зі	змінними.	Тотожно	рівні	

вирази
	 9.	 Одночлени.	Багаточлени
10.	Формули	скороченого	множення

ДОВІДКОВИЙ МАТЕРІАЛ

1.	 Натуральні	числа
1°. Поняття натурального числа відноситься до найпростіших, 

початкових понять математики і не визначається через інші, прості-
ші поняття.

2°. Натуральні числа виникли в результаті лічби предметів. У по-
рядку зростання їх можна записати як ряд чисел 1, 2, 3, 4, ..., тобто це 
цілі додатні числа.

3°. Множину натуральних чисел позначають N.

2.	 Прості	й	складені	числа
1°. Число а називають простим, якщо його дільниками є тільки 

одиниця і саме число а.
2°. Число а, що має більше двох натуральних дільників (крім 1 й 

а), називають складеним.
3°. Відзначимо, що число 1 не відноситься ні до простих, ні до 

складених чисел.

3. Звичайні	дроби.	Правильні	й	неправильні	дроби
1°. Одну або декілька рівних частин одиниці називають звичай-

ним дробом.
2°. Звичайний дріб записують за допомогою риски та двох нату-

ральних чисел.
3°. Число, яке записане під рискою і показує, на скільки рівних 

частин поділена одиниця, називають знаменником дробу.
4°. Число, яке записане над рискою і показує, скільки взято таких 

рівних частин, називають чисельником дробу.
5°. Дріб, в якого чисельник менший від знаменника, називають 

правильним.
6°. Дріб, в якого чисельник дорівнює або більший від знаменника, 

називають неправильним.
7°. Основна властивість дробу. При множенні чисельника 

і знаменика дробу на одне й те саме число, відмінне від нуля, зна-
чення дробу не змінюється.

4. Множина	цілих	чисел,	множина	раціональних	чисел
1°. Натуральні числа, протилежні до них, а також число нуль 

утворюють множину цілих чисел. Її позначають Z.
2°. Множину натуральних чисел, доповнену нулем, називають 

множиною цілих невід’ємних чисел і позначають Z0. 
3°. Об’єднання множин цілих і дробових чисел (додатних 

і від’ємних) утворює множину раціональних чисел. Її позначають Q.

5.	 Модуль	числа
1°. Модулем (абсолютною величиною) дійсного числа а нази-

вають:
а) саме це число, якщо а ≥ 0;
б) протилежне число (– а), якщо а < 0.
2°. Модуль числа а позначають |а|.
3°. Отже,

 a
a a
a a

=
≥

− <




якщо
( ), якщо

0,
0.

4°. Геометрично |а| означає відстань на координатній прямій від 
точки, що зображає число а, до початку відліку.
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3. Рівняння (2) не має розв’язків при жодних а, оскільки  
–2 – 4 + a  ≤ –2 (за означенням арифметичного кореня).

4. Для рівняння (3) повинна виконуватися система нерівностей

  − ≤ − + + ≤
+ ≥







1 2 4 1
4 0

a
a

,
.

 (4)

5. Розв’язавши систему (4), знаходимо –3 ≤ а ≤ 5.
6. Відповідь: якщо а	∈	[–3; 5], то х = (–1)k arcsin( 4 + a  – 2) + πk, 

k ∈ Z; 
 якщо а ∉ [–3; 5], то коренів немає.

4 .  При кожному значенні параметра а розв’язати рівняння 
 sin2х + a sin х – а2 + 1 = 0.

1. Розв’яжемо дане рівняння як квадратне відносно синуса, вико-
ристовуючи обмеження –1 ≤ sin х ≤ 1.

2. Нехай sin х = t; тоді

 t a a
1

25 4
2

=
− − − ,   t a a

2

25 4
2

=
− + − ,  при a ≥

2
5

.

3. Рівняння sin x = t1 має розв’язок, якщо виконується система не-
рівностей
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Розв’язком системи (1) є значення a∈ − −
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4. Рівняння sin х = t2 має розв’язок, якщо виконується система не-
рівностей
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Розв’язком системи (2) є значення a∈ − −
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5. Відповідь: якщо а ∈ (–∞; –2)∪(2; +∞), то коренів немає; 

 якщо а	∈	[–2; –1], то х = (–1)п+1 arcsin a a+ −5 4
2

2

 + πn; 

 якщо a∈ − −








 ∪









1 2

5
2
5

1; ; ,  то 

 х = (–1)п arcsin − ± −a a5 4
2

2

 + πn; 

 якщо а	∈	[1; 2], то х = (–1)п arcsin − + −a a5 4
2

2

 + πn,

 п ∈ Z.

5 .   При кожному значенні параметра а розв’язати рівняння 
 sin(х – а) – sin х = sin а. (1)

1. Перенесемо всі члени рівняння (1) у ліву частину і скористаємо-
ся формулою різниці синусів, а також формулою синуса подвійного 
кута. Тоді одержимо
 sin(х – а) – sin х – sin а = 0;

 − −





 − =2

2 2
2

2 2
0sin cos sin cos .a x a a a

2. Винесемо спільний множник за дужки:

 sin cos cos ,a x a a
2 2 2

0−





 +









 =

звідки, застосовуючи формулу суми косинусів, маємо

 sin cos cos .a x x a
2 2 2 2

0−





 =  (2)

3. Розглянемо окремо кожен множник у рівнянні (2):

а) sin a
2

 = 0, тобто а = 2πп, п ∈ Z. У цьому випадку рівняння (1) 

задовольняється при будьякому х ∈ R;

б) cos x
2

 = 0, тобто х = π + 2πk, k ∈ Z (незалежно від значення па-

раметра а);
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