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ÇÀÄÀ×²

Ð î ç ä ³ ë  1

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×Í² ÇÀÄÀ×² ÍÀ ÏËÎÙÈÍ²

Ï î ç í à ÷ å í íÿ: à, b, ñ � ñòîðîíè òðèêóòíèêà; A, B, C � êóòè,
ùî ëåæàòü íàâïðîòè öèõ ñòîð³í, â³äïîâ³äíî; m

a
 � ìåä³àíà ñòîðîíè à;

l
A
 � á³ñåêòðèñà êóòà A; h

a
 � âèñîòà, îïóùåíà íà ñòîðîíó à; R �

ðàä³óñ îïèñàíîãî êîëà; r � ðàä³óñ âïèñàíîãî êîëà; P � ïåðèìåòð
áàãàòîêóòíèêà.

Äîâæèíîþ á³ñåêòðèñè çîâí³øíüîãî êóòà A′ â³äíîñíî âíóòð³øíüîãî
êóòà À òðèêóòíèêà íàçèâàºòüñÿ â³äð³çîê á³ñåêòðèñè, ùî ñïîëó÷àº
òî÷êó A ³ òî÷êó ïåðåòèíó á³ñåêòðèñè ç ïðîäîâæåííÿì ñòîðîíè à.

Â³äíîøåííÿ ïëîù äâîõ òðèêóòíèê³â, ùî ìàþòü ñï³ëüíèé êóò,
äîð³âíþº â³äíîøåííþ äîáóòê³â ñòîð³í, ùî óòâîðþþòü öåé ñï³ëüíèé
êóò.

Ôîðìóëà, ùî âèðàæàº äîâæèíó ìåä³àíè òðèêóòíèêà ÷åðåç

äîâæèíè éîãî ñòîð³í: 
2 2 21 2 2 .

2am b c a= + −

 ßêùî â ìíîãîêóòíèê ìîæíà âïèñàòè êîëî, òî éîãî ïëîùà S = pr,

äå 
2
p

P =  � ï³âïåðèìåòð ìíîãîêóòíèêà.

Ïëîùà ÷îòèðèêóòíèêà: 1 2
1 sin ,
2

S d d= α  äå d
1
 ³ d

2
 � äîâæèíè

éîãî ä³àãîíàëåé, à α � êóò ì³æ íèìè.
Ïðè ðîçâ�ÿçàíí³ ïëàí³ìåòðè÷íèõ çàäà÷ äîâîäèòüñÿ çàñòîñîâóâàòè

ïîõ³äí³ ïðîïîðö³¿.

ßêùî ,a c
b d

=  òî .ma nb mc nd
pa qb pc qd

+ +=
+ +

ßêùî 31 2

1 2 3

... ,n

n

aa a a c
b b b b d

= = = = =  òî

1 2 3

1 2 3

...
...

n

n

a a a a c
b b b b d

± ± ± ± =± ± ± ±  ³ 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

...
,

...
n n

n n

m a m a m a m a c
m b m b m b m b d
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äå êîìá³íàö³ÿ çíàê³â áåðåòüñÿ áóäü-ÿêîþ, àëå îäíàêîâîþ äëÿ
÷èñåëüíèêà ³ çíàìåííèêà.

1.1. Íàâêîëî ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ABC îïèñàíî êîëî O
ðàä³óñîì R. Êîëî O

1
 äîòèêàºòüñÿ äî äâîõ ñòîð³í AB ³ BC òðèêóòíèêà

³ êîëà O. Çíàéä³òü â³äñòàíü â³ä öåíòðà êîëà O
1
 äî âåðøèíè A.

1.2. Âèñîòà ð³âíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ç êóòîì α ïðè îñíîâ³
á³ëüøà â³ä ðàä³óñà âïèñàíîãî â íüîãî êîëà íà m. Âèçíà÷òå îñíîâó
òðèêóòíèêà ³ ðàä³óñ îïèñàíîãî êîëà.

1.3. Äîâåä³òü, ùî ðàä³óñ êîëà, ÿêå ä³ëèòü íàâï³ë ñòîðîíè
òðèêóòíèêà, âäâ³÷³ ìåíøèé â³ä ðàä³óñà êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî
öüîãî òðèêóòíèêà.

1.4. Ó òðèêóòíèêó ñïîëó÷åí³ îñíîâè á³ñåêòðèñ. Çíàéä³òü
â³äíîøåííÿ ïëîù³ äàíîãî òðèêóòíèêà äî ïëîù³ òðèêóòíèêà, ùî
óòâîðèâñÿ, ÿêùî ñòîðîíè äàíîãî òðèêóòíèêà ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ ÿê
p : q : l.

1.5. Äàíî êóòè A, B, C òðèêóòíèêà ABC. Íåõàé êîëî äîòèêà-
ºòüñÿ äî ñòîð³í BC, AC ³ AB òðèêóòíèêà â³äïîâ³äíî â òî÷êàõ A

1
, B

1
,

C
1
. Çíàéä³òü â³äíîøåííÿ ïëîù³ òðèêóòíèêà A

1
B

1
C

1
 äî ïëîù³

òðèêóòíèêà ABC.
1.6. Äàíî òðèêóòíèê ABC, êóòè B ³ C ÿêîãî ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ ÿê

3 : 1, à á³ñåêòðèñà êóòà A ä³ëèòü ïëîùó òðèêóòíèêà ó ñï³ââ³äíîøåíí³
2 : 1. Çíàéä³òü êóòè òðèêóòíèêà.

1.7. Çíàéä³òü äîâæèíó l á³ñåêòðèñè çîâí³øíüîãî êóòà â³äíîñíî
êóòà A òðèêóòíèêà, ÿêùî çàäàíî éîãî ñòîðîíè b ³ ñ ³ êóò A ì³æ
íèìè (b ≠ ñ).

1.8. Ó òðèêóòíèêó ïëîùåþ S ç ãîñòðèì êóòîì α ïðè âåðøèí³
A á³ñåêòðèñà êóòà A â p ðàç³â ìåíøà â³ä ðàä³óñà îïèñàíîãî ³ â q
ðàç³â á³ëüøà â³ä ðàä³óñà âïèñàíîãî êðóãà. Çíàéä³òü ñòîðîíó
òðèêóòíèêà, ùî ëåæèòü íàâïðîòè êóòà A.

1.9. Ó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåí³ á³ñåêòðèñè AM ³ BN. Íåõàé
O � òî÷êà ¿õ ïåðåòèíó. Â³äîìî, ùî

: 3 : 1,AO OM =  à ( ): 1 : 3 1 .BO ON = −

Çíàéä³òü êóòè òðèêóòíèêà.

1.10. Âñåðåäèí³ êóòà α óçÿòî òî÷êó M. ¯¿ ïðîåêö³¿ P ³ Q íà
ñòîðîíè êóòà â³ääàëåí³ â³ä âåðøèíè O êóòà íà â³äñòàí³ OP = p
³ OQ = q. Çíàéä³òü â³äñòàí³ MP ³ MQ â³ä òî÷êè M äî ñòîð³í êóòà.

1.11. Ó ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó äâ³ âèñîòè äîð³âíþþòü 3 ñì

³ 2 2 ñì, à ¿õíÿ òî÷êà ïåðåòèíó ä³ëèòü òðåòþ âèñîòó ó ñï³ââ³äíîøåíí³
5 : 1, ðàõóþ÷è â³ä âåðøèíè òðèêóòíèêà. Çíàéä³òü ïëîùó òðèêóòíèêà.

Ãåîìåòðè÷í³ çàäà÷³ íà ïëîùèí³
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1.12. Ó òðèêóòíèêó ABC ð³çíèöÿ êóò³â B ³ C äîð³âíþº .
2
π

Âèçíà÷òå êóò C, ÿêùî â³äîìî, ùî ñóìà ñòîð³í ÀÑ ³ ÀÂ ñòàíîâèòü k,
à âèñîòà, îïóùåíà ç âåðøèíè A, äîð³âíþº h.

1.13. Ó òðèêóòíèêó ABC º òî÷êà O, òàêà, ùî êóòè ABO, BCO
³ CAO äîð³âíþþòü α. Âèðàç³òü ctg α ÷åðåç ïëîùó òðèêóòíèêà ³ éîãî
ñòîðîíè.

1.14. Ó òðèêóòíèêó ABC äàíî ð³çíèöþ ϕ êóò³â A ³ B (ϕ = A − B > 0).
Â³äîìî, ùî âèñîòà, îïóùåíà ç C íà AB, äîð³âíþº BC − AC. Çíàéä³òü
êóòè òðèêóòíèêà.

1.15. Äàíî äîâæèíè âèñîò AA
1
 = h

a
 ³ BB

1
 = h

b
 òðèêóòíèêà ABC

³ äîâæèíà CD = l á³ñåêòðèñè êóòà C. Çíàéä³òü êóò C.

1.16. Ó òðèêóòíèê ç îñíîâîþ à ³ ïðîòèëåæíèì êóòîì α âïèñàíî
êîëî. ×åðåç öåíòð öüîãî êîëà ³ ê³íö³ îñíîâè òðèêóòíèêà ïðîâåäåíî
äðóãå êîëî. Çíàéä³òü éîãî ðàä³óñ.

1.17. Äîâåä³òü, ùî ÿêùî äîâæèíè ñòîð³í òðèêóòíèêà óòâîðþþòü
àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ, òî öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â öåé òðèêóòíèê,
³ òî÷êà ïåðåòèíó éîãî ìåä³àí ëåæàòü íà ïðÿì³é, ïàðàëåëüí³é ñåðåäí³é
çà äîâæèíîþ ñòîðîí³ òðèêóòíèêà.

1.18. Ó òðèêóòíèêó ABC ðàä³óñ âïèñàíîãî êîëà äîð³âíþº r,
ñòîðîíà BC á³ëüøà â³ä r ó k ðàç³â, à âèñîòà, îïóùåíà íà öþ ñòîðîíó,

á³ëüøà â³ä r â÷åòâåðî. Çíàéä³òü ï³âïåðèìåòð p, tg ,
2
A  ñòîðîíè b ³ ñ.

1.19. Êóòè C, A, B òðèêóòíèêà ABC óòâîðþþòü ãåîìåòðè÷íó
ïðîãðåñ³þ ç³ çíàìåííèêîì 2. Íåõàé O � öåíòð êîëà, âïèñàíîãî
â òðèêóòíèê ABC, K � öåíòð çîâí³øíüîâïèñàíîãî êîëà, ùî
äîòèêàºòüñÿ äî ñòîðîíè AC, L � öåíòð çîâí³øíüîâïèñàíîãî êîëà,
ùî äîòèêàºòüñÿ äî ñòîðîíè BC. Äîâåä³òü, ùî òðèêóòíèêè ABC
³ OKL ïîä³áí³.

1.20. Ó òðèêóòíèêó ABC êóòè A, B ³ C óòâîðþþòü ãåîìåòðè÷íó
ïðîãðåñ³þ ç³ çíàìåííèêîì 2. Äîâåä³òü, ùî

1 1 1.
a b c

= +

1.21. Äîâåä³òü, ùî ÿêùî P, Q, R � â³äïîâ³äíî òî÷êè ïåðåòèíó
êîæíî¿ ç³ ñòîð³í BC, CA, AB (àáî ¿õ ïðîäîâæåíü) òðèêóòíèêà ABC
ç äåÿêîþ ïðÿìîþ, òî

1BR AQ PC
AR QC BP

⋅ ⋅ =
⋅ ⋅

(òåîðåìà Ìåíåëàÿ).

ÇÀÄÀ×²
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1.22. Òî÷êà D çíàõîäèòüñÿ íà ñòîðîí³ BC òðèêóòíèêà ABC.
Äîâåä³òü, ùî

AB2 · DC + AC2 · BD − AD2 · BC = BC · DC · BD
(òåîðåìà Ñòþàðòà).

1.23. Íà ñòîðîíàõ òðèêóòíèêà ABC óçÿò³ òî÷êè P, Q ³ R òàê, ùî
òðè ïðÿì³ AP, BQ ³ CR ïåðåòèíàþòüñÿ â îäí³é òî÷ö³. Äîâåä³òü, ùî

1CQAR BP
RB PC QA

⋅ ⋅ =

(òåîðåìà ×åâè).

1.24. ×åðåç äîâ³ëüíó òî÷êó O, óçÿòó âñåðåäèí³ òðèêóòíèêà ABC,
ïðîâåäåí³ ïðÿì³ DE, FK, MN, ïàðàëåëüí³ â³äïîâ³äíî AB, AC, BC,
ïðè÷îìó F ³ M ëåæàòü íà AB, E ³ K � íà BC, N ³ D � íà AC.
Äîâåä³òü, ùî

1.AF BE CN
AB BC CA

+ + =

1.25. ×åðåç öåíòð O ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ABC ïðîâåëè
äîâ³ëüíó ïðÿìó. Äîâåä³òü, ùî ñóìà êâàäðàò³â â³äñòàíåé â³ä âåðøèí
òðèêóòíèêà äî ö³º¿ ïðÿìî¿ íå çàëåæèòü â³ä ðîçì³ùåííÿ ïðÿìî¿.

1.26. Íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC, â ÿêîìó à = 2, b = 3 ³ êóò C = 60°,
îïèñàíî êîëî. Âèçíà÷òå ðàä³óñè ê³ë, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç äâ³ âåðøèíè
òðèêóòíèêà ³ öåíòð îïèñàíîãî êîëà.

1.27. Ñòîðîíè òðèêóòíèêà çâ�ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì a2 = ñ(b + ñ).
Äîâåä³òü, ùî êóò A óäâ³÷³ á³ëüøèé â³ä êóòà C.

1.28. Íåõàé O � öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â òðèêóòíèê ABC.
Äîâåä³òü, ùî ÿêùî OA2 = OB · OC, òî

2cos 2sin sin .
2 2 2

B C A A− = +

1.29. Ïëîùà S òðèêóòíèêà ABC çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ
S = a2 − (b − ñ)2. Çíàéä³òü êóò A.

1.30. Íà ñòîðîíàõ òðèêóòíèêà çîâí³øí³ì ÷èíîì ïîáóäîâàí³
êâàäðàòè. Äîâåä³òü, ùî â³äñòàíü ì³æ öåíòðàìè êâàäðàò³â, ïîáó-
äîâàíèõ íà á³÷íèõ ñòîðîíàõ, äîð³âíþº â³äñòàí³ â³ä öåíòðà êâàäðàòà,
ïîáóäîâàíîãî íà îñíîâ³, äî ïðîòèëåæíî¿ âåðøèíè òðèêóòíèêà.

1.31. Ó òðèêóòíèêó ABC îäèíè÷íî¿ ïëîù³ ïðîâåäåíèé â³äð³çîê

AD, ùî ïåðåòèíàº ìåä³àíó CF ó òî÷ö³ M, ïðè÷îìó 1 .
4

FM CF=

Çíàéä³òü ïëîùó òðèêóòíèêà ABD.

Ãåîìåòðè÷í³ çàäà÷³ íà ïëîùèí³
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1.32. Äîâåä³òü, ùî äîáóòîê ä³àãîíàëåé âïèñàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà
äîð³âíþº ñóì³ äîáóòê³â ïðîòèëåæíèõ ñòîð³í (òåîðåìà Ïòîëåìåÿ).

1.33. Â³äð³çîê, ùî ñïîëó÷àº ñåðåäèíè îñíîâ òðàïåö³¿, äîð³âíþº
¿õí³é ï³âð³çíèö³. Çíàéä³òü ñóìó êóò³â ïðè á³ëüø³é îñíîâ³ òðàïåö³¿.

1.34. ×åðåç öåíòð êâàäðàòà ABCD ïðîâåëè ïðÿìó, ùî ïåðåòèíàº
ñòîðîíó AB ó òî÷ö³ N, ïðè÷îìó AN : NB = 1 : 2. Íà ö³é ïðÿì³é
óçÿëè äîâ³ëüíó òî÷êó M, ÿêà ëåæèòü âñåðåäèí³ êâàäðàòà. Äîâåä³òü,
ùî â³äñòàí³ â³ä òî÷êè M äî ñòîð³í êâàäðàòà AB, AD, BC ³ CD, óçÿò³
â íàçâàíîìó ïîðÿäêó, óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ.

1.35. Êâàäðàò ³ ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê, ÿê³ ìàþòü ñï³ëüíó
âåðøèíó, âïèñàí³ â êîëî îäèíè÷íîãî ðàä³óñà. Çíàéä³òü ïëîùó,
ïîêðèòó ³ êâàäðàòîì, ³ òðèêóòíèêîì.

1.36. Ó êîëî âïèñàí³ òðàïåö³ÿ ³ ð³âíîáåäðåíèé ãîñòðîêóòíèé
òðèêóòíèê ïëîùåþ S òàêèì ÷èíîì, ùî á³ëüøà îñíîâà òðàïåö³¿
ñï³âïàäàº ç ä³àìåòðîì êîëà, à á³÷í³ ñòîðîíè ïàðàëåëüí³ á³÷íèì
ñòîðîíàì òðèêóòíèêà. Ñåðåäíÿ ë³í³ÿ òðàïåö³¿ äîð³âíþº l. Çíàéä³òü
âèñîòó òðàïåö³¿.

1.37. Çíàéä³òü â³äíîøåííÿ ïëîù³ òðàïåö³¿ ABCD äî ïëîù³
òðèêóòíèêà AOD, äå O � òî÷êà ïåðåòèíó ä³àãîíàëåé òðàïåö³¿, ÿêùî

â³äîìî, ùî .BC p
AD

=

1.38. Äâà ïðàâèëüí³ ìíîãîêóòíèêè ç ïåðèìåòðàìè à ³ b îïèñàí³
íàâêîëî êîëà, à òðåò³é ïðàâèëüíèé ìíîãîêóòíèê âïèñàíèé â öå
êîëî. Äðóãèé ³ òðåò³é ìíîãîêóòíèêè ìàþòü êîæåí óäâ³÷³ á³ëüøå
ñòîð³í, í³æ ïåðøèé. Çíàéä³òü ïåðèìåòð òðåòüîãî ìíîãîêóòíèêà.

1.39. Óñåðåäèí³ êóòà AOB, ìåíøîãî â³ä π, äàíî òî÷êó M, ùî
çíàõîäèòüñÿ íà â³äñòàí³ à â³ä âåðøèíè êóòà. Â³äð³çîê OM óòâîðþº
êóòè α ³ β ç³ ñòîðîíàìè êóòà AOB. Çíàéä³òü ðàä³óñ R êîëà, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç M ³ â³äñ³êàº íà ñòîðîíàõ êóòà AOB õîðäè, ùî
äîð³âíþþòü 2a.

1.40. ²ç çîâí³øíüî¿ òî÷êè A ïðîâåëè äâ³ âçàºìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðí³ ñ³÷í³ ABD ³ ACE äî êîëà ç öåíòðîì O. Ïëîù³ òðèêóòíèê³â
ABC ³ ADE ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ ÿê m : n. Âèçíà÷òå âåëè÷èíè äóã BC
³ DE, êîæíà ç ÿêèõ ìåíøà â³ä ï³âêîëà.

1.41. Ç òî÷êè A, ùî ëåæèòü íà êîë³ ðàä³óñà r, ïðîâåäåíî äâ³
õîðäè AC ³ AB. Ö³ õîðäè ëåæàòü ïî îäèí á³ê â³ä ä³àìåòðà êîëà, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À. Äîâæèíà á³ëüøî¿ õîðäè äîð³âíþº b, à êóò
BAC äîð³âíþº α. Çíàéä³òü ðàä³óñ êîëà, ÿêå äîòèêàºòüñÿ äî õîðä AB
³ AC òà äóãè BC.
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