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Переднє слово до учнів

Øàíîâí³ äðóç³! Ви розгорнули підручник з геометрі¿, науки, яка споконвіку 
вражала лþдськиé розум своєþ доверøеністþ. З давніõ-давен геометрія 
вважалася непереверøеноþ øколоþ мудрості, вивчення яко¿ розвивало é øлі-
ôувало мислення. Ïереказуþть, ùо над вõодом до Àкадемі¿, яку заснував 
видатниé давньогрецькиé ôілосоô Ïлатон, áуло вирізьáлено напис: «Не заõодь, 
не оáізнаниé з геометрієþ!». 

За ùо ж так цінувалася ця наука? — За те, ùо розвивала мистецтво аргу-
ментаці¿, а аргументація áула основоþ того нового демократичного суспільства, 
яким так пиøалися греки і яке вони всіляко протиставляли сõідним деспотіям. 
Символічно, ùо серед сімоõ сво¿õ легендарниõ мудреців-законодавців, котриõ 
греки вважали сво¿ми дуõовними учителями, на перøому місці вони завжди 
називали ім’я Фалеса, якиé, власне, законодавцем і не áув. Фалес áув ученим 
і, як стверджуþть легенди, довів лиøе декілька простиõ геометричниõ істин. 
Однак цим він продемонстрував здатність лþдського розуму відøукувати 
оá’єктивну істину, і цеé постулат став основоþ заõідно¿ цивілізаці¿.

Îтже, навчаючись геометрії, ви навчатиметеся мистецтвó аргóмен-
тації, яêе є базовою цінністю сóчасного демоêратичного сóспільства.

Ïереміùаþчись «маøиноþ часу» далі, потрапляємо у ХVІІ ст. Виникло нове 
природознавство: Галілеé, Êеплер, Декарт, Ïаскаль, Ньþтон… Давня геометрія 
не тільки не стала осторонь новиõ тенденціé, а é перетворилася на теоретичну 
основу експериментально¿ науки, залиøаþчись водночас основоþ раціона-
лістично¿ ôілосоôі¿. Своєрідне відоáраження ціє¿ ново¿ тенденці¿ знаõодимо 
у мандраõ казкового Гуллівера, героя роману Джонатана Свіôта. Ïриáувøи на 
літаþчиé острів Ëапуту, Гуллівер наéáільøе здивувався тому, ùо все життя 
éого меøканців оáерталося довкола геометрі¿. Навіть ¿õня áуденна мова рясніла 
геометричними термінами. Та якáи Гуллівер áув наøим сучасником, то такого 
подиву, маáуть, у нього не áуло á. Геометричними термінами тепер пронизані 
не тільки природничі і теõнічні науки, а é гуманітарні, мистецтвознавство, 
мова ùоденного спілкування. Ось лиøе наéпоøиреніøі слова, які поáутуþть 
у наøому мовленні é запозичені з геометрі¿: аксіома, паралелі, плоùина, 
вектор, сôера, координати, ôокус, полþс, сектор, вимір, áагатовимірність, си-
метрія тоùо. Ïевна річ, аáи правильно розуміти і вживати ці слова, потріáно 



4 Переднє слово до учнів

знати ¿õніé первісниé геометричниé зміст. «Êнига природи», — як влучно 
сказав ¥алілеé, «написана мовоþ геометрі¿». 

Îтже, навчаючись геометрії, ви прилóчатиметеся до надбань світової 
êóльтóри, ставатимете оáізнаними é компетентними у тиõ питанняõ, в якиõ 
áез цього відчували á сеáе немовáи приáульцями із варварськиõ епоõ.

І ось ми… у ХХІ ст. Êомп’þтерна граôіка і дизаéн, заõмарні арõітектурні 
споруди, моáільниé зв’язок, GPS-навігація, проникнення у глиáини космосу 
і матері¿… Геометричні іде¿ і принципи лежать в основі і циõ надáань. Вивчаþчи 
геометріþ, ви в цьому не раз переконаєтеся.

Îтже, і з праêтичної точêи зорó геометрія необхідна.

Навчання мистецтву аргументаці¿, прилучення до надáань світово¿ куль-
тури і практичні застосування геометрі¿ — це ті основні завдання, які став-
ляться у цьому підручнику. Вони невіддільні одне від одного, як невіддільні, 
рівнозначні і взаємодоповнþþчі Віра, Надія і Ëþáов у õристиянськіé моралі.

Ïогортаéте підручник, і ви навіть за ілþстративним матеріалом помітите, 
ùо кожному із циõ завдань відведено належне місце.

Êрім цього, по всьому тексту ви помітите низку розпізнавальниõ знаків, 
кожен з якиõ має своє символічне значення:

На уроки вас запроøуватиме наø øкільниé дзвоник, перев’язаниé жов-
то-áлакитноþ стрічкоþ.

Руáрику вправ і задач усþди супроводжуватиме áогиня мудрості Àôіна. 
Виáрано рельєôне зоáраження Àôіни з геометричними атриáутами — кут-
ником, циркулем, лініéкоþ і сôероþ, створене Філіппом-Роланом Роландом 
для заõідного ôасаду паризького Ëувра.

Задачі і вправи розміùені в кінці кожного параграôів за порядком наро-
стання ¿õньо¿ складності. Наéпростіøі з ниõ (у тому числі é усні вправи) 
позначені світлим кружечком, а складніøі — темним. Ó кінці кожного роз-
ділу подані типові завдання для контрольниõ роáіт (у двоõ варіантаõ). Óчні, 
які ознаéомляться з ними заздалегідь, áудуть застраõовані від неприємниõ 
«сþрпризів» на контрольніé.
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Чимало задач у підручнику вміùено з розв’язаннями. Відповідна руáри-
ка «Розв’язуємо разом» позначена красномовноþ світлиноþ з учителем 
і ученицеþ, які разом виріøуþть задачу. На поданиõ у тексті прикладаõ 
демонструþться застосування встановлениõ теоретичниõ ôактів, а в окремиõ 
випадкаõ — і корисні нові відомості та загальні підõоди до розв’язування гео-
метричниõ задач.

Ó підручнику є матеріал «Для тиõ, õто õоче знати áільøе». Він розраõова-
ниé на учнів, які вже зараз, не чекаþчи старøиõ класів, õочуть дізнаватися 
про математику áільøе. Ці тексти супроводжуþться портретами геніальниõ 
математиків Ìиõаéла Остроградського і Соôі¿ Êовалевсько¿. Їõніé життєвиé 
øляõ переконливо свідчить, ùо математика однаково доступна як чолові-
кам, так і жінкам, і ùо успіõи в науці не залежать від місця народження: 
Остроградськиé народився на õуторі, а Êовалевська — у столиці.

Êрім навчального матеріалу, підручник містить спеціальну руáрику 
«Сторінки історі¿». Ї¿ супроводжує муза історі¿ Êліо зі знаменито¿ картини 
Генріõа Семирадського «Ïарнас» (картина прикраøає завісу Ëьвівського 
оперного театру). Ìуза тримає книгу é перо, а промовистим поруõом ліво¿ 
руки немовáи запроøує озирнутися назад. Ознаéомлення з поданими у ціé 
руáриці відомостями розøирить ваø кругозір, допоможе зáагнути важли-
ві внутріøні мотиви розвитку математики. À це, у своþ чергу, сприятиме 
глиáøому розуміннþ науки.

Ó кінці кожного розділу подається зведениé перелік усього вивченого теоре-
тичного матеріалу, а в руáриці «Ïеревір сеáе» — питання для самоконтролþ. 
Цþ руáрику супроводжує зоáраження міôічно¿ птаøки-Сôінкса з погруддям 
жінки і тулуáом лева, яка, за переказами, пропускала далі лиøе тиõ подо-
рожніõ, õто правильно відповів на ¿¿ запитання.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàé
äàâí³øиõ, íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Зірка геометрії. 
Фрагмент композиції Ігоря Макаревича та Олени Єлагіної

«Геометрія космосу» (2008 р.)

Зображені у цій композиції креслярські прилади — лінійка, транспортир і косинець — допомагати-
муть нам фіксувати ті основні фігури на площині та їхні властивості, які слугують основою геометрії.



Розділ І
Елементарні геометричні 
фігури та їхні властивості

  Вступ

 «Ìислþ — отже, існуþ» — так коротко оõаракте-
ризував сутність лþдського áуття знаменитиé ôран-
цузькиé ôілосоô і математик XVII ст. Рене Декарт. 
Цим він стверджував, ùо справжнє життя лþдини 
невід’ємне від мислення і неможливе áез нього. 

Ìислення áагатогранне, як áагатогранниé світ 
довкола нас. Зокрема, оскільки ми живемо у просторі, 
то повинні вміти мислити просторовими оáразами. 
Осоáливо, якùо прагнемо не тільки пристосовуватися 
до умов, а é пізнавати, удосконалþвати світ.

Ïросторові оáрази інакøе називаþть ùе формами 
аáо геометричними фігурами. Наука про геоме-
тричні ôігури називається геометрією.

Зародки геометрі¿ виникли дуже давно, ùе 
коли головними просторовими ôормами, з якими 
лþдині доводилося мати справу, áули øляõи та 
ділянки землі. Звідси é назва «геометрія», ùо 
в перекладі з грецько¿ якраз і означає «вимірþ-
вання землі». Ïроте з часом до ціє¿ первісно¿ 
геометрі¿ долучалися нові ôорми. З удосконаленням 
áудівництва геометричні ôорми здіéмалися вгору, з 

Рене Декарт.  
Портрет голландського 

художника Франса Хальса. 
Париж, Лувр.

Урок 
1
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успіõами астрономі¿ — поøирþвалися на космічні 
простори, з розвитком ôізики занурþвалися углиá 
матері¿.

Ïридивіться до áудь-яко¿ арõітектурно¿ споруди і ви 
поáачите, як гармоніéно поєднуþться у ніé численні 
ліні¿ та інøі деталі — відрізки, дуги, кути, трикутники, 
прямокутники, круги, паралелепіпеди, призми тоùо. 
Отже, у вас уже є певниé інструментаріé для осми-
сленого сприéняття просторово¿ конструкці¿. Àле чи 
зможете ви пояснити, як виáрані та взаємопов’язані 
ці деталі, як розраõовані ¿õні розміри? Те саме можна 
спитати стосовно плану ваøого мікрораéону, парку, 
спортивного чи торговельного комплексу.

  À як знаõодять відстані до недоступниõ оá’єктів, 
як визначили розміри Землі та інøиõ планет, як ство-
рþþть геограôічні та астрономічні карти?

Нареøті, як ôункціонує комп’þтерна граôіка — 
цеé невичерпниé сучасниé ресурс для проектування 
é зоáраження геометричниõ ôігур?

Розуміння циõ речеé потреáує значно глиáøого 
вивчення геометрі¿. Ìало закріпити в пам’яті назви 

Фрагмент архітектури 
готичного храму

Ансамбль Маріїнського 
палацу в Києві

Архітектурний проект, побудований засобами 3D комп’ютерної графіки
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геометричниõ ôігур та навчитися ¿õ розпізнавати, на-
віть, зоáражати. Ïотріáно ùе é уявляти, як встанов-
лþþться зв’язки між різними ¿õніми складовими і як 
на основі циõ зв’язків ôігури конструþþться. Це так 
само, як для вправного володіння мовоþ недостатньо 
лиøе певного словникового запасу, а потріáне зна-
ння граматики та синтаксису, аáо як для музично¿ 
творчості недостатньо лиøе нотно¿ грамоти é наáору 
«акордів», а неоáõідне знання основ композиці¿.

Для втілення циõ ідеé вивчення геометрі¿ потріáно 
розпочати з детального вивчення наéпростіøиõ 
геометричниõ ôігур, аáи потім можна áуло крок за 
кроком переõодити до складніøиõ ôігур і відкривати 
те, як ці складніøі конструþþться з наéпростіøиõ.

До наéпростіøиõ геометричниõ ôігур належать 
точки, прямі і плоùини, а також відрізки, промені 
і кути. Ці ôігури é áудуть предметом вивчення 
у цьому розділі.

 §1. Площина. точки і прямі

Площину ми áудемо уявляти у вигляді великого 
аркуøа аáо класно¿ доøки, які можна як завгодно 
продовжити у áудь-якому напрямку. Вважатимемо, 
ùо всі геометричні ôігури розміùені на плоùині. 
Ïлоùина — латинськоþ «планум». Тому ту частину 
геометрі¿, в якіé вивчаþться ôігури на плоùині, нази-
ваþть планіметрією. Стереометрія, тоáто геометрія 
у просторі, вивчається у старøіé øколі.

Наéелементарніøими ôігурами вважаþться точ
ки. Бóдь-яêа інøа фігóра сêладена з точоê. 

Óважається, ùо точка не має розмірів, õоч на 
рисункаõ точки зоáражуþться невеликими кружеч-
ками. Знаменитиé давньогрецькиé учениé Евклід, 
якиé написав перøиé підручник з геометрі¿, називав 
точкоþ «те, ùо не має частин». Точки можна уявляти 
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як сліди на аркуøі від тонко загостреного олівця. На 
площині існóє безліч точоê.

Точки зазвичаé позначаþться великими літерами 
латинського алôавіту. На рис. 1.1 зоáражено деяку 
ôігуру і позначено декілька ¿¿ точок A, B, C, D, E, K, M.

Ще однієþ з наéпростіøиõ ôігур є пряма лі-
нія, аáо просто пряма. Óявлення про пряму дає 
лінія, проведена під лініéку (рис. 1.2). Однієþ з 
наéголовніøиõ властивостеé прямо¿ є те, ùо пряма 
цілком визначається двома сво¿ми точками:

чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи 
ïðÿìó, ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.

Цþ властивість називаþть властивістю прове-
ден ня або побóдови прямої. 

На властивості проведення прямо¿ засновується 
простиé практичниé спосіá для перевірки правильності 
лініéки. Якùо через дві точки провести під лініéку дві 
ліні¿, по-різному розміùуþчи лініéку, як показано на 
рис. 1.3, і ці ліні¿ не зіллþться, то лініéка неправильна. 

Властивість проведення прямо¿ передáачає, ùо 
пряма не має ніяко¿ товùини, áо інакøе кожна 
товùина визначала á своþ лініþ, яка проõодить через 
ті самі точки. Тим часом така пряма має áути єдиноþ.

Ïрямі позначаþть аáо двома великими літерами, 
якими позначені які-неáудь дві точки прямо¿, аáо одні-
єþ малоþ латинськоþ літероþ. На рис. 1.4 зоáражено 
дві прямі — пряму AB (¿¿ можна також позначити 
як ВА) і пряму l.

Як і плоùина, пряма вважається неоáмеженоþ, 
õоча на рисунку, звісно, зоáражується лиøе певна 
оáмежена частина прямо¿. Як і на плоùині, на 
êожній прямій існóє безліч точоê. 

Якùо якась точка лежить на пряміé, то кажуть 
також, ùо ця точка належить пряміé, аáо ùо пряма 
проõодить через цþ точку. На рис. 1.5 зоáражено 
дві точки А і В, які належать пряміé l, а також дві 
точки P і Q, які не належать ¿é.
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Із властивості проведення прямо¿ випливає, ùо дві 
різні прямі можуть мати ùонаéáільøе одну спільну 
точку. Справді, якáи вони мали дві спільні точки, то 
зáігалися á, оскільки через дві точки можна провести 
лиøе одну пряму.

Ïро дві прямі, які маþть одну спільну точку, 
кажуть, ùо вони перетинаються у ціé точці. На 
рис. 1.6 зоáражено дві прямі m і n, які перетина-
þться у точці Р.

Якùо прямі не маþть жодно¿ спільно¿ точки, 
то вони називаþться паралельними (в дослівному 
перекладі з грецько¿ — «éдуть поруч»). На рис. 1.7 
зоáражено паралельні прямі a і b. Скільки á не 
продовжувати зоáраження паралельниõ прямиõ, вони 
ніколи не перетнуться.

Óявлення про плоùину дає не тільки аркуø паперу 
аáо класна доøка. Ïлоùину може представляти áудь-
яка інøа рівна поверõня, наприклад, стола, стелі, 
стіни, підлоги, спортивного маéданчика, навіть просто 
рівно¿ відкрито¿ місцевості.

Так само é точки можуть представлятися не 
тільки слідами від олівця, а é інøими реальними 
оá’єктами, розмірами якиõ можна знеõтувати. Звісно, 
тоді проведення прямиõ виглядатиме по-інøому. На 
цьому ґрунтуþться практичні застосування геометрі¿. 

Наприклад, під час розáивки газонів, доріжок, ôун-
даменту під заáудову тоùо точки ôіксуþть кілками, 
а прямі проводять за допомогоþ мотузок (øнура) 
(рис. 1.8). Àналогічно чинять малярі (рис. 1.9), на-
пинаþчи øнур, змаùениé смолоþ аáо креéдоþ, між 
точками, через які потріáно провести пряму, а потім 
відпускаþчи éого. Ó кожному із такиõ застосувань 
виõодить така соáі «мотузяна» геометрія. 

Ïринципово інакøе діþть геодезисти. Вони ôік-
суþть точки довгими палицями — віõами, а прямі 
«провіøуþть» за допомогоþ візуванням. À саме: 
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визначивøи пряму двома віõами А і В, інøі віõи С, 
D, … ставлять між ними так, ùоáи при спостереженні 
із-за віõи А вони закривали віõу В (рис. 1.10, а). За 
допомогоþ візування проводять і топограôічні зéомки 
для складання планів місцевості аáо «прив’язки» до 
місцевості нового оá’єкта для áудівництва (рис. 1.10, á). 
Таку геометріþ умовно можна назвати «променевоþ», 
оскільки роль прямиõ у ніé відіграþть зорові промені.

Те, ùо «мотузяна» геометрія зáігається із «про-
ме невоþ» — радøе ùаслива випадковість, ніж 
неоáõідність. Неважко уявити соáі такі ôізичні умови, 
при якиõ цього не áуло á. Наприклад, такого не áуло 
á на планеті Ìаленького Ïринца з відомо¿ повісті 
Àнтуана де Сент-Екзþпері (рис. 1.11). Ця планета 
áула дуже маленькоþ, а тому øнур, напнутиé між 
двома ¿¿ точками, відõилявся á від зорового променя 
між ними. Те само стосується é наøо¿ планети Земля, 
якùо áрати ¿¿ у великиõ масøтаáаõ. 

A
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Для великиõ земниõ масøтаáів існує інøа гео-
метрія — сферична, яка суттєво відрізняється від гео-
метрі¿ на плоùині, тоáто від планіметрі¿. Відмінність 
проявляється уже у властивості проведення прямо¿: 
на сôері можливе таке розміùення двоõ точок, при 
якому через ниõ можна провести áезліч сôеричниõ 
прямиõ. Ви легко зáагнете це, подививøись на глоáус 
і на éого меридіани, які перетинаþться на Ïівнічному 
і на Ïівденному полþсаõ (рис. 1.12).

Вивчаþчи геометріþ на плоùині, ми é далі не раз 
проводитимемо порівняння ¿¿ з геометрієþ на сôері. 
Сôеричну геометріþ започаткували античні астроно-
ми. Для ниõ зручно áуло вважати, ùо неáесні світи-
ла розміùуþться на неáесніé сôері. В астрономі¿ ця 
модель зоряного неáа застосовується é досі. В епоõу 
Великиõ геограôічниõ відкриттів та Відродження, 
сôерична геометрія давніõ астрономів «спустилася» 
з неáесно¿ сôери на земниé глоáус і в такиé спосіá 
стала поруч із прадавньоþ плоùинноþ геометрієþ. 
Яскравим відоáраженням цього нового світогляду 
стали геометричні та астрономічні атриáути у живо-
писниõ та граôічниõ твораõ тіє¿ епоõи.

Вправи і задачі

 1°. Побудуйте з допомогою лінійки пряму і позначте на ній три точки А, В, С. 
Випишіть усі можливі позначення для цієї прямої.

 2°. На рис. 1.13 зображено дві прямі a і b та сім точок.
  1) Як ще можна позначити ці прямі? 
  2) Назвіть точки, які належать прямій à, але не 

належать прямій b.
  3) Назвіть точки, які належать прямій b, але не 

належать прямій a.
  4) Назвіть точки, які належать кожній із прямих.
  5) Назвіть точки, які не належать жодній із прямих.

Жан Леблон. Геометрія.  
Гравюра (1636 р.)

Мартен де Вос. Геометрія.  
Гравюра. Бл. 1600 р.
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 3°. Позначте в зошиті дві точки А і В та проведіть через них пряму. Позначте 
потім дві точки K, L, які належать цій прямій, і дві точки M, N, які не належать 
їй. Що можна стверджувати про взаємне розміщення прямих:

  а) АВ і KL;  б) АВ і KM;  в) KN і BA?
 4°. Проведіть дві прямі, що перетинаються. Позначте ці прямі і точку їхнього 

перетину. Скільки спільних точок можуть мати дві прямі?
 5°. На рис. 1.14 зображено три прямі. Назвіть ці прямі. Які з них перетинаються?
 6°. Побудуйте таке розміщення чотирьох точок А, В, С, 

D, щоб точки А, В, С належали одній прямій і точки 
В, С, D належали одній прямій.

 7. Чи можуть три прямі перетинатися в одній точці? Як 
взагалі можуть розміщуватися три прямі, щоб кожні 
дві з них перетиналися? Зробіть відповідні рисунки.

 8. Проведіть пряму, а потім ще три прямі, які її 
перетинають. Які можливі харак терні випадки 
взаємного розміщення усіх цих прямих?

 9. На рис. 1.15 відображено спосіб перевірки якості 
обробки рейки за допомогою візування. Як би ви 
його пояснили?

 10. Прямі l і m перетинаються в точці О, М — якась 
точка прямої m. Чи може точка М належати прямій l?

 11. Скільком прямим може належати одна взята точка; 
дві взяті точки; три взяті точки; п’ять узятих точок?

 12. На рис. 1.16 відображений один із так званих 
обманів зору (зорову ілюзію): лінії АВ і СD ви-
даються вигнутими, хоча насправді вони прямі. 
Виконайте цей рисунок у зошиті і перевірте, чи 
викликатиме він такий самий обман зору.

  13•. Позначте в зошиті дві точки А і В. Скільки прямих 
можна провести через точку А? Скільки — через 
точку В? Скільки — через обидві точки А і В? Чи 
можете ви обґрунтувати свої твердження?

 14•. Позначте в зошиті чотири точки А, В, С, D так, як 
показано на рис. 1.17, а потім через кожні дві з 
них проведіть пряму. Скільки всього прямих буде 
проведено? Чи завжди чотири точки визначати-
муть таку кількість прямих? Розгляньте можливі 
випадки.

 15•. а) Проведіть такі чотири прямі à, b, c, d, щоби прямі 
a, b, c проходили через одну точку і прямі b, c, d 
проходили через одну точку.

  б) Будь-які дві із чотирьох прямих перетинаються. 
Скільки може бути точок перетину? Зобразіть усі 
можливі випадки.
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